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Das für die synthetische Geometrie bahnbrechende Werk Jacob 
Steiners: „Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer 
Gestalten von einander“ (Berlin, 1832) enthält in seiner Vorrede einen 
vollständigen Plan, nach welchem der berühmte Verfasser die Resultate 
seiner Forschungen in fünf einander folgenden Theilen niederzulegen 
gedachte. Von diesen ist nur der erste allerdings wichtigste Theil er- 
schienen, welcher die Prineipien enthält, auf denen die synthetische 
Geometrie in ihrem heutigen Standpunkt beruht. Indessen wurde 
Vieles von dem Inhalt des fünften Theiles, welcher eine „ausführliche 
und umfassende Behandlung der Curven und Flächen zweiten Grades 
durch Construction und gestützt auf projectivische Eigenschaften“ enthalten 
sollte, in den Vorlesungen, welche Steiner während einer Reihe von 
Jahren an der Berliner Universität gehalten hat, vorgetragen; Einiges 
ist im Journal für die reine und angewandte Mathematik, sowie schon 
früher in den Annales de Mathematiques par M. Gergonne veröffentlicht 
werden. Jene geistreichen und zur eigenen Forschung anregenden 
mündlichen Vorträge, denen sich der grosse Geometer mit besonderer 
Liebe unterzog, kamen indess nur wenigen Jüngern der Wissenschaft 
zu Gute, und die in diesen Vorlesungen auseinandergesetzten hin- 
sichtlich ihrer Anschaulichkeit und Fruchtbarkeit unübertroffenen syn- 
thetischen Methoden und Betrachtungen scheinen nachgerade der 
Gefahr nahe, vergessen oder von_der immer weiter sich ausbreitenden 
allnächtigen analytischen Methode in den Hintergrund gedrängt zu 
werden; es erscheint daher als eine Pflicht deutscher Wissenschaft, 
dies zu verhüten und die Wege, welche der schöpferische Geist des 
grössten Geometers seiner Zeit di, unmittelbaren Schülern zeigte, 
der Nachwelt zu erhalten, um dadugf1 den zahlreichen Entdeckungen 
aui die Spur zu kommen, welche X. heute Räthsel sind für die 
wissenschaftliche Welt. Hierzu ges ‘it sich für den Herausgeber noch 
die besondere Pflicht dankbarer Pietät gegen seinen hochverehrten 
Leirer. Im Wintersemester 1852/53 hatte ich das Glück, eine von 
Stener unter dem Titel: „Ueber die neueren Methoden der synthetischen 
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Geometrie“ angekündigte Universitätsvorlesung zu hören und zugleich 
durch persönlichen Verkehr mit dem grossen Meister in den Ideengang 
seiner Schöpfungen eingeführt zu werden. Die damalige, wenn auch 
mangelhafte, doch sorgfältig ausgearbeitete Nachschrift liegt der heutigen 
Bearbeitung zu Grunde. Durch die Güte des Herrn Dr. C. F. Geiser, 
Docenten am Eidgenössischen Polytechnikum zu Zürich, welcher als 
Neffe des verstorbenen Steiner testamentarisch mit der Veröffentlichung 
seines wissenschaftlichen Nachlasses beauftragt ist, wurde mir die 
Bearbeitung dieses Abschnittes bereitwilligst überlassen und der Theil 
der hinterlassenen Manuscripte Steiners, welcher sich auf „die geo- 
metrischen Gestalten“ bezieht, zur Verfügung gestellt; aus diesem reichen 
Schatze habe ich Alles, was in den vorgeschriebenen Gang der Dar- 
stellung gehörte, mit Gewissenhaftigkeit aufgenommen und aus un- 
vollendeten Aufzeichnungen zu ergänzen und herzustellen versucht. 
Dass es schon früh in Steiners Absicht gelegen hat, diesen auf die 
Kegelschnitte bezüglichen fünften Abschnitt seines grossen Werkes voll- 
ständiger, als es im ersten Theil geschehen konnte, und abweichend 
von der dortigen Behandlung allein von den Grundprincipien aus dar- 
zustellen, zeigt die vollständig erhaltene Einleitung zu einer nicht 
vollendeten Abhandlung; sie ist in einem Convolut von Papieren unter 
der Aufschrift „Aufklärungs- Broschüre 1833/34“ enthalten und lautet 
folgendermassen: 
„Ueber einige merkwürdige Lehren der neueren synthetischen- @eo- 
metrie. In dieser Abhandlung werde ich zunächst die Betrachtungen 
über projectivische Geraden und Strahlbüschel, welche im ersten Theile 
der von mir verfassten Schrift: „Systematische Entwickelung der 
Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander“, enthalten sind, 
kurz wiederholen und sodann die naturgemässe Erzeugung der 
Kegelschnitte aus jenen Gebilden ableiten, sowie ferner den Ur- 
sprung verschiedener merkwürdiger Eigenschaften, wie z. B. der 
sogenannten Involution und der theorie des polaires réciproques 
- etc. aus denselben nachweisen. 

In der genannten Schrift wurden der alt-hergebrachten Weise 
zu Liebe die Kegelschnitte aus dem Kegel, der einen Kreis zur 
Basis hat, hergeleitet. Obw ich die Unzweckmässigkeit dieses 
_ Verfahrens schon damals deutlgch fühlte, so glaubte ich doch, um 
nicht zu sehr von dem gewß@änlichen Gange abzuweichen, dem- 
selben folgen zu müssen. Åein der Umstand, dass man ge- 
zwungen ist, die Umkehrung eines Satzes zu behaupten ($ 38, II), 
der sich durch die Elementargeometrie nicht befriedigend beweisen 
lässt, — nämlich des Satzes, dass jeder Kegel zweiten Grades von 
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einer Ebene in einem Kreise geschnitten werden kann — zeigte 
die Nothwendigkeit, jene Darstellungsweise zu verlassen und eine 
dem Gegenstande angemessenere aufzufinden. Die hier folgende 
genügt dieser Forderung im höchsten Grade, indem sie die Er- 
zeugung der Kegelschnitte durch projectivische Geraden und Strahl- 
büschel als eine unmittelbare, systematisch nothwendige offenbart 
und dieselbe rein synthetisch auf die möglichst einfache Weise 
bewerkstelligt. Ebenso wird das wahre Wesen der Involution und 
der theorie des polaires réciproques durch besondere Eigenschaften 
der genannten projectivischen Gebilde geoffenbart, indem ihre noth- 
wendige Entstehung auf überraschende Weise aus diesen Eigen- 
schaften sich nachweisen lässt und zugleich ihr inniger Zusammen- 
hang sich kund giebt, was übrigens in der mehrerwähnten Schrift 
bereits angedeutet worden ($ 45). Die Schwierigkeit, die hierbei 
in Rücksicht auf die Kegelschnitte zu überwinden war, bestand 
darin, zu beweisen, dass das durch zwei schiefliegende projectivische 
Geraden hervorgebrachte Erzeugniss identisch sei mit dem Erzeugniss 
zweier projectivischen Strahlbüschel, die sich in schiefer Lage befinden. 
Diese Schwierigkeit ist jetzt nicht nur sehr leicht, sondern ich 
möchte sagen, sie ist auf die einfachste Weise gehoben, nämlich 
durch consequentes Festhalten der geringsten Anzahl von Elementen, 
durch welche die Projeetivität jener Gebilde bestimmt wird, und 
zwar durch diejenigen Elemente, welche sich sowohl in Hinsicht 
der Gebilde, als in Bezug auf den Kegelschnitt am bemerkbarsten 
machen, Dadurch können nun zugleich alle übrigen Lehren, welche 
den Gegenstand des ersten Theiles der genannten Schrift bilden, 
zweckmässiger entwickelt werden, weil nunmehr die Betrachtungen 
in der Ebene sich bis zu ihrer Vollendung ausführen lassen, ohne 
dass es nöthig wird, das Büschel im Raume*, das ihr entgegen- 
steht, zu Hülfe zu nehmen. Die Eigenschaften des letzteren lassen 
sich dann umgekehrt leicht aus jenen der Ebene ableiten, was der 
natürlichere Gang ist. Der Kegel zweiten Grades erhält dabei 
eine allgemeinere Erklärung, die nicht mehr an seine besondere 
Eigenschaft, an seine Kreisschnitte, geknüpft ist; und nicht allein 
die verschiedenen Eigenschaften (aller seiner ebenen Schnitte, sondern 
auch die Eigenschaften, welche ihm im Ganzen zukommen, seine 
zwei Erzeugungsarten durch projeetivische Gebilde sind dann mit 
seiner Entstehung zugleich bekannt. Auch führt die gegenwärtige 
Erzeugungsweise der Kegelschnitte schneller und directer als jene 


* Womit das Bündel gemeint ist. 
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frühere Betrachtungsweise in ihre innere Natur hinein und schliesst 
uns am unmittelbarsten den organischen Zusammenhang ihrer zahl- 
reichen Eigenschaften und Geheimnisse auf. Ich bemerke hier noch, 
dass die Betrachtung projectivischer Geraden und Strahlbüschel sich 
so vereinfachen lässt, dass sie ohne Hülfe trigonometrischer Aus- 
drücke durchgeführt werden kann, wodurch sie geeignet wird, der 
Elementargeometrie einverleibt zu werden und darin manche zweck- 
mässige Verbesserung zu bewirken, indem zu ihrem trocknen In- 
halt die belebenden Porismen, die Theorie der Transversalen und 
besonders die vollständige Lehre von den Kegelschnitten hinzu- 
tritt, dergestalt, dass alle diese Gegenstände sich ebenso leicht 
und einfach behandeln lassen, als nach der bisherigen Methode 
der Kreis. Dass in meiner mehrerwähnten Schrift trigonometrische 

Ausdrücke eingeführt worden, ist kein Irrthum oder Mangel in 

der Darstellung, wie man beim ersten Anblick leicht wähnen 

möchte, sondern die Entwickelungen der folgenden Theile bedürfen 
derselben, um zu der allseitig vollendeten Ausbildung zu gelangen, 
der sie fähig sind.“ 

„Den 24. Mai 1836.“ 

Diese vor dreissig Jahren geschriebene Einleitung habe ich ge- 
glaubt der gegenwärtigen Bearbeitung ungekürzt vorausschicken zu 
dürfen, weil ich bemüht gewesen bin, in dem hier ausgesprochenen 
Sinne die Lehre von den Kegelschnitten darzustellen. Von der ver- 
sprochenen Abhandlung selbst finden sich unter den Papieren nur 
Bruchstücke, welche vorzugsweise die Theorie der Involution (das 
Punkt- und Strahlsystem) behandeln, ferner den erwähnten Beweis 
von der Identität der beiden Erzeugnisse projeetivischer Geraden und 
projectivischer Strahlbüschel und einige Notizen über Involutions-Netze 
enthalten. Unter den übrigen mir zur Einsicht gestatteten Manu- 
seripten, welche aus den verschiedensten Zeitepochen herrühren, fanden 
sich zur Verwerthung für den vorliegenden Zweck Untersuchungen 
über Kegelschnittbüschel und -schaaren, insbesondere über „conjugirte 
Kegelschnittbüschel“ und „harmonisch zugeordnete Kegelschnitte“, 
manche schwer zu enträthselnde kurze Aufzeichnungen und viele Be- 
merkungen, die vermuthlich den Vorlesungen ihren Ursprung ver- 
danken. Alles, was über die Ebene hinausging und sich grösstentheils 
auf Oberflächen zweiter Ordnung bezog, musste für jetzt unberück- 
siehtigt bleiben. Der Anfang einer beabsichtigten Darstellung der 
Lehre von den Kegelschnitten, wie sie Steiner in seinen Vorlesungen 
vorzutragen pflegte, findet sich noch an einer späteren Stelle, welche 
mit den charakteristischen Worten beginnt: 
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„Juni 1849. Der veränderte Gang, der nach $ 18 (Syst. Entw. d. 
A. g. G.) eintritt, ist seit Jahren in den Vorlesungen verbessert 
und einige Mal sogar mit Begeisterung vorgetragen worden, musste 
aber jedesmal mit saurer Mühe wieder erst neu hergestellt werden, 
was in der neuesten Zeit bei Abnahme an Eifer und Gedächtniss 
stets schwieriger wurde. Es wird nun kaum möglich sein, die in 
einzelnen Perioden in günstigen Lieht-Momenten vorgetragenen 
Sätze und Beweise wieder hervorzurufen, um den besten Gang der 
Betrachtung endlich festzustellen . . .* 

Hierauf folgen verschiedene Aufzeichnungen aus den Vorträgen im 
Sommersemester 1849, die aber zum grössten Theil Wiederholungen 
sind und nur bis zu dem erwähnten Identitätsbeweise reichen. 

Hinsichtlich der Vertheilung und Behandlung des Stoffes habe 
ich mir nur wenig Abweichungen von der zu Grunde liegenden Aus- 
arbeitung der Steiner'schen Vorlesung erlaubt, während die Menge 
desselben erheblich vergrössert ist; auch die Steiner'sche Terminologie 
habe ich bis auf wenige Ausnahmen festgehalten; der Gebrauch der 
Bezeichnung „Punktreihe“ anstatt „Gerade“ (als continuirliche Auf- 
einanderfolge sämmtlicher Punkte einer unendlich langen geraden 
Linie) ist schon so üblich geworden, dass er keiner Entschuldigung 
bedarf. 

Der erste Abschnitt (projectivische Beziehung gerader Punktreihen und 
ebener Strahlbüschel auf einander) enthält eine kurze Wiederholung 
der ersten in der „Systematischen Entwickelung“ niedergelegten Prin- 
cipien; hier wie in der Folge habe ich die von Moebius in die 
Geometrie eingeführte Auffassung entgegengesetzter Grössen (Strecken 
und Winkel) durch Berücksichtigung des Richtungs- und Drehungs- 
Sinnes festgehalten, wonach z. B., wenn a und b zwei Punkte be- 
zeichnen, ‚„ab“ nicht bloss den absoluten Abstand beider Punkte, 
sondern die in dem. Sinne von a nach b durchlaufene Strecke be- 
deutet, so dass also ab+ba=0 ist. Die ebenfalls von Moebius 
herrührenden Beziehungen zwischen den 24 möglichen Werthen eines 
Doppelverhältnisses habe ich aufgenommen. Sodann ist die Bestimmung 
der doppelten Systeme entsprechender gleicher Strecken und Winkel 
bei zwei projectivischen Punktreihen und Strahlbüscheln und eine aus- 
führliche Behandlung der Involution (des Punkt- und Strahlsystems) 
hinzugekommen. 

Der zweite Abschnitt (der Kegelschnitt als Erzeugniss projectivischer 
Gebilde) definirt den Kegelschnitt auf doppelte Art und weist die 
Identität beider Erzeugnisse nach. Der Pascal’sche (und Brianchon’sche) 
Satz erscheint nur als ein etwas veränderter Ausdruck der Projectivität 
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zweier gleichartiger Gebilde. Die Eintheilung der Kegelschnitte ge- 
schieht durch Berücksichtigung der unendlich entfernten Punkte. Zu 
den Kriterien für die Erzeugung der verschiedenen Kegelschnitte durch 
zwei projectivische Punktreihen ist das für die gleichseitige Hyperbel 
hinzugekommen, welches ich nirgends gefunden habe. Die Steiner’sche 
Erweiterung des berühmten hexagrammum mysticum schien mir, obwohl 
sie etwas von dem Gange der Untersuchung abführt, doch mitzutheilen 
erlaubt, zumal ich das hier zusammengestellte Tableau der 60 Sechs- 
ecke, aus deren Gruppirung die Lage der Pascal’schen Linien, Steiner’- 
schen Punkte und Geraden in der von Hesse angegebenen Weise am 
anschaulichsten hervortritt, anderswo vermisst habe. Das naturgemässe 
Auftreten des Punkt- und Strahlsystems beim Kegelschnitt führt zu 
den Polareigenschaften desselben, welche möglichst vollständig aus- 
einandergesetzt sind. Als besondere Fälle dieser allgemeinen Be- 
ziehungen ergeben sich dann die Eigenschaften der conjugirten Durch- 
messer, der Axen des Kegelschnitts und der Brennpunkte. Die metrischen 
Beziehungen treten dabei ungezwungen und fast ohne Rechnung hervor. 
Auf die Focaleigenschaften wird dann noch weiter eingegangen, um 
die Brücke vollständig herzustellen, welche die hier durchgeführte Auf- 
fassung der Kegelschnitte mit der mehr elementaren Behandlung der- 
selben verbindet, bei der die metrischen Eigenschaften der Brennpunkte 
den Ausgangspunkt bilden. Der Schluss dieses Abschnitts über den 
Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte ist mehr als ein Anhang zu 
betrachten, bestimmt, die Nützlichkeit des Princips der projeetivischen 
Beziehung an einem besonderen Beispiel vor Augen zu führen. 

Der dritte Abschnitt ist dem Kegelschnittbüschel und der Kegel- 
schnittschaar gewidmet. Von den drei mitgetheilten Entstehungs- 
arten dieser Gebilde ist die erste (Steiner’sche) die anschaulichste, er- 
fordert aber die Realität der vier Grundpunkte des Büschels; bei der 
zweiten können auch zwei von diesen Punkten imaginär sein; die dritte 
ist die allgemeinste und liefert auch das Kegelschnittbüschel mit vier 
imaginären Grundpunkten durch reelle Construction. Die charakte- 
ristische Eigenschaft des Kegelschnittbüschels, jede Gerade in den 
Punktepaaren eines Punktsystems zu treffen, tritt bei allen drei Ent- 
stehungsarten unmittelbar hervor. Die Untersuchung der verschiedenen 
Arten von Kegelschnitten, welche in einem Büschel und einer Schaar 
vorkommen, und wie sich dieselben in Gruppen vertheilen, lässt, wie 
mir scheint, den Vorzug der synthetischen Methoden recht deutlich 
erkennen; hieran knüpfen sich die Polareigenschaften dieser Gebilde 
und einige besondere Fälle. Einen neuen oder doch wenig bekannten 
Gegenstand: „drei conjugirte Kegelschnittbüschel“ behandelt ein be- 


www.rein.org.pl 


Vorwort zur ersten Auflage. XI 


sonderer Paragraph. Endlich werden die gemeinschaftlichen Punkte 
und Tangenten zweier beliebig gegebenen Kegelschnitte ermittelt 
und die verschiedenen Fälle, welche hinsichtlich der Realität dieser 
Elemente eintreten können, genauer diseutirt. Der letzte Paragraph 
dieses Abschnittes behandelt einen bisher wenig untersuchten Gegen- 
stand: die harmonisch zugeordneten oder sich polar selbst entsprechenden 
Kegelschnitte, mit denen im Zusammenhange:- die Aufgabe gelöst wird: 
„Zu zwei gegebenen Kegelschnitten einen solchen dritten zu finden, in 
Bezug auf welchen als Basis der eine die Polarfigur des andern ist.“ 

Hier tritt schon der imaginäre Kegelschnitt auf und verlangt eine 
Erweiterung des Begriffes, welche in dem vierten Abschnitt durch das 
Involutions-Netz (Polarsystem) gegeben wird. Die Polareigenschaften 
eines Kegelschnitts werden unabhängig von demselben aufgefasst und 
liefern ein stets reelles Gebilde, das Involutions-Netz, welches, je 
nachdem es hyperbolisch oder elliptisch ist, einen reellen oder imaginären 
Kegelschnitt vertritt, ebenso wie das Punktsystem auf einer Geraden 
ein reelles Punktepaar (Asymptotenpunkte) oder ein imaginäres ver- 
tritt. Von den verschiedenen Bestimmungsarten des Netzes, deren 
Zahl durch Hinzunahme anderer Elemente leicht beträchtlich vermehrt 
werden kann, ist die allgemeinste vermittelst fünf beliebiger Paare 
conjugirter Punkte durch eine zwar umständliche, aber lineare Con- 
struetion bewerkstelligt. Die folgenden Paragraphen enthalten zum 
Theil eine Wiederholung früherer Betrachtungen auf der allgemeineren 
Grundlage, indem die ausgezeichneten Elemente des Netzes: Durch- 
messer, Mittelpunkt, Axen, Brennpunkte mit ihren hervorragendsten 
Eigenschaften für das Netz ähnlich wie für den reellen Kegelschnitt 
ermittelt werden. Die Annahme zweier beliebig in der Ebene ge- 
gebenen Netze führt zum Netz-Büschel und zur Netz-Schaar; dadurch 
werden die früheren Gebilde des Kegelschnittbüschels und der Kegel- 
schnittschaar vervollständigt, indem auch die imaginären Kegelschnitte, 
welche ihnen angehören können, zum Vorschein kommen. Der letzte 
Paragraph untersucht das aus drei beliebig angenommenen Netzen oder 
Kegelschnitten gebildete Kegelschnitt-Netz und die Tripeleurve und 
bildet somit den Uebergang zur Theorie der Curven dritter Ordnung. 

Aus der vorstehenden Inhaltsangabe und bei einer genaueren 
Durchsicht des Buches wird der kundige Leser erkennen, dass ich 
manche Resultate aufzunehmen mir gestattet habe, welche im Laufe 
der Zeit hinzugekommen sind und von denen ich nicht mehr ermitteln 
konnte, ob Steiner sie früher als Andere gefunden hat, oder nicht, 
wenn sie sich eben in dem systematischen Entwickelungsgange natur- 
gemäss darboten und der Steiner'schen Anschauungsweise ungezwungen 
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anschlossen. Ich glaube, dass dies nicht zum Nachtheil eines Buches 
geschehen ist, welches seines ganz elementaren Charakters wegen vor- 
zugsweise bestimmt ist, als Lehrbuch zur Einführung der studirenden 
Jugend in die synthetische Geometrie zu dienen. Aus diesem Grunde 
lag mir auch weniger daran, die in Anwendung gebrachten Methoden 
bis zur äussersten Grenze auszubeuten und die in unerschöpflicher 
Menge sich darbietenden Sätze und Eigenschaften mit möglichster 
Vollständigkeit aufzureihen, als vielmehr die fruchtbaren Betrachtungen 
selbst, welche zu jenen führen, in das klarste Licht zu setzen; dem 
Leser sollte auch noch Etwas zu thun übrig bleiben, und überall da 
z. B., wo nach dem in der Natur des Gegenstandes begründeten Princip 
der Dualität einer Betrachtung sich die polar gegenüberstehende an- 
schloss, ist diese entweder bloss angedeutet, oder es sind die ab- 
weichenden Punkte allein ausgeführt; möchte der Leser daher noch 
recht viel Stoff zur Ergänzung und Erweiterung und besonders die Auf- 
munterung zur eigenen Forschung aus dem Vorgetragenen entnehmen. 

Was meinen eigenen bescheidenen Antheil’ an diesem Buche be- 
trifft, so verzichte ich selbstverständlich in Anbetracht der Entstehung 
desselben auf jeden Anspruch, wie auf jede Priorität, ohne darum 
die Verantwortlichkeit für dasjenige, was etwa Irriges in demselben 
vorkommen sollte, von mir abzulehnen. Ich halte meine Arbeit für hin- 
reichend belohnt, wenn dadurch das Studium der Steiner'schen Schriften 
erleichtert, das Interesse für synthetisch-geometrische Forschungen 
von Neuem angeregt und insbesondere die studirende Jugend zu einem 
der interessantesten und fruchtbarsten Felder mathematischer Speculation 
hingeführt wird. 

Schliesslich bleibt mir noch übrig, Herrn Dr. Geiser hiermit 
öffentlich meinen Dank auszusprechen für die freundlichst gestattete 
Einsicht in die Steiner'schen Manuscripte und das bereitwillige Ab- 
treten seines Anrechtes zur Veröffentlichung dieser Vorlesung. 


Breslau, im September 1866. 
Heinrich Schröter. 
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Die Verlagsbuchhandlung glaubte, dass es sich doch empfehle, 
von den Steiner-Schröter'schen Vorlesungen über synthetische Geometrie, 
deren zweite Auflage zu Ende geht, eine neue Auflage zu veranstalten, 
damit dieses angesehene und nützliche Lehrbuch nicht aus dem Buch- 
handel verschwinde; auf ihre Aufforderung habe ich die Bearbeitung 
übernommen. 

An dem Buche, auf dessen Titel der Name unseres grossen 
deutschen Geometers steht und an dessen Herstellung ein zweiter nam- 
hafter Mathematiker mitgewirkt hat, wesentliche Aenderungen vor- 
zunehmen, schien mir nicht richtig. Wer die neue Auflage mit der 
vorangehenden vergleicht, wird also den sachlichen Inhalt, die Er- 
gebnisse und die Erörterungen in ihren Hauptzügen wiederfinden, 
aber mannigfache äussere Aenderungen, Kürzungen, Umstellungen, 
Vereinfachung der Bezeichnung, andere Terminologie bemerken. 

Durch die Kürzungen wurde für einige Einschaltungen Raum 
gewonnen, welche jedoch fast ausschliesslich von Schröter'schen Notizen 
herrühren; ich möchte insbesondere Nr. 46, 94, 101, 128, 160, 167, 
189, 211, 241, 242, 310 erwähnen und darunter die überaus einfache 
Behandlung der Quadratur des Parabelsegments in Nr. 160 hervorheben. 

Von Aenderungen, welche von mir herrühren, begnüge ich mich 
anzuführen, dass ich die von Kegelschnitten getragenen projectiven 
Punktreihen und Strahlbüschel, insbesondere die krummen Involutionen, 
welche in den älteren Auflagen nicht zu ihrem Rechte kommen, ordent- 
lich einführe ($ 31) und anwende, und dass ich die beiden Fälle der 
Aehnlichkeit zweier Kegelschnitte, Aehnlichkeit im engern und im 
weitern Sinne, wie sie z. B. bei zwei conjugirten Hyperbeln stattfindet, 
doch mehr auseinander halte, weshalb die §§ 43, 46 etwas umgearbeitet 
werden mussten. 

Die Terminologie musste ziemlich stark verändert werden, weil 
die früheren Auflagen doch mehrere veraltete, weniger geeignete oder 
nicht acceptirte Benennungen enthielten. Ich will nicht alle Aenderungen 
aufzählen; die wichtigsten sind, dass ich „Punkt-“ und „Strahlsystem“ 
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durch „Involution“, die „Asymptotenpunkte“ und „Asymptoten“ der- 
selben durch „Doppelpunkte“ und „Doppelstrahlen“ ersetzt habe und 
im letzten Abschnitt das Wort „Involutionsnetz“ durchweg durch 
„Polarsystem“. Jene Aenderung hat schon Schröter beabsichtigt, wie 
aus seinem Handexemplar zu ersehen ist; und mit der jetzt üblichen 
Verkürzung von „projeetivisch“ und „perspectivisch“ in „projeetiv“ 
und „perspectiv“ würde er auch einverstanden gewesen sein, denn er 
hat sie in späteren Arbeiten selbst angewandt. 

Den Uebungsstoff, den Schröter, dem Beispiele Steiner's folgend, 
in „Aufgaben und Sätzen“ der zweiten Auflage hinzugefügt hat, habe 
ich gelegentlich in Seminar-Uebungen behandeln lassen und so auf 
seine Richtigkeit geprüft. Ich konnte ihn aus den Schröter’schen 
Notizen noch vermehren, insbesondere auch um viele metrischen Be- 
ziehungen, auf deren Ableitung ja Schröter viel Mühe und Scharfsinn 
verwandt hat, als wenn er die Leistungsfähigkeit der synthetischen 
Geometrie auch auf diesem Gebiete hätte darthun wollen. 

Weil der Inhalt des Buches im allgemeinen der alte geblieben 
ist, so sah ich keine Veranlassung, die Zahl der literarischen An- 
merkungen zu vergrössern. Nicht unwillkommen, hoffe ich, wird die 
Angabe der Lebenszeit der im Buche erwähnten verstorbenen Mathe- 
matiker sein; während ich an ihm arbeitete, hielt ich eine Vorlesung über 
Geschichte der Mathematik; dadurch wurde ich zu jenen Angaben ver- 
anlasst. Eine nothwendige Ergänzung zu ihnen waren dann die kurzen 
Mittheilungen über das Leben der beiden Verfasser dieses Buches, die 
im Anhange stehen. 

Breslau, im Januar 1898. 


R. Sturm. 
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Erster Abschnitt. 


Projeetive Beziehung von Punktreihen und Strahlbüscheln 
auf einander. 


$ 1. Grundgebilde. 


Die sämmtlichen auf einander folgenden Punkte einer (unendlich 1 
langen) geraden Linie nennt man eine gerade Punktreihe oder schlecht- 
weg Punktreihe, wenn nur von geraden Punktreihen die Rede ist. 
Die Gerade selbst, deren Punkte aufgefasst werden, soll der Träger 
der Punktreihe heissen. Die sämmtlichen durch einen Punkt in einer 
Ebene gehenden Strahlen (unendlich lange gerade Linien) nennt man 
ein Strahlbüsche. Der Punkt, durch welchen sämmtliche Strahlen 
gehen, heisst der Grundpunkt des Strahlbüschels. Die Punkte der 
Punktreihe und die Strahlen des Strahlbüschels heissen Elemente dieser 
geometrischen Grundgebilde. 


$2. Projeetive Beziehung der 6rundgebilde auf einander. 


Diese beiden einfachsten geometrischen Gebilde (Punktreihe und 2 
Strahlbüschel) sind von einfacher Unendlichkeit. Die gleiche Mächtig- 
keit erkennen wir, indem wir die beiden Fig. 1. 

Gebilde zu einander in Beziehung setzen. 
Sämmtliche durch einen Punkt B, den 
Grundpunkt eines Strahlbüschels, gehenden 
Strahlen a,b,c,d...x... treffen eine be- 
liebige (nicht durch B gehende) Gerade A 
in den gleichnamigen Punkten a,b, c,d...r... 
(Fig. 1) und stellen eine derartige Beziehung 
zwischen den Elementen beider Gebilde 
her, dass jeder Strahl des Strahlbüschels durch den gleichnamigen 
Punkt der Punktreihe geht und umgekehrt jeder Punkt der Punktreihe 
auf dem gleichnamigen Strahl des Strahlbüschels liegt. Zwei solche 
zusammenliegende Elemente heissen entsprechende Elemente, und diese 
Lage der beiden Gebilde, bei welcher jeder Strahl des Strahlbüschels 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 1 
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2 Unendlich ferner Punkt, unendlich ferne Gerade. 


durch den entsprechenden Punkt der Punktreihe geht, nennt man die 
perspective Lage. Die durch die perspective Lage beider Gebilde her- 
gestellte eindeutige Beziehung der Elemente auf einander kann nun 
festgehalten werden, während die perspective Lage aufgehoben wird 
(etwa dadurch, dass das Strahlbüschel B und die Punktreihe A be- 
liebig in der Ebene verschoben werden), aber die entsprechenden Ele- 
mente in irgend einer Weise, z. B. durch Bezeichnung mit gleich- 
lautenden Buchstaben, fixirt werden. Die auf diese Art von der 
perspectiven Lage unabhängig gemachte eindeutige Beziehung der 
Elemente beider Gebilde auf einander heisst projective Beziehung, und 
die Gebilde selbst heissen projectiv, wenn ihre entsprechenden Elemente 
so liegen, dass jene in perspective Lage gebracht werden können. 


$ 3. Unendlich ferner Punkt der Punktreihe; unendlich ferne Gerade 
| der Ebene. | i 


Die Zusammengehörigkeit entsprechender Elemente lässt sich bei 
der perspectiven Lage der beiden Grundgebilde auch so auffassen, 
dass man einen veränderlichen Strahl x des Strahlbüschels um den 
Grundpunkt B dreht, wodurch sein Schnittpunkt r mit dem Träger A 
auf demselben fortrückt. Dabei tritt nun einmal der besondere Fall 
ein, dass der Strahl x in parallele Lage zu dem Träger A gelangt 
und dadurch der Schnittpunkt r, welcher sonst immer eine bestimmte 
angebbare Lage auf A hatte, der Wahrnehmung entschwindet oder, 
wie man sich ausdrückt, ins Unendliche rückt. Betrachten wir den 
Strahl x kurz vor und kurz nach dieser parallelen Lage, so wird der 
entsprechende Punkt xy einmal nach der einen Seite und das andere 
Mal nach der andern Seite hin sehr weit entfernt liegen, während 
es bei der parallelen Lage selbst unentschieden bleibt, ob er nach der 
einen oder nach der andern Seite hin liegt. Trotzdem nehmen wir 
der Uebereinstimmung wegen an, dass auch der Parallelstrahl den 
Träger X nur in einem Punkte trifft, und nennen diesen den unendlich 
entfernten Punkt der Punktreihe, den wir uns sowohl nach der einen 
Seite als auch nach der andern Seite hin liegend vorstellen können. 
Der unendlich entfernte Punkt der Gerade* A ist ein ausgezeichneter 


* Ich habe mich entschlossen, das Wort „Gerade“ in Bezug auf die Decli- 
nation ebenso zu behandeln, wie das ursprünglich auch adjectivische „Ebene“ 
und die ebenfalls adjectivischen Fremdwörter „Polare“, „Normale“, „Chordale“, 
„LIransversale“, „Diagonale“, als volles Substantiv, so dass der Singular 
immer „Gerade“, der Plural immer „Geraden“ heisst. Das ist viel einfacher und 
klarer; insbesondere empfiehlt sich die substantivische Declination durch die deut- 
liche Unterscheidung der beiden Genitive, der Gerade und der Geraden, während 
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Uebereinstimmung der Aufeinanderfolge. 5 


und bei Verrückung derselben in sich unveränderlicher Punkt, welcher die 
charakteristische Eigenschaft besitzt, dass jeder nach ihm hingehende 

Strahl mit der Gerade parallel ist. 

Der unendlich entfernte Punkt verbindet gewissermassen die nach 
entgegengesetzten Seiten hin verlaufenden Enden der geraden Linie 

und stellt eine Continuität her entsprechend der eontinuirlichen Drehung 

des Strahles im Strahlbüschel. 

Aus dieser Festsetzung, dass jede Gerade nur einen unendlich 
fernen Punkt hat, folgt, dass die Verbindungslinie zweier unendlich 
entfernter Punkte ganz in die Unendlichkeit fällt: alle ihre Punkte 
sind unendlich fern. Und umgekehrt: Alle unendlich fernen Punkte 
einer Ebene liegen auf einer Gerade. Denn enthielte die Verbindungslinie 
a” b” der unendlich fernen Punkte zweier Geraden nicht auch den c” 
einer dritten Gerade, so würde diese zwei unendlich entfernte Punkte 
haben, nämlich c° und den Schnitt mit a” b”. 

Zu dieser ausgezeichneten Gerade sind alle Geraden der Ebene als 
parallel anzusehen. 


$ 4. Uebereinstimmung der Aufeinanderfolge der Strahlen des Strahl- 
büschels mit den entsprechenden Punkten der Punktreihe. 


Aus der eben betrachteten zusammengehörigen Bewegung: der 4 
Drehung des Strahles x um B und dem Fortrücken des entsprechenden 
Punktes x auf WA ergiebt sich zugleich eine Uebereinstimmung der 
Aufeinanderfolge entsprechender Elemente oder des Drehungssinnes mit 
dem Richtungssinn. Der Strahl x kann sich um den Grundpunkt B 
entweder in dem einen oder dem entgegengesetzten Drehungssinne 
herumbewegen (entweder wie der Zeiger einer Uhr, auf welche man 
sieht, oder entgegengesetzt); dem entsprechend muss der Punkt x ent- 
weder in dem einen oder in dem entgegengesetzten Richtungssinne 
auf dem Träger A fortrücken. Sind a und b zwei besondere Lagen 
des sich drehenden Strahles x, so kann x auf doppelte Weise aus der 
Lage a in die Lage b übergeführt werden, in dem einen oder andern 
Drehungssinne. Diese Zweideutigkeit hört aber auf, sobald wir drei 
besondere Lagen a, b, c annehmen und verlangen, der veränderliche 


bei der adjectivischen sie gleich sind. Die jetzige Mannigfaltigkeit, bei welcher, 
je nach den verschiedenen Fällen, beide Formen Singular und Plural sind: die 
Gerade, zwei Gerade, die Geraden, parallele Geraden u.s.w., ist jedenfalls für 
Nichtdeutsche wenig bequem; und unsere Bücher sind voller Fehler gegen die 
Regeln der Grammatik für adjectivische Declination. Und ich meine, wir Mathe- 
matiker können diese Veränderung wagen, da wir allein das Substantiv „Gerade“ 
anwenden; ausserhalb der Mathematik heisst es immer „gerade Linie“. St. 
I Ir 
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4 Doppelverhältniss. 


Strahl solle von a durch b nach c gelangen. Durch die Aufeinander- 
folge abe ist der Drehungssinn von æ bestimmt (Fig. 2). 

Sind a und b zwei besondere Lagen des fortrückenden Punktes y, 

so kann r von a nach b auf doppelte Weise gelangen, entweder direct, 

oder durch den unendlich entfernten 


Fig. 2 
E NoN / x x Punkt (Nr.3). Diese beiden Wege haben 
De À entgegengesetzten Richtungssinn. Die 

N Zweideutigkeit hört aber auf, sobald 


nehmen und festsetzen, der Punkt x 

solle von a durch b nach c gelangen; 

durch die Aufeinanderfolge abc ist der Richtungssinn von y bestimmt 

(Fig. 3). Da nun’a,b,c und a, b,c entsprechende Elemente der beiden 

Fig. s. projeetiven Gebilde sind, so wird, sobald durch 

En die Aufeinanderfolge abe der Drehungssinn 

x ra © des Strahlbüschels festgestellt ist, durch die 

Zu t zugehörige Aufeinanderfolge abc der Richtungs- 

sinn der Punktreihe unzweideutig bestimmt; acb bezw. acb bestimmen 
die entgegengesetzten Sinne. 


5% ~ / f wir drei besondere Lagen a, b,c an- 
\ F 


$ 5. Doppelverhältniss. 

Um die gegenseitige Abhängigkeit der Elemente der beiden Grund- 
gebilde, welche durch die perspective Lage derselben hervorgerufen 
wird, unabhängig von letzterer darzustellen, suchen wir Beziehungen 
auf zwischen den Abständen beliebiger Punkte der Punktreihe und 
den Winkeln, welehe die entsprechenden Strahlen mit einander bilden, 
solchergestalt, dass diese Beziehungen von der Lage der beiden Ge- 
bilde zu einander unabhängig sind. 

Seien a,b,c,d... beliebige Punkte der Punktreihe X, so soll 
nach dem Vorgange von Möbius durch die Nebeneinanderstellung der 
Buchstaben St 


nicht allein die Strecke zwischen den Punkten a und b (ihr Abstand) 
bezeichnet werden, sondern auch der Richtungssinn, in welchem die 
Strecke von a nach b hin auf endlichem Wege durchlaufen wird, so 


dass also L ab+ba=0, dh ba=—ab 


ist. Strecken von dem einen Richtungssinn auf der Gerade sind also 
positiv und die vom andern negativ. Dann finden für drei Punkte a, b,c 
der Gerade immer die aus einander folgenden Beziehungen: 


I. ab+bce+ca=9, ab+bdbe=ar, ab = ac — be = ch — ca 
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statt, mag der Punkt c zwischen a und b oder ausserhalb der Strecke 
liegen; und für irgend vier auf der Gerade befindliche Punkte a, b, c, Ò 
gelten nachfolgende Beziehungen III, IV, V: 

II. be.ad +ca.bd+ab.od=0; 
man darf nur bc, ca, ab durch bd — cd, cd — ad, ad — bD ersetzen, 
um die Richtigkeit dieser Beziehung zu erkennen. 


Ebenso beweist man: 

IV. (ad). be + (00). ca + (cd). ab +bre.ca.ab=0, 
V. bd.ch.bc+ced.ad.ca+ ad. bd. ab ++ bce. ca. ab = 0. 
Man kann diesen Beziehungen auch die Form geben: 


da db Des"; i (da)? (db)? ER 
Tau a EUF ra TEA IV. ba.ca " ch.ab Tr 


db.de , de.da  de.db _ 
aba !be.ba eich 


Ir. 


Mi 1. 


Die Relationen IV, IV’ gelten auch, wenn D ausserhalb liegt; denn 
ist d’ der Fusspunkt des Lothes aus d auf abc, so ist IV für d’ richtig 
und führt zur Formel für d, wenn (ad)? durch (ad)’— (dV)’,... er- 
setzt wird. 


Seien nun a,b,c,d... die entsprechenden Strahlen des mit der 
Punktreihe abcd... perspectiv liegenden Strahlbüschels B, und bezeichne 
(ab) 


den Winkel zwischen den beiden Strahlen « und b von einem ver- 
änderlichen Strahl æ in demjenigen Drehungssinne von a nach b hin 
beschrieben, welcher übereinstimmt mit dem Ricehtungssinne der Strecke 
ab (Nr.4), dann lassen sich leicht Beziehungen er- Fig. 4. 
mitteln zwischen den Winkeln des Strahlbüschels 
und den entsprechenden Abschnitten auf der Punkt- 
reihe, indem man nach bekannten Sätzen der Ele- a 
mentargeometrie die Fläche des Dreiecks Bab auf p a 
doppelte Weise ausdrückt; das aus B auf W gefällte Perpendikel treffe 
in p, dann wird 


Ba.Bb.sin(ab)=Bp.ab, 


_ab ___Ba.Bb, 
sin (ab) n Bp 


oder 


Nimmt man ein drittes Paar c und c entsprechender Elemente hinzu, 
so treten in gleicher Weise zwei neue Relationen hinzu: 


Her BESBE be _Bb.Be 


sin (ac) By ’ iu) By 
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ac _sin (ac) Ba 
be sin (bo) Bb 


Daraus folgt: 


Wir ziehen noch ein viertes Paar entsprechender Elemente d und 
D in die Betrachtung und haben: 
ad sin (ad) Ba 
bd sin dd)‘ BP 
und durch abermalige Division: 


1) ac ab sin (ac) sin (ad), 
be’bd sin (be) ` sin (bd) 


Nun ist alles entfernt, was auf die perspective Lage Bezug hat. 
Der Ausdruck a $ AA welchen wir der Kürze wegen mit 
(abcd) 

bezeichnen wollen, heisst das Doppelverhältniss (oder das anharmonische 
Verhältniss) von vier Punkten, und um die Bildungsweise desselben 
leichter zu übersehen, nennen wir a und b ein Paar zugeordneter Punkte, 
c und d das andere Paar zugeordneter Punkte;‘dann sind zur Bildung 
des Doppelverhältnisses die einfachen Verhältnisse der Abstände jedes 
Punktes des einen Paares zugeordneter Punkte von den beiden Punkten 


des anderen Paares: m und durch einander zu theilen. Ebenso 


heisst der Ausdruck: 

sin (ac) ‚sin (ad) 

sin (be) ` sin bd) 
welchen wir mit (abcd) bezeichnen, das Doppelverhältniss von vier 
Strahlen des Strahlbüschels, und es werden dabei ebenfalls æ und b, 


c und d als zugeordnete aufgefasst. 

Die gefundene Beziehung 1) sagt also aus: 

Bei zwei projectiven Gebilden: einer Punktreihe und einem Strahl- 
büschel findet zwischen vier Elementen a, b, c,d des einen und den ent- 
sprechenden a,b, c, d des andern die Gleichheit der Doppelverhältnisse statt: 


(abcd) = (abed). 


Durch die obige Betrachtung ist zunächst nur die absolute Gleich- 
heit der beiden Doppelverhältnisse nachgewiesen. Aber die Gleichheit 
erstreckt sich auch auf die Vorzeichen. Es wurde oben angenommen, 
dass der Drehungssinn im Büschel dem Richtungssinn auf der Gerade 
entspricht, dann haben ac, be,... je dasselbe Vorzeichen wie (ac), 
(be),. . und also auch wie sin (ac), sin (be),... und beide Doppel- 
verhältnisse dasselbe Vorzeichen, und kehrt man etwa den Richtungs- 
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sinn von X um, so kehren at,... ihre Vorzeichen um, wodurch aber das- 
jenige von (abcd) nicht beeinflusst wird. Ferner, Winkel (ac) war 
oben der Winkel von a nach c, der über der Strecke ac steht, so dass 
diejenigen beiden „Halbstrahlen“ von a, ce als Schenkel genommen sind, 
welche die Punkte a, c enthalten. Ersetzt man beide Halbstrahlen 
durch die andern, so ändert sich an (ac) und sin (ac) nichts; wird 
nur der eine ersetzt, so geht der Winkel in das Supplement über und 
ändert zugleich sein Vorzeichen; folglich ändert sin (ac) nur sein Vor- 
zeichen. Da jeder Strahl aber bei zwei Winkeln im Doppelverhältnisse 
auftritt, z. B. c bei (ac), (be), so sieht man wiederum, dass diese Ver- 
änderung am Doppelverhältnisse nichts ändert. Wie also auch die 
Winkel (ac), (be)... bestimmt sein mögen, die Relation 1) ist immer, 
auch dem Vorzeichen nach, richtig. 

Bei der Bestimmung eines Winkels kommt es also auf die Wahl 
der Halbstrahlen als Schenkel an; sind daher a, b,c drei Strahlen eines 
Büschels, so wird nicht immer ab + be + ca = 0 sein, sondern diese 
Summe kann auch +z sein, wo mit x in üblicher Weise der flache 
Winkel bezeichnet ist. Also (ab) + (bc) + (ca) = ex, we=-—1, 0 
oder + 1 ist; und. demnach ist 


(ab) + (be) = (ac) + ex, (ab) = (ac) — (be) + cn = (cb) — (ca) + en. 

Handelt es sich aber um Winkel, die unter dem Zeichen einer trigono- 
metrischen Function stehen, so kann man ex weglassen; und in diesem 
Sinne gelten die Gleichungen: 

(ab, + (be) = (ac), (ab) = (ac) — (be) = (cb) — (ca). 

Als Anwendung möge die Ableitung folgender Formeln für 3 Strahlen 
eines Büschels dienen. 

cos (ab) = cos [(ac) + (cb)]| = cos (ac) cos (cb) — sin (ac) sin (cb); 

sin (ac) sin (cb) = cos (ac) cos (cb) — cos (ab). 
Erhebt man ins Quadrat, so ergiebt sich: 

{1 — cos? (ac)} {1 — cos? (be)}— cos? (ac) cos? (be) + cos? (ab) 

— 2 cos (ac) cos (be) cos (ab), 

da cos (be) = cos (cb); also: 

sin? (ab) = cos? (ac) + cos? (be) — 2 cos (ac) cos (be) cos (ab). 
Ist c€' rechtwinklig zu c, so ist (ac) = (ad) + 3 , also eos (ac) = F sin (ac), 
mithin: 

sin? (ab) = sin? (ac) + sin? (be’) — 2 sin (ac') sin (be) cos (ab). 
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$ 6. Verschiedene Werthe eines Doppelverhältnisses durch 

Vertauschung der Elemente. Doppelverhältniss- Beziehungen. 

Ehe wir aus dem in Nr. 6 gefundenen Resultat Folgerungen ziehen, 
wollen wir untersuchen, in welchem Zusammenhange die 24 Werthe des 
Doppelverhältnisses mit einander stehen, welche wir erhalten, wenn 
wir die Elemente desselben auf alle möglichen Arten unter einander 
vertauschen. Sei der Werth pii Doppelverhältnisses: 


R = (abcd) = k, 

so erkennen wir zunächst aus Re Bildungsweise desselben, dass 
1) (ab cd) = (bade) = (cd ab) = (dcha) 

2) (abcd). (abdc) =1. 


Endlich giebt die Relation III. in Nr. 5 zwischen irgend vier Punkten 
einer Gerade: 


ist; ferner 


ab.cdo +bc.ad +ca.bd = 0 


folgende Beziehung zwischen .Doppelverhältnissen: 
ac,ad , ab ad 
be ` bD + cb ` cD 
3) (abcd) + (acbd) =1, 


und hieraus lassen sich die Werthe des Doppelverhältnisses für alle 
24 möglichen Vertauschungen folgendermassen durch einen Werth % 
desselben ausdrücken: 


(abed) = (bade) = (dab) = (Oba) = k; 

(abdc) = (bacd) = (cdba) = (dcab) = 

(achd) = (bdac) = (cadb) = (dbca) =1— k, 

(acdb) = (bdca) = (ca bd) = (dbac) = E 

(adbc) = (bcad) = (chda) = (dach) = o =1— 2 


(adch) = (beda) = (chad) = Babe), ,- —- 


=; 
Man überzeuge sich, dass von diesen sechs Werthen vier positiv 
und zwei negativ sind, und dass: 


(abcd). (adbc) + (achd) = 0, (abcd). (acdb). (adb) = —1. 
Dieselben Beziehungen ergeben sich für die Doppelverhältnisse 


von vier Strahlen aus der in Nr. 6 nachgewiesenen Gleichheit der 
Doppelverhältnisse: 


—=| 
oder: 


(abcd) = (abcd). 
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Sind fünf Punkte auf einer Gerade gegeben, so lassen sich zwischen < 
denselben mehrere Doppelverhältnisse bilden, die in einfachem Zu- 
sammenhange mit einander stehen; da nämlich 


ac ad 
f (abee) 50:5. 
ist, so folgt: 
(abcd) ae,ad 
(abce) be’bd 


also haben wir die Relation: 
A) (abed).(abde). abec -1 
Schreiben wir sie in der Form: 
(abcd). (abde) = (abce), 
so zeigt sie sich als Specialfall der unmittelbar ersichtlichen Identität: 
(abe,). alei. (abei) = (abe, in). 
Aehnlich ist: (acde) == (abde).(bede); wir haben 
1 — (ache) = (abce), 1— (adbe) — (abbe); 
wir multiplieiren mit (acde) und (adce) und addiren, so ergiebt sich: 
1— (acde) . (ache) — (adbe).. (adce) = (a bce) (ache) + (abde). (adce) 
= (abee, . (abde) (bede) + (abde). (abce).. (bdce) 
= (abce) . (abde) [(bede) + (bdce)} = (abce). (abde). Also: 
B) (abce).. (abde) + (acde). (acbe) + (adbe). (adce) =1. 
Durch neue Zerlegung erhält man: 
(abce)?. (abdc) + (acde)?. (achd) + (adbe)?. (adch) = oder: 


C) \ (abee)? | (acde)? , (abbe)? 
(abcd) * (acdb) $ (abbe k 


Für sechs Punkte haben wir: 
(abcd) .(abde) X (abef) — (abef) 
D) (abed). (abef) = (abef). (abed). 
Aus der Relation A) ergiebt sich der Werth eines Doppelverhält- 
nisses, dessen vier Elemente gegeben sind durch die Werthe der vier 


Doppelverhältnisse, welche sie mit drei anderen (Fundamental-)Ele- 
menten bilden; wenn nämlich 


— (abed), 


oder: 


* A. F. Möbius (1790—1868), Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827. (Ge- 
sammelte Werke Bd. I.) $ 185. 
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(abcd N= k, (abed) =A 
ist, so wird nach der Relation A): 
(abd, d) = 
Ist (abcd,) = k,, so folgt (ad b,b). (ad, bd). (ad d,d) =1, d.h. 


a AR), 


(a d, d, d,) Tr r TE 7 
Ist endlich (abc) = k,, so haben wir (d,d,d,a). (D, d, ad,) . (D, D, d4 0,) 
Sedh. 
hik h 
k, u. 


EE bbdd) =l, 


ia hik 


(00d) = E 


§ 7. Veränderung des Werthes eines Doppelverhältnisses 
bei der Bewegung eines seiner Elemente. 


Für die Folge ist es nützlich zu wissen, wie sich der Werth 
eines Doppelverhältnisses verändert, wenn eines seiner Elemente alle 
möglichen Lagen annimmt, während die drei andern festgehalten 
werden. Nehmen wir das Doppelverhältniss von vier Punkten (abcd) 
und lassen den Punkt d sich bewegen, so bleibt von dem Doppel- 


verhältnisse i : 2 das erste Verhältniss unverändert, und es variirt 


nur das zweite. Untersuchen wir daher zunächst, wie sich das Ver- 


hältniss z verändert, während x alle möglichen Lagen auf der Gerade 


ab einnimmt. Es treten hierbei zwei wesentlich verschiedene Fälle 
ein: entweder liegt x auf der endlichen Strecke zwischen a und b, oder auf 
einer der beiden unendlichen Strecken ausserhalb ab; im ersten Falle 
haben die Strecken ar und by entgegengesetzten, im zweiten Falle 
gleichen Richtungssinn (Nr. 5); das Verhältniss = hat also im ersten 
Falle negatives, im zweiten positives Vorzeichen. Wenn y mit a zu- 
sammenfällt, so ist der Werth des Verhältnisses hr = (0; er wird 
= — 1, wenn y in die Mitte m zwischen a und b fällt, wächst (absolut 
genommen), während rg von m nach b geht, und wird, wenn x in b 
hineinfällt, unendlich gross (©); dabei liegen die absoluten Werthe des 


Verhältnisses = während x zwischen a und m liegt, zwischen O0 und 1; 
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während x zwischen m und b liegt, zwischen 1 und œ; das Verhältniss 
nimmt also alle negativen Werthe von O bis œ an; geht y weiter, über 
b hinaus, so wird i positiv und nimmt ab von dem Werth œ an, 
welchen es in p hatte; je weiter x gelangt, desto mehr nähert sich 
der Werth des Verhältnisses dem Werthe + 1, da se -— nii Pe} -- ni 
für den unendlich entfernten Punkt selbst wird daher das Verhältniss 


den Grenzwerth + 1 annehmen; gehen wir durch den unendlich ent- 
fernten Punkt auf die andere Seite der Gerade über (Nr. 3), so wird 


der Werth des Verhältnisses er < 1, weil jetzt b von x entfernter liegt 


als a, während es vorher umgekehrt war; nähert sich y mehr und 
a 
x 
Werthe 0, der dann eintritt, wenn x wieder mit a zusammenfällt. 
Für das ganze Gebiet ausserhalb der Strecke ab, welches durch den 
unendlich entfernten Punkt in zwei Abschnitte zerfällt, ist demnach 
der Werth des Verhältnisses positiv und zwar auf dem einen Ab- 
schnitte >1 (nimmt von œ bis 1 ab), auf dem andern Abschnitte 
<1 (nimmt von 1 bis O ab), für den unendlich entfernten Punkt 


selbst + 1. Im Ganzen nimmt also das Verhältniss f bei der Be- 


wegung von y alle positiven und alle negativen Werthe von + 0 bis 


mehr dem Punkte a, so nimmt der Werth +* immer mehr ab bis zum 


+ ©, und zwar jeden nur einmal an; denn aus = = en oder +g 
= 1+ = folgt br = by', was, da die Vorzeichen zu berücksichtigen sind, 
Identität von x’ und x bedeutet. Will man vom Vorzeichen absehen, 
und zwar nur den absoluten Werth des Verhältnisses auffassen, sò 
tritt ein solcher immer zweimal auf, einmal für eine bestimmte Lage 
zwischen a und b, das andere Mal ausserhalb ab; die Punkte gruppiren 
sich demgemäss paarweise, wie z.B. der Mittelpunkt m und der un- 
endlich entfernte Punkt dem Werthe 1 entspricht; durch das hinzu- 
gefügte Vorzeichen wird aber diese Zweideutigkeit aufgehoben. 
Hieraus ergiebt sich nun auch die Veränderung des Doppel- 
verhältnisses (abcd), wenn eines seiner Elemente sich bewegt. Sei 


d dies veränderliche Element, so wird in dem Doppelverhältnisse > : = 
= p ; 2 allein das Verhältniss $ sich ändern und alle positiven und 


negativen Werthe in stetiger Aufeinandetfolge durchlaufen; daher gilt 


das auch für sein Product in den constanten Werth = ; jeden Werth 
erreicht (abcd) einmal. 
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Wenn c ausserhalb ab sich befindet, und = positiv ist, so durch- 


läuft (abcd) die positiven Werthe von O bis œœ, während d ausserhalb 
von b über den unendlich fernen Punkt nach a sich bewegt, und 
die negativen von 0 bis œ, indem b innerhalb ab von a nach b 
geht. Das Umgekehrte findet statt, wenn c zwischen a und b liegt, 


also i et ist. In beiden Fällen nimmt (abc) die Werthe + œ, 


+0, +1, i an, wenn D in a, D, c, den unendlich fernen Punkt zu 


liegen kommt. 

Weil jeder Werth vom Doppelverhältniss nur einmal erreicht wird, 
so folgt, dass, wenn (aber) = (abcr), x und x identisch sind. 

Das Doppelverhältniss ist also positiv, wenn c, d gleichartig zu 
a, b liegen, d. h. beide zwischen a, b oder beide ausserhalb, gleichgiltig, 
ob in demselben der beiden äussern Theile oder in verschiedenen; es 
ist negativ, wenn ¢, D verschiedenartig zu a, b liegen, der eine zwischen 
a, b, der andere ausserhalb. Wie c, d zu a, b liegen, so auch a, b zu 
c, b Im ersten Falle schliesst das eine Paar das andere ein, oder sie 
schliessen sich aus, im andern Falle trennen sich die beiden Paare. 

Aus vier Punkten a, b, c, D einer Gerade kann man auf drei Weisen 
zwei Paare bilden: 

ab, cd; ac, bD; ad, bc. 

In zwei Fällen haben die Paare die erste, im dritten die zweite 

Lage; von den drei Doppelverhältnissen (abcd) = k, (acbd)=1-— k, 


(adbc) = 1— 7 sind zwei positiv und eins negativ. 


Die Möbius’sche Relation für fünf Punkte einer Gerade lehrt, dass 
die drei Doppelverhältnisse (abc), (abde), (abec) alle positiv sind, 
oder nur eins. Folglich hat das Paar ab zu allen drei Paaren cd, De, 
ec die erste Lage oder nur zu einem; dies ergiebt sich auch unmittel- 
bar aus der Anschauung. 

Ebenso ergiebt sich aus 


D) (abcd). (abef) = (abef). (abed) 
(abcd) . (abfe) = (abce) . (abfd), 


dass, wenn a,b zu ¢, D und e, f gleiche oder ungleiche Lage haben, 
sie auch zu ce und fd und ebenso zu cf, ed gleiche oder ungleiche 
Lage haben. 

Aus der Gleichheit der Dopyelrerkältuisss zwischen irgend vier 
Paaren entsprechender Elemente einer Punktreihe und eines mit ihr 
projeetiven Strahlbüschels können wir auf einen ganz gleichen Verlauf 


und: 
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des Werthes von (abed) schliessen, wenn von den vier Strahlen drei 
fest bleiben und der vierte d sich um den Grundpunkt drehend das 
ganze Strahlbüschel durchläuft. 


$ 8. Harmonische Elemente. 


Unter allen Werthen, welche ein Doppelverhältniss annehmen kann, 
giebt es einen, welcher seines häufigen Vorkommens wegen von be- 
sonderer Wichtigkeit ist; ehe wir daher in den allgemeinen Betrach- 
tungen fortfahren, wollen wir diesen besonderen Fall näher ins Auge 
fassen. Dieser wichtigste specielle Werth ist — 1, und wenn das 
Doppelverhältniss von vier Punkten 


(abcd) = — 1 


ist, so heissen diese vier harmonische Punkte, und zwar a und b zu- 
geordnete harmonische Punkte, ebenso ¢ und Ò zugeordnete; da das 
Doppelverhältniss von vier harmonischen Punkten negativ ist, so folgt 
(Nr.10), dass ein Paar zugeordneter Punkte durch das andere Paar ge- 
trennt wird. Zwischen ihren Abständen findet die Bedingung statt: 


ac , ad ca, cb 
i; T oder th 


oder die Verhältnisse en und haben gleichen, aber entgegengesetzten 


Werth. Aus den Beziehungen in Nr.8 ergiebt sich für k = — 1, dass 


(abcd) = (abdc) = (bade) = (bacd) 
= (cdab) = (cba) = (dcab) = (deba) = — 1. 


Man kann also sowohl ein Paar zugeordneter harmonischer Punkte 
unter sich, als auch mit dem andern Paar vertauschen, ohne die 
harmonische Eigenschaft aufzuheben. Ferner ergiebt sich aus Nr. 10, 
dass, wenn man irgend drei Punkte a, b, c auf einer Gerade willkürlich 
annimmt und zwei z.B. a und b als zugeordnet auffasst, nur ein ein- 
ziger bestimmter vierter dem c zugeordneter harmonischer Punkt b 
existirt, welcher, wenn c zwischen a,b liegt, ausserhalb ab liegen 
muss und umgekehrt; eine einfache Construction desselben allein 
mittels des Lineals ergiebt sich später (Nr. 16). Hier erwähnen wir 
nur noch einige metrische Beziehungen, welche aus dem besonderen 
Werthe — 1 des Doppelverhältnisses folgen. 
Wenn nämlich 
(abcd) = —1, 
so ist (Nr. 8) 


1 ad 1ab ac+ted lac-cb 
(adb)-4, 2 - VEDET 


2ch cd d 65; 
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daraus folgt: 
er} 


2 
1. Ben tag 


d. h. der reciproke Werth des Abstandes eines Punktes von dem zugeordneten 
harmonischen Punkte ist gleich dem arithmetischen Mittel aus den reciproken 
Werthen der Abstände des ersten von den beiden andern zugeordneten Punkten. 
Ferner führen wir die Mitte m zwischen zwei zugeordneten Punkten 
a,b ein, also 
1 
am = 5 ab = mb, 
dann wird 
ee E si 
wech: ch 
woraus folgt: 
ma be 
ad cd 
und durch Vertauschung von a und b: 


mb ac ma An EEE db, 


Bee ee ch 
aus diesen Beziehungen folgt: 
md bd me ch, 


aha. EB} oe 2 
hieraus ergiebt sich derselbe Werth für mc. md, wie aus den vorigen 
Formeln für (ma)’; demnach: 


II. (ma)?— (mb)’— me.md. 
Ferner hat man 
me 'ac\? be\?, 
IV. md (3) a; (5) ) 


denn aus den obigen Formeln folgt: 


ac. ch bd. aD 
a md — 8 
also 
Bi... er  fac\® Pe be, 
md ad (m; ab... 


Die obigen Beziehungen wollen wir lieber in der Form schreiben: 


Fe cd.cen, 
V; 


Da DO = DC. DM, 


aus ihnen folgt: 


VI ca. cb + ba. bb = (cb). 


Von besonderem Interesse ist die Beziehung III, für vier harmo- 
nische Punkte: das Quadrat des Abstandes der Mitte zwischen zwei zu- 


www.rcin.org.pl 


Harmonische Elemente. 15 


‚geordneten Punkten von einem derselben ist gleich dem Rechteck aus den 
Abständen derselben Mitte von den beiden andern zugeordneten Punkten. 

Halten wir bei vier harmonischen Punkten zwei zugeordnete 
Punkte a, b fest, so bewegen sich die andern zugeordneten Punkte 
c, D in der Weise, dass das Rechteck mc. md auch dem Vorzeichen nach 
constant bleibt. Bemerken wir insbesondere zwei specielle Fälle: 
1) wenn c in m liegt, so liegt d im Unendlichen, d. h. zwei beliebigen 
Punkten einer Gerade ‘sind die Mitte zwischen ihnen und der unendlich 
entfernte Punkt harmonisch zugeordnet; 2) wenn c in b oder in a hinein- 
fällt, so muss auch Ð hineinfallen, d.h. wenn von vier harmonischen 
Punkten ein Paar zugeordneter zusammenfallen, so. muss in diesem Punkte 
auch einer des andern Paares zugeordneter Punkte liegen, oder: vier 
harmonische Punkte können insbesondere so liegen, dass drei zusammen- 
fallen und einer abgesondert ist. Also fällt, wenn zwei nicht zugeordnete 
von vier harmonischen Punkten sich vereinigen, noch ein dritter mit 
ihnen zusammen. : 

Weil mc.mòD positiv ist, so liegen c und D auf derselben Seite 
von m; und da das Product constant ist, so nimmt der eine Factor 
ab, wenn der andere wächst; während also ¢ von m nach a fortschreitet, 
geht der vierte harmonische Punkt ò vom Unendlichen im entgegen- 
gesetzten Richtungssinne nach a und wenn c von m nach b fortrückt, 
bewegt sich D vom unendlich entfernten Punkt ebenfalls nach b hin 
[vergl. Nr. 10].* 

Es seien zwei Kreise (M), (M,) mit den Mittelpunkten M,M, 
gegeben, welche sich rechtwinklig (orthogonal) schneiden, d.h. so, dass 
die Tangenten in jedem der beiden Schnittpunkte $ auf einander senk- 
recht sind, so dass jeder der Radien nach 5 den andern Kreis tangirt. 
Ein Durchmesser ab des ersten schneide auch den zweiten in c,d. So 
ist, nach dem bekannten Kreissatze: Mt. Md = (MS)? = (Ma); also 
sind c,d zu a,b harmonisch. 

Zwei orthogonale Kreise werden von jedem Durchmesser des einen 
oder andern (der beide schneidet) in vier harmonischen Punkten geschnitten ; 
und umgekehrt, wenn ein Durchmesser des einen von zwei Kreisen beide 
harmonisch schneidet, so sind sie orthogonal. 

Denn aus: Me. Md = (Ma)? folgt: Mc. Md— (MS), also be- 
rührt der Radius MS in S den zweiten Kreis. Dass die beiden Kreise 
sich schneiden, folgt aus der Lage der vier Punkte a, b, c,d, infolge 


* Die Erweiterung dieser Betrachtung führt zu dem für geometrische Be- 
trachtungen nützlichen Princip der Transformation durch reciproke Radien. (Vergl. 
Geiser, Einleitung in die synthetische Geometrie S. 159.) 
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deren einer der Punkte c,d innerhalb, der andere ausserhalb des 
Kreises (M) sich befindet. 


Alle Kreise, welche den Kreis (M) rechtwinklig schneiden und 
durch den gegebenen Punkt ¢ gehen, gehen noch durch einen zweiten 
Punkt d, der zu c harmonisch ist in Bezug auf die beiden Schnitte 
von Mc mit (M); sie bilden ein Kreisbüschel und haben ihre Mittel- 
punkte auf der Gerade, die auf Mcd in der Mitte von cd senkrecht 
steht. Diese Mitte liegt, weil sie a und b auf derselben Seite hat, 
ausserhalb (M) und mit ihr, wie nothwendig, die Centrale des Kreis- 
büschels. 

Ebenso heissen vier Strahlen a,b,c,d eines Strahlbüschels, für 
welche 

(abed)—= — 1 
ist, vier harmonische Strahlen und zwar a,b zugeordnet und ebenso c, d; 
der Werth des Doppelverhältnisses zwischen den Sinus der Winkel 
liefert die Beziehung: 


SIn (4C Sın (aa 
1) sin Ir 55 sin a Se 

Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse (Nr. 6) folgt, dass, 
wenn man irgend vier harmonische Punkte mit einem Punkt durch 
Strahlen verbindet, diese vier harmonische Strahlen sind, und wenn man 
irgend vier harmonische Strahlen durch eine beliebige Gerade schneidet, 
die vier Schnittpunkte vier harmonische Punkte sind, zugleich auch zu- 
geordnete Strahlen zugeordnete Punkte enthalten. 

Hiernach ergiebt sich die relative Lage von vier harmonischen 
Strahlen aus der von vier harmonischen Punkten. Zwei zugeordnete 
Strahlen a,b theilen nämlich die ganze Ebene in vier Winkelräume, 
von denen zwei und zwei (Scheitelwinkelräume) gleich sind; von dem 
anderen Paar zugeordneter Strahlen füllt der Strahl c in das eine Paar 
Scheitelräume und der andere d in das andere Paar Neben -Scheitel- 
räume, oder kürzer: bei vier harmonischen Strahlen wird ein Paar 
zugeordneter Strahlen durch das andere Paar getrennt. Ferner giebt 
es zu drei beliebig gewählten Strahlen nur einen bestimmten vierten 
harmonischen, der, wenn zwei als zugeordnet festgesetzt sind, dem 
dritten zugeordnet ist. Den metrischen Relationen II., III, IV. ent- 
sprechen analoge für harmonische Strahlen. 

Da 

sin (da) sin (db) _ 


sin (ca) 5 sin (cb) 0 


ist und (Nr. 7) 
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(da) = (de) + (ca), (4) = (de) + (eb), 
so ergiebt sich durch Auflösung der Sinus der Summen: 
2) 2 cotg (cd) = cotg (ca) + cotg (cb). 
Führt man den Halbirungsstrahl m des Winkels (ab) ein, so dass 
(am) = (mb) = — (bm) = — (ma), 
so lässt sich die Relation 1) dann so schreiben: 


sin | (am) + (me)] sin [(am) + (md) ] ee; 
sin [(Bm) + (me)] ir sin [(bm)+(md)| 


und giebt entwickelt mit Berücksichtigung der vorigen Gleichheiten: 


tg (me)—tg (ma) , tg (md)—tg(ma) _ h. 
tg (me)+tg (ma) ' tg (md)+tg(ma) ? 


setzt man 


tg (me) _ tg(ma) , 
{g(ma) >? ig(md)  ” 
so hat man: ie 
Lara ger =: 
a u Ei also y = ò 
oder: 
tg (me) _tg (ma) 
tg t | 
demnach: EOT A 
3) tg? (ma) = tg? (mb) = tg (me) . tg (md). 
Ist m die Halbirungslinie des Nebenwinkels von (ab), also 
(mm) = + 5 , so ist tg (ma) = — cotg (m'a) u.s. w.; daher: 


cotg? (m'a) = cotg (m'e) cotg (md) und tg? (m'a) = tg (me) . tg (m d). 
Ferner hat man: 


sin 2 (me) _ E o) E oR 


sin 2 (md)  } sin (bd) sin (ad) 


Weitere Beziehungen zwischen vier harmonischen Strahlen sehe man 
unter „Aufgaben und Sätze“. 

Die Beziehung 3) zeigt, dass, wenn a und b und mit ihnen m 15 
festbleiben, ce und d sich so bewegen, dass das Product tg (me). tg (md) 
constant bleibt. 

Fällt c auf m, so muss tg (md) = œ werden, also d zu m senk- 
recht stehen, oder, was dasselbe sagt: d wird der Halbirungsstrahl des 
Nebenwinkels von (ab). Wir schliessen also: Wenn zwei Strahlen die 
Winkel zweier andern halbiren, so bilden sie mit ihnen vier harmonische 
Strahlen und sind einander zugeordnet; aber auch umgekehrt: Wenn 
von vier harmonischen Strahlen zwei zugeordnete zu einander rechtwinklig 
sind, so halbiren sie die Winkel der beiden andern zugeordneten Strahlen. 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 2 
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Sind nämlich c und d rechtwinklig, so ist cotg (ed) = 0, also 
PAE) cotg (be) = —.cotg (ac), 
mithin (bc) = — (ac) oder = x — (ac); d.h. c halbirt den Winkel (ab) 
oder den Nebenwinkel. 

Fällt zweitens bei der Bewegung von ¢ dieser Strahl auf « oder b, 
so muss auch d auf denselben fallen, also: Wenn von vier harmonischen 
Strahlen ein Paar zugeordneter zusammenfallen, so muss auch einer des 
andern Paares hineinfallen, oder: vier harmonische Strahlen können die 
besondere Lage haben, dass drei zusammenfallen und der vierte ab- 
gesondert liegt. 

Hinsichtlich der Bewegung sehen wir endlich, dass, während c 
das Gebiet zweier Scheitelräume von a, b durchstreift, der zugeordnete 
Strahl d das Gebiet der beiden andern Scheitelräume in entgegen- 
gesetztem Drehungssinne durchstreift. 


$ 9. Vorkommen harmonischer Elemente beim vollständigen Viereck 
und Vierseit. 

Harmonische Punkte und Strahlen bieten sich bei sehr vielen 
geometrischen Untersuchungen dar; des Folgenden wegen müssen wir 
auf ihr Vorkommen beim vollständigen Viereck und Vierseit aufmerk- 
sam machen. Sind nämlich c,d,c,,d, irgend vier Punkte der Ebene 


Fig.6, (Fig. 5) (ein vollständiges Viereck), so giebt es 
5 drei Paare Verbindungslinien je zweier derselben 
N (drei Gegenseitenpaare), nämlich: 
ni cd, cD, die sich in a treffen mögen, 
cu, dD,, „ ” ”„ B „ ” 
cd, cd, „ » 2 B, » ” 


Diese drei Schnittpunkte bilden das 
= Diagonaldreieck des vollständigen Vierecks, 
und die drei Seiten desselben heissen die drei 
Diagonalen des vollständigen Vierecks, die drei Ecken die Diagonal- 
punkte desselben. Ziehen wir BB,, welche cd und c,d, bezw. in b 
und b, treffe, so ist, weil die vier Strahlen Ba, Bb, Bc, Bò die 
Gerade c,d, in a,b,,c,,d, treffen, ihr Doppelverhältniss einmal gleich 
(abcd) und zweitens gleich (ab,c,d,) (Nr. 6), mithin 


(abcd) = (ab, c d). 


Die vier Strahlen B,a, B,b,, Bic, B,d, treffen aber die Gerade cd 
in den Punkten a, b, D, c und c,d, ina,b,,c,,d,, mithin ist 
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(ab,c,d,) = (a bdc); 
(abcd) = (abdc). 
Allgemein aber ist (Nr. 8, 2): 
(abcd). (abdc) =1, daher (abcd) = 1, 


(abcd) selbst also +1 oder — 1; den Werth +1 kann dies Doppel- 
verhältniss nach Nr. 10 nicht haben, weil derselbe nur dann auftritt, 
wenn zwei zugeordnete Punkte zusammenfallen, was hier offenbar nicht 
der Fall ist; mithin muss 


folglich auch 


(abcd) =— 1 


sein, d. h. (Nr. 11) die vier Punkte a,b,c,d sind harmonisch gelegen, 
ebenso a, b,,c,,d,; folglich sind auch die vier von B ausgehenden Strahlen 
harmonisch. Wir können daher folgenden Satz aussprechen: 

Beim vollständigen Viereck bilden in jedem der drei Diagonalpunkte 
die beiden Seiten und die beiden Diagonalen, welche durch denselben gehen, 
vier harmonische Strahlen, und zwar enthält jedes Paar zwei zugeordnete. 
Auf einer Diagonale sind die beiden Diagonalpunkte zu den Schnitten 
mit den beiden im gegenüberliegenden Diagonalpunkt sich schmeidenden 
Gegenseiten harmonisch zugeordnet. 

Aber auch, dass a,b,c,d selber harmonisch sind, ist hervor- 
zuheben: 

Auf jeder Seite des vollständigen Vierecks sind die beiden Ecken dem 
auf ihr befindlichen Diagonalpunkte und dem Schnitte mit der diesem gegen- 
überliegenden Diagonale harmonisch zugeordnet. 

Dieselbe Figur lässt sich auch anders auffassen: Die vier Ver- 
bindungslinien cd, ¢ b, cc, DD, sind vier beliebige Geraden in der 
Ebene und bilden ein vollständiges Vierseit; sie schneiden sich in 
drei Punktepaaren, den sechs Ecken des vollständigen Vierseits oder 
den drei Paar Gegenecken, nämlich B und a, c und d,, d und c,; die 
drei Verbindungslinien dieser drei Paare Gegenecken heissen Diagonalen 
des vollständigen Vierseits, ihre Schnittpunkte Diagonalpunkte. Die vier 
z.B. auf cd, gelegenen Punkte sind Schnitte mit den harmonischen 
Strahlen aus B, also selbst harmonisch. Hiernach ergiebt sich der Satz: 

Beim vollständigen Vierseit bilden auf jeder der drei Diagonalen 
die beiden Ecken des Vierseits und die Schnittpunkte der beiden andern 
Diagonalen vier harmonische Punkte, und zwar besteht jedes Paar aus 
zwei zugeordneten. 

Und: An jedem Diagonalpunkte des Vierseits sind die beiden Diagonalen 
den Geraden, welche nach den auf der dritten Diagonale gelegenen Gegen- 
ecken gehen, harmonisch zugeordnet. 

gi 
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An jeder Ecke sind die beiden Seiten des Vierseits der die Ecke 
enthaltenden Diagonale und dem Strahle nach dem ihr gegenüberliegenden 
Diagonalpunkte harmonisch zugeordnet. 

Es folgt hieraus eine nur mit Hülfe des Lineals zu vollziehende 
Construction sowohl des vierten harmonischen Punktes, als auch Strahles 
zu drei gegebenen, wenn zwei als zugeordnete angenommen sind: 

1. Sind auf einer Gerade drei Punkte a,b,c gegeben, und soll 
der vierte harmonische dem c zugeordnete Punkt d gefunden werden 
in Bezug auf a und b, so lege man durch c einen beliebigen Strahl 
und nehme zwei beliebige Punkte æ und y auf demselben, ziehe za, 
xb, ya, yb und bestimme die Schnittpunkte: 


(xa, yb) und (xb, ya), 
deren Verbindungslinie die Gerade in dem gesuchten Punkte d trifft. 


2. Sind drei durch einen Punkt O gehende Strahlen «a, b, c gegeben, 
und man soll den vierten harmonischen dem ce zugeordneten Strahl d 
finden, während ab das andere Paar zugeordneter Strahlen ist, so 
ziehe man durch einen beliebigen Punkt von c irgend zwei Geraden, 
welche a und b resp. in a,b und a,, b, treffen; dann giebt der Schnitt- 
punkt (ab,, ba,) mit O verbunden den gesuchten vierten harmonischen 
Strahl d. 


$10. Allgemeine Folgerungen aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse. 
Construction entsprechender Elemente zweier projeetiver Gebilde. 


Die in Nr. 6 bewiesene Gleichheit der Doppelverhältnisse von 
irgend vier Punkten einer Gerade und vier Strahlen eines Strahl- 
büschels, welche durch jene gehen: 


(abcd) = (abed) 


liefert zuvörderst zwei allgemeine Sätze, deren specielle Fälle für har- 
monische Punkte und Strahlen wir bereits angewendet haben, nämlich: 

1. Zieht man durch ein beliebiges Strahlbüschel von vier Strahlen 
a,b,c,d irgend welche Geraden (Transversalen), die jene resp. in den 
Punkten a, b, c, Ò treffen, so ist der Werth des Doppelverhältnisses (ab cd) 
immer derselbe, nämlich gleich dem Doppelverhältnisse der vier Strahlen 
(abed). 

2. Verbindet man irgend vier Punkte a, b, c, D einer Gerade mit be- 
liebigen Punkten der Ebene durch je vier Strahlen a,b,c,d, so ist der 
Werth des Doppelverhältnisses (abed) immer derselbe, nämlich gleich dem 
Doppelverhältniss der vier Punkte (abcd). ` 
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Da ferner diese Gleichheit der Doppelverhältnisse zwischen ent- 
sprechenden Elementen der beiden in perspectiver Lage befindlichen 
Gebilde ganz unabhängig ist von der perspectiven Lage, indem sie 
nur die Abstände der Punkte von einander und die Winkel zwischen 
den entsprechenden Strahlen enthält, so bleibt sie Fig. 6. 
auch bestehen, wenn die perspective Lage auf- ` 
gehoben wird, und enthält das allgemeine Gesetz 
für die projective Beziehung (Nr. 2) eines Strahl- 
büschels und einer Punktreihe auf einander. Wenn 
wir also die Strahlen eines Strahlbüschels und / 
die Punkte einer Punktreihe projeetiv auf einander 
beziehen wollen, so dürfen wir drei Paare vn a « $ 
Elementen a,a; b,b; e,c willkürlich als entsprechende annehmen (Fig. 6), 
weil erst zwischen vier Paaren die Bedingung obwaltet: 


(abed) = (abed). 


Durch jene drei Paare ist aber die Beziehung vollständig und eindeutig 
bestimmt; denn nehmen wir jetzt einen beliebigen vierten Strahl d 
des Strahlbüschels, so ist der Werth von (abcd) gegeben, und da 
(abcd) denselben gegebenen Werth hat, so giebt es nur einen be- 
stimmten Punkt d (Nr. 10), welcher diesen Werth liefert, wofern man 
auch das Vorzeichen des Werthes von (abc) berücksichtigt. Dem- 
nach gehört zu jedem Strahle d nur ein einziger entsprechender 
Punkt d und auch umgekehrt; lassen wir den Strahl d das ganze Strahl- 
büschel durchstreifen, so wird der entsprechende Punkt die ganze 
Punktreihe durchlaufen. Wir können also den allgemeinen Satz aus- 
sprechen: 

Sämmtliche Paare entsprechender Elemente zweier projectiver Gebilde 
(eines Strahlbüschels und einer Punktreihe) sind vollständig bestimmt 
durch drei Paare entsprechender Elemente, welche willkürlich angenommen 
werden können; zu jedem vierten Element des einen Gebildes kann das 
entsprechende Element des andern aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse 


(abex) = (aber) 
unzweideutig ermittelt werden. 

Wir werden bald Constructionen ermitteln, um entsprechende 
Elemente bei allgemeiner Lage der Gebilde allein mittels des Lineals 
zu erhalten. (Siehe Nr. 19.) 

Die beiden im Anfange dieses Paragraphen ausgesprochenen Sätze 
lassen sich in dem Sinne erweitern, dass man an Stelle von vier Strahlen 
und vier Punkten das ganze Strahlbüschel und die ganze Punktreihe 
treten lässt und an Stelle der Gleichheit der Doppelverhältnisse die 
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durch dieselbe gegebene projective Beziehung entsprechender Elemente 
zweier Gebilde. 

Wir sagen, zwei Punktreihen abed...r...und a b&b... t. 
befinden sich in perspectiver Lage, wenn sie sich in demselben Strahl- 
büschel B befinden, d.h. die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte aa,, bb,,... xx, sämmt- 
lich durch einen Punkt B laufen (Fig. 7); der 
Punkt B heisst Perspectivitätscentrum, die- 
jenigen Punkte, welche auf demselben Strahle 
durch B liegen, entsprechende Punkte. Diese 
Beziehung entsprechender Punkte der beiden 
Punktreihen ist demselben Gesetze unterworfen, 
wie die früher betrachtete Beziehung zwischen 
Strahlbüschel und Punktreihe, derart, dass 
für irgend vier Paare entsprechender Elemente die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse stattfindet: 
nach Nr. 17,1. (aber) = (abıctı) 

Diese Beziehung bleibt also bestehen, auch wenn die perspective 
Lage aufgehoben wird, und heisst für die allgemeine Lage der beiden 
Punktreihen die projective Beziehung derselben, oder die Gebilde selbst 
heissen projectiv. Der vorhin für Strahlbüschel und Punktreihe aus- 
gesprochene allgemeine Satz gilt jetzt in ganz gleicher Weise für zwei 
projective Punktreihen. Anderseits sagen wir, zwei Strahlbüschel 
abed...x:.. und A bicai Xi s befinden sich in perspectiver 
Lage, wenn ihre Strahlen durch die Punkte derselben Punktreihe gehen 
oder die Schnittpunkte entsprechender Strahlen (aa,), (bb,), (ec)... (£2) 
auf derselben Gerade A liegen (Fig. 8); 
diese Gerade heisst alsdann der perspective 
Durchschnitt der beiden Strahlbüschel, und 
immer zwei solche Strahlen heissen ent- 
sprechende, welche durch denselben Punkt 
des perspeetiven Durchschnitts gehen. Diese 
Beziehung entsprechender Strahlen der 
beiden Strahlbüschel auf einander ist dem- 
selben Gesetze unterworfen, wie die früher 
untersuchte Beziehung zwischen Strahlbüschel und Punktreihe, derart, 
dass für irgend vier Paare entsprechender Elemente die Gleichheit der 
Doppelverhältnisse: 


Fig. 7. 


Fig. 8. 


(abea) = (a,b, 6%) 


stattfindet (nach Nr. 17,2); sie bleibt also bestehen, auch wenn die 
perspective Lage aufgehoben wird, und heisst ebenfalls für die all- 
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gemeine Lage zweier Strahlbüschel projective Beziehung derselben, oder 
die Gebilde selbst heissen projeetiv. Der vorhin für Strahlbüschel und 
Punktreihe ausgesprochene allgemeine Satz gilt jetzt in ganz gleicher 
Weise für zwei projeetive Strahlbüschel. 

Wir haben hierdurch eine eindeutige gegenseitige Abhängigkeit 
der Elemente zweier Gebilde, mögen diese 1) Strahlbüschel und Punkt- 
reihe oder 2) zwei Punktreihen oder 3) zwei Strahlbüschel sein, aus 
der perspectiven Lage derselben abgeleitet und durch die Gleichheit 
der Doppelverhältnisse zwischen irgend vier entsprechenden Elementen- 
paaren, unabhängig von der perspectiven Lage, ausgedrückt, so dass 
wir auch umgekehrt schliessen können: 

Wenn die Elemente zweier Gebilde in der Weise einander entsprechen, 
dass zwischen irgend vieren des einen Gebildes und den entsprechenden 
des andern die Gleichheit der Doppelverhältnisse stattfindet, dann sind 
die beiden Gebilde projectiv. 

Hieraus folgt ein allgemeiner sehr häufig zur Anwendung kom- 
mender Satz: 

Wenn eine beliebige Anzahl von Gebilden (Punktreihen oder Strahl- 
büschel) in der Verbindung mit einander steht, dass das erste mit dem 
zweiten, das zweite mit dem dritten, das dritte mit dem vierten u. s.f., 
das vorletzte mit dem letzten projectiv ist, so ist auch das letzte mit dem 
ersten projectiv. 

Wir können hiervon eine nützliche Anwendung machen zur Con- 19 
struction entsprechender Elemente bei zwei projectiven Gebilden, deren 
Beziehung durch drei willkürlich gewählte Elementenpaare bestimmt 
wird: 

a) Erste Construction. Sind auf zwei Geraden A, U, je drei Punkte 
a,b,c; a,,b,,c, willkürlich gegeben und sollen diese entsprechende 
Punkte zweier projectiven Punktreihen A, A, sein, so ist durch sie 
die ganze projective Beziehung vollständig Fig. 9. 
bestimmt, und es können beliebig viele andere 
Paare entsprechender Punkte allein mittels 
des Lineals in folgender Weise construirt 
werden: Man ziehe aa, und nehme in diesem 
Strahl zwei beliebige Punkte B und B, an 
(Fig. 9), dann treffen sich Bb und B,b, in 
ß, ferner Bc und B,c, in y; man ziehe ßy 
und verbinde irgend einen Punkt & dieser 
Linie einmal mit B und das andere Mal mit B,; wo diese Strahlen 
A und A, treffen, hat man allemal zwei entsprechende Punkte x und x, 
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der beiden Punktreihen; bewegt man & auf der Gerade fy, so erhält 
man dadurch sämmtliche Paare entsprechender Punkte. Die Richtig- 
keit dieser Construction ist mit Hülfe des vorigen Satzes evident, denn 
bezeichnen wir noch den Schnittpunkt von fy mit aa, durch «, so ist 
die Punktreihe aber projectiv mit der Punktreihe «ßy&, weil beide 
perspectiv liegen (im Strahlbüschel B), ferner «ßy& projeetiv mit 
a,b,c,x,, weil beide perspectiv liegen (im Strahlbüschel D,), folglich 
auch abcr projeetiv mit a,b,c,x,, was zu beweisen war. 

Zweite Construction. (Fig. 10.) Man nehme in dem Strahle aa, 
einen beliebigen Punkt B an und ziehe durch a, eine beliebige Gerade, 
welche von Bb und Bc resp. in ß und y ge- 
troffen wird; dann mögen sich ßb, und yc, 
in B, treffen; verbindet man irgend einen 
Punkt x der. ersten Punktreihe mit B und 
trifft Br in é die Gerade ßy, so wird D,E 
die zweite Punktreihe in dem gesuchten ent- 
sprechenden Punkte r, treffen. 

Dritte Construction. Man nehme zwei 
willkürliche Punkte B und B, an und be- 
stimme den Schnittpunkt (Ba, B,a,)= «, ziehe 
durch « zwei beliebige Geraden & und %,, bestimme die Schnittpunkte: 


(Bb, £$) =$, (Bc, £) =y, (B,b,, 2) = bn Bi, 2) = 7, 
endlich den Schnittpunkt (ßß,, y7,) = 0; dann wird irgend ein Strahl 
durch O die Geraden £ und Q, in é und é, treffen; BE und B,&, 


schneiden aber auf den gegebenen Trägern allemal zwei entsprechende 
Punkte x und r, aus. 


b) Sind durch die Grundpunkte B und B, je drei Strahlen «a,b,c; 
a,,b,,c, willkürlich gezogen, und sollen dieselben entsprechende Strahlen 
zweier projectiver Strahlbüschel B und B, sein, so können beliebig 
viele andere Paare entsprechender Strahlen allein mittels des Lineals 
in folgender Weise construirt werden. Durch den Schnittpunkt aa, 
ziehe man zwei beliebige Geraden A und X, und bestimme die Schnitt- 
punkte Ab =b; Kc=ı, -Ab = b Miei = c, (bb, c4) = 0. Jeder 
durch O gehende Strahl trifft A und W, in zwei solchen Punkten y 
und gı, dass dieselben mit B und B, verbunden zwei entsprechende 
Strahlen æ, æ, der beiden Strahlbüschel liefern, und wir erhalten durch 
die Drehung der Gerade um OÖ die sämmtlichen Paare entsprechender 
‘ Strahlen. Der Nachweis der Richtigkeit dieser Construction sowie die 
Uebertragung der anderen im vorigen Falle a) angegebenen Con- 
struetionen wird für den Leser ohne Schwierigkeit sein. 


Fig. 10. 


Bı 


www.rcin.org.pl 


Bedingung für die perspective Lage. Perspective Dreiecke. 95 


c) Sind drei Strahlen a,b,c eines Strahlbüschels B und drei 
Punkte a,,b,,c, einer Gerade X, willkürlich gegeben und sollen diese 
entsprechende Elemente zweier projectiven Gebilde B, W, sein, so 
können andere Paare entsprechender Elemente allein mittels des Lineals 
in doppelter Weise construirt werden. Entweder schneide man das 
Strahlbüschel B durch eine beliebige Transversale, wodurch man drei 
Schnittpunkte a, b,c auf derselben erhält, suche nach a) zu abc und 
a,b,c, Elementenpaare yy, und ziehe Br, dann ist dieses der jedesmal 
entsprechende Strahl zu x,; oder man verbinde einen beliebigen Punkt 
B, mit a,,b,,c, durch drei Strahlen a, bi, &, suche nach b) zu a,b,c 
und a,,b,,c, Paare entsprechender Strahlen x, æ; der Schnittpunkt 
von x, mit X, liefert denjenigen Punkt r,, welcher dem Strahle x ent- 
sprechend ist. 


$ 11. Bedingung für die perspective Lage zweier projeetiver Gebilde. 
Perspective Dreiecke. 

Zwei projeetive Gebilde: ein Strahlbüschel und eine Punktreihe 
befinden sich dann in perspectiver Lage, wenn jeder Strahl des Strahl- 
büschels durch den ihm entsprechenden Punkt der Punktreihe geht 
(Nr. 2) oder jeder Punkt der Punktreihe auf dem ihm entsprechenden 
Strahl des Strahlbüschels liegt. Dies ist der Fall für jedes Elementen- 
paar, sobald es nur für irgend drei Paare entsprechender Elemente 
stattfindet, weil durch diese drei Paare die ganze projective Beziehung 
bestimmt wird. Hat man daher ein Strahlbüschel und eine mit ihm 
projective Punktreihe in irgend welcher Lage, so kann es höchstens 
zweimal vorkommen, dass ein Strahl durch den ihm entsprechenden Punkt 
geht; denn käme es dreimal vor, so müssten simmtliche Strahlen durch die 
ihnen entsprechenden Punkte gehen und die beiden Gebilde lägen perspectiv, 

In der That, die Strahlen a,b,c, mögen den Punkten a, b,c, g 
entsprechen und a,b,c durch a,b,c gehen. Es gehe x durch r', so 
ist wegen der projectiven Beziehung (abex) = (abcr), wegen der 
perspectiven Lage (abex) = (abcr); also (aber) = (abcr); d. h. y' 
identisch mit y. (Nr. 10.) 

Zwei projective Punktreihen befinden sich in perspeetiver Lage, 
wenn die Verbindungsstrahlen sämmtlicher Paare entsprechender Punkte 
durch einen und denselben Punkt gehen (Nr. 18); dies wird auch hier 
für sämmtliche Paare der Fall sein, sobald es für irgend drei Paare 
stattfindet; denn wenn aa,,bb,,cce, durch B gehen, Br die X in y', 
trifft, so ergiebt sich wiederum 

(ab cg) = (aber) = (a b, cg), 
also ist x’, mit x identisch. 
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Derjenige Strahl aus B, welcher bei der perspectiven Lage der 
beiden Punktreihen nach dem Schnittpunkte ihrer Träger hingeht, 
trifft sie in zwei im Schnittpunkte vereinigten Punkten, welche ent- 
sprechende Punkte sind. Umgekehrt: wenn im Schnittpunkte der 
Träger beider Punktreihen zwei entsprechende Punkte vereinigt sind, 
so wird der sie verbindende Strahl seiner Richtung nach unbestimmt 
oder kann jede Gerade sein, die durch diesen Schnittpunkt geht; suchen 
wir daher den Schnittpunkt zweier beliebiger anderer Verbindungslinien 
entsprechender Punkte auf und verbinden ihn mit dem Schnittpunkte 
der Träger, so können wir sagen, dass durch ihn drei Verbindungs- 
strahlen entsprechender Punkte gehen, dass also die beiden Punktreihen 
perspectiv liegen; wir können daher für die perspective Lage zweier 
Punktreihen folgende einfachere Bedingung setzen: 

I. Wenn zwei projective Pumktreihen so liegen, dass in dem Schnitt- 
punkte ihrer Träger zwei entsprechende Punkte vereinigt sind, so befinden 
sie sich in perspectiver Lage, d. h. die Verbindungslinien sämmtlicher 
Paare entsprechender Punkte laufen durch einen Punkt. 


In gleicher Weise verhält es sich mit der perspectiven Lage zweier 
projeetiver Strahlbüschel; dieselbe findet dann statt, wenn die Schnitt- 
punkte sämmtlicher Paare entsprechender Strahlen auf derselben Gerade 
liegen, und dies ist der Fall, sobald drei von diesen Schnittpunkten 
in einer Gerade liegen. Diese Bedingung wird aber dadurch erfüllt, 
dass auf der Verbindungslinie der Grundpunkte zwei entsprechende 
Strahlen zusammenfallen, weil deren Schnittpunkt jeder beliebige ihrer 
Punkte sein kann; die Verbindungslinie der Schnittpunkte zweier be- 
liebiger anderer Strahlenpaare enthält dann also drei solcher Punkte 
und die Gebilde liegen somit perspectiv; also: 

II. Wenn zwei projective Strahlbüschel so liegen, dass in der Ver- 
bindungslinie ihrer Grundpumkte zwei entsprechende Strahlen vereinigt 
sind, so befinden sie sich in perspectiver Lage, d. h. die Schnmittpunkte 
sämmtlicher Paare entsprechender Strahlen liegen auf einer Gerade. 


Diese beiden Sätze werden in der Folge häufige Anwendung 
finden; wir wollen sofort einen Satz aus ihnen ableiten. 

Werden zwei Geraden, die sich in y treffen, von drei durch einen 
Punkt B gehenden Strahlen in den Punkten a, b, c und a,, bi, t, ge- 
troffen (Fig. 11), und nehmen wir auf cc, zwei beliebige Punkte c, c, 
an, so werden, weil die Punkte yabt und ya,b,c, perspectiv liegen, 
wenn wir c mit den ersteren und c, mit den letzteren verbinden, um 
c und c zwei projective Strahlbüschel von je vier Strahlen entstehen; 
diese haben aber, weil cc und cc, in cc, vereinigt sind, nothwendig 
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perspective Lage (II), mithin liegen die drei Schnittpunkte «= (be, b,6,), 
p = (ca,c,a,) und y=(ab,a,b,) in einer Gerade; also: 

Wenn zwei Dreiecke abe und a,b, ec, 
so liegen, dass die Verbindungslinien ihrer 
Ecken aa,, bb, cc, durch einen Punkt 
laufen, dann liegen die Schnittpunkte ihrer 
correspondirenden Seiten: 


(be, bici), (ca, ca), (ab, a,b,) 
auf einer Gerade. 

Ihm steht ein anderer gegenüber, 
der in der entsprechenden Weise ab- 
zuleiten und zugleich die Umkehrung 
des ersteren ist: 

Wenn zwei Dreiecke abe und a,b,c, so liegen, dass die drei Schnitt- 
punkte ihrer Seiten (be, b,c,), (ca, ca) und (ab, a,b) auf einer Ge- 
rade sich befinden, so laufen die Verbindungslinien ihrer correspondirenden 
Ecken aa,, bb,, ce, durch einen Punkt. 

Zwei solche Dreiecke heissen perspectiv gelegen. 

Wir haben drei perspective Punktreihen Baa, ..., Pbb,...., Bee, ..., 
deren Träger in B zusammenlaufen; œ, ß, y sind die Perspectivitäts- 
centren. Diese liegen also in gerader Linie. 

Denkt man sich noch ein drittes Dreieck a,b,c, so gelegen, dass 22 
A, y, A; bD, bi, Da3 C, C, C, in je einer durch den Punkt O gehenden Gerade 
liegen, so kommt der vorige Satz dreimal zur Anwendung und die 
Schnittpunkte correspondirender Seitenpaare liegen dreimal zu je dreien 
auf einer Gerade; diese drei Geraden laufen wieder durch einen Punkt. 
Bezeichnen wir nämlich diese Schnittpunkte in mehr symmetrischer Weise: 

ba, ba) =a, (bo, be) =a, (be, biG) = “a, 
(a, Caa) =p, (a, ca) =f, (ca, a) = fz, 
(abi, a,b) =y, (@b, ab)=y,, (ab, ab) = 72, 
so liegen nach dem vorigen Satze sowohl «, ß, y als auch «,, Êi; 9ı 
und œs, ß,, Ya in je einer Gerade; fassen wir nun die beiden Dreiecke 
«d,c, und p, b auf, so ergiebt sich aus dem Schema, dass 
œ œ, identisch ist mit b,c,, ß ß, identisch mit c,a,, 
a Ca 2 ” ” b c I fi ß, ” ” ca ? 
0,0 ” ” „ b, ĉi; bab ” ? ĉi ti; 


folglich ist der Schnittpunkt: 


Fig. 11. 


* Die hieran sich knüpfende Frage, ob zwei Dreiecke gleichzeitig auf mehr 
als eine Art perspectiv liegen können, ist von Rosanes und Schröter in den Math. 
Annalen Bd. 2 8.549 u. 553 beantwortet worden. 
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(&,&, ß,ß,) identisch mit ec, 


(aa ’ Bab ) „ ” Ĉi; 
(« œ, B Bi) » » @- 


Da nun ec, c,, & in einer Gerade liegen, so müssen nach dem 
vorigen Satze «ß, œ, bi, &ß,, sich in einem Punkte treffen. Wir haben 
daher folgenden Satz: 

Wenn auf drei durch einen Punkt O gehenden Strahlen die Ecken 
von drei Dreiecken abe, a,b,c,, a,b,c, so gelegen sich vorfinden, dass 
a, @, Ay; b, Di, by; €, G, €, in je einem Strahle liegen, dann werden 
von den Schnittpunkten correspondirender Seiten: 

(ba, bze) =a, (bo, be) =a, (be, bici) = œ, 

(Cai, Com) = P, (C0, ca) = B, (ca, ca,)= Be, 

(abi, aba) =y, (a,b, ab) = yı, (ab, abi) = 7 
die Punkte: «ßy, «Biyi; «bzy in je einer Gerade liegen und diese 
drei Geraden durch einen Punkt Q laufen. 

Diese Figurë liefert ein eigenthümliches Arrangement von 15 
Geraden und 20 Punkten in der Art, dass immer 4 von den 20 Punkten 
auf einer der 15 Geraden liegen und immer drei von den 15 Geraden 
durch einen der 20 Punkte laufen. Die 20 Punkte entprechen sich 
ferner paarweise in der Art, dass, wenn man von irgend einem aus- 
geht, die drei durch ihn gehenden Geraden und die auf letzteren 
gelegenen Ecken dreier Dreiecke, deren Seiten zu den 15 Geraden 
gehören, aufsucht, die angegebene Construction zu einem bestimmten 
anderen Punkte des Systems führt, ebenso wie man von O zu Q ge- 
langt. Man nennt sie eine Configuration (20,, 15,). 

Geht man z.B. von a als Perspectivitätscentrum aus, so haben 
wir die perspectiven Dreiecke: 


Obce, ayYaßz,, 42V: Pı 
mit den Perspectivitätsaxen 
biac, beic, y QB, 
welche in den Punkt œ zusammenlaufen. 
Wir können die Figur aber noch auf eine andere Weise betrachten: 
Jede von den 15 Geraden, z. B. Oaa,a,, ist Perspectivitätsaxe für zwei 
perspective vollständige Vierseite: 


bb,b,, byı Ya, bi YoY, ba Yy; 
06,63, Buße, bab, ÊB 


* Auf sie hat zuerst Hesse [1811—1874] (im Journal für reine und an- 
gewandte Mathematik Bd. 41 Seite 270) aufmerksam gemacht und gezeigt, dass 
sie bei der Steiner’schen Erweiterung des Pascal’schen Satzes auftritt (Nr. 92, 93). 
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Die Verbindungslinien entsprechender Ecken be, bic, b36,, PB, 
Yıßı, Yaßz sind die Seiten eines vollständigen Vierecks «a, a, Q. 


Von zwei perspectiven Dreiecken abc, a,b,c, mit den Perspectivitäts- 
centrum s, ausgehend, können wir zu einer andern Figur gelangen, 
welche aus 15 Punkten und 20 Geraden besteht, derartig, dass durch 
jeden der 15 Punkte vier Geraden gehen und auf jeder der 20 Geraden 
drei Punkte liegen. Es sei (be, bie) =w, (ca, c,a,) = Ba, (ab, a,b,) 
= yə} Ersichtlich sind auch a,be und ab,c,, abc und a,be,, abc, und 
a,b,c perspeetiv mit demselben Centrum s,; also befinden sich je in 
einer Gerade die Punkte: 


(a,b, ab,), (be, b,c,), (ca,, ca); 
(bic, bc), (ac, ac), (ab,, a,b); 
(ca, ac), (ab,a,b,), (be, bie). 


Es sei (bor, Hie) = aj; (ca, ca) =b,, (ab,, a,b) =c,; so liegen 
C, ba mit (be, bic) in gerader Linie; oder: 


b,c,, be, b,c, und ebenso c,a,, ca, c,a, und a,b,, ab, a,b, 


gehen je durch einen Punkt. Diese drei Punkte liegen in einer Ge- 
rade, denn sie sind die œz, Bọ, yọ Weil be, b,c,, b,c, in einen Punkt 
zusammenlaufen, so sind be,b, und cb,e, Skeri: also a, = (be, cb,), 
a = (Ciba, b,c,), (bb,, ec,) in gerader Linie gelegen, d. h. 


aa,, bb,, ec, laufen in einen Punkt s, 
und ebenso 
a, æ, b,b,, CCa in einen Punkt s 


zusammen. Es sind aber auch bb,b, und cc,c, perspectiv; für sie sind 
die drei Punkte s, s,, s, Schnitte entsprechender Seiten, also in einer 
Gerade gelegen. 

Jetzt haben wir die Figur: Die 15 Punkte sind a, b, c; a, bi, 6; 
Ay, Da, C23 Qa, Bos Pa; S, Si; S2; die 20 Geraden sind die Seiten von abe, 
ADCs Agbye,, aa,a,, bb,b,, ec,c, und die beiden Geraden azb Ya, SS1S2 

Jeder von den 15 Punkten ist Perspeectivitätscentrum für zwei 
vollständige Vierecke. Die Schnittpunkte entsprechender Seiten sind 
die Ecken eines vollständigen Vierseits. 


Die jetzige Figur ist eine Configuration (15,, 20,).* 


* Zu einer solchen Configuration gelangt man auch, wenn man die 15 Ver- 
bindungslinien und 20 Verbindungsebenen von sechs Punkten im Raume mit einer 
Ebene schneidet. 
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$ 12. Besondere Elemente bei zwei projeetiven Punktreihen. 
Zwei Systeme entsprechender gleicher Strecken. 


Unter allen Paaren entsprechender Punkte bei zwei projectiven 
Punktreihen giebt es einige von besonderer Eigenthümlichkeit. 

Bei jeder Gerade ist der unendlich entfernte Punkt von besonderem 
Interesse. Nennen wir bei zwei projecetiven Punktreihen A, X, den 
unendlich entfernten Punkt der einen q°, den der anderen rf, so 
werden die ihnen entsprechenden Punkte q, und r im allgemeinen im 

Endlichen liegen. Denken wir 

Fig. 12. < uns die beiden Punktreihen 
Pl in perspective Lage gebracht, 
- wodurch die unendlich ent- 
fernten Punkte sich nicht 
ändern, und sei B das Perspec- 
tivitätscentrum (Fig. 12), so 
treffen die durch B zu den * 
w Trägern der beiden Punkt- 

reihen gezogenen Parallelen 
jene in den beiden Punkten r und q,. Diese ausgezeichneten Punkte 
heissen die Fluchtpunkte der projectiven Punktreihen; sie bleiben un- 
verändert, wenn die perspective Lage aufgehoben wird, weil die unend- 
lich entfernten Punkte q” und rf selbst sich nicht ändern. 

Nehmen wir irgend zwei Paare entsprechender Punkte yy, und yY, 
und die besonderen Paare rri, qqr, so ist wegen der Gleichheit der 
Doppelverhältnisse: 


(eyrq”) z5 (tiy ria), 
Geot _ 5%. u, 


Bee rg’ 


nach Nr. 10 ist 


N rund 80 ==], 


AA yq’ ESI 

mithin 
r da ; 
ya, oder TEMP =T AN; 


halten wir also ein Paar yY, fest und verändern das andere Paar gy, 
so bleibt dieses Rechteck constant: 


Tr. q, gı = const., 


und wir sehen das ganze System entsprechender Punkte vermittelst 
der Fluchtpunkte durch eine viel einfachere Relation mit einander ver- 
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bunden, als es die Gleichheit der Doppelverhältnisse war, denn es gilt 
der Satz: 

Bei zwei projectiven Punktreihen ist das Rechteck aus den Ab- 
stünden irgend eines Paares entsprechender Punkte von den Fluchtpunkten 
unveränderlich. 

Dieses constante Rechteck soll „Potenz der projectiven Beziehung“ 
genannt werden. 

Sobald man also zu irgend einem Punkte x den entsprechenden 
Punkt x, bestimmen will, hat man nur nöthig, die andere Seite eines 
Rechtecks, dessen eine ryg ist und dessen Inhalt durch die Potenz der 
projeetiven Beziehung gegeben ist, zu ermitteln und dieselbe von q, 
auf die andere Gerade = q xy, abzutragen, und zwar nach derjenigen 
Seite, bei welcher das Rechteck tr. q,x, dasselbe Vorzeichen hat, wie 
bei dem gegebenen Paare entsprechender Punkte, etwa Y9. Denn 
durch ein solches Paar und die beiden Fluchtpunkte, welche je zwei 
Paare rri, q°q, geben, ist die projective Beziehung und die Potenz 
bestimmt. 

Die beiden Punkte r und q, theilen jeder seinen Träger in zwei 
unendlich lange Hälften, welche einzeln einander entsprechen; dies 
erkennen wir, indem wir von der perspectiven Lage ausgehend um 
das Perspeetivitätsceentrum DB einen 
Strahl drehen, welcher immer zwei 
entsprechende Punkte auf den beiden 
Trägern fixirt (Fig. 13); während also 
x die eine Hälfte X von r bis q” durch- 
läuft, muss x, eine bestimmte Hälfte 
A, des zweiten Trägers von rf bis Q, 
durchlaufen, und wenn x die zweite 
Hälfte Y von q” bis r durchläuft, 
wird x, die andere entsprechende Hälfte von q, bis ri durchlaufen; 
diese Hälften entsprechen einander so, dass Punkte, die auf der Hälfte A 
liegen, ihre entsprechenden nur auf der Hälfte X, haben (nicht auf der 
andern), und Punkte, die auf der Hälfte ® liegen, ihre entsprechenden 
nur auf X, haben. Das gegebene Paar yy, bestimmt die entsprechen- 
den Hälften; infolge dessen weiss man nun, nach welcher Seite q,t, 
aufzutragen ist. 

Das Rechteck mit constantem Inhalt und veränderlichen Seiten 
kann insbesondere ein Quadrat werden, und die Seite dieses Quadrates, 
auf die entsprechenden Hälften von r und von q, aus aufgetragen, 
. liefert zwei besondere Punktepaare, welche wir Potenzpunkte nennen 

und durch die Buchstaben 
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g und g,, $ und b, 
(Fig. 12) bezeichnen wollen; es ist also (absolut): 


T9 = Q9 = dr <q, 
tE. Që = (rg) = (rhy. 
Selbstverständlich behalten die Potenzpunkte 9,9, und h,h, ihre Eigen- 
thümlichkeit bei Aufhebung der perspectiven Lage und sind daher 
ebenso wie r und q, ausgezeichnete Elemente; ihre Construction ist 
in elementarer Weise mittels eines Kreises leicht zu bewerkstelligen. 
Aus der Eigenschaft des gleichen Rechtecks für irgend zwei Paare 
entsprechender Punkte: 
TE. Qlı = TY . Q19, 


TE. (dad) = EHEN). N, 
— TE . gY = Q1 Y, . EU. 

Wenn also y=+x)Y, so muss ry =F qy, und th= F qit 
sein; und umgekehrt try = F 4,4, führt zu: y= + g, Y. 

Wenn wir also eine Strecke von beliebiger Grösse von r aus 
abtragen = ry und dieselbe Strecke von q, aus auf dem zweiten 
Träger = q,),, alsdann zu x und y, die entsprechenden Punkte x, und 
Y bestimmen‘, so ist die Strecke 

Y = g D. 
Wegen der willkürlichen Grösse der Strecke ry und infolge der Zwei- 
deutigkeit, vermöge deren dieselbe Strecke nach entgegengesetzten 
Richtungen hin abgetragen werden kann, erhalten wir auf den beiden 
projectiven Punktreihen zwei Systeme entsprechender gleicher Strecken; 
tragen wir nämlich eine Strecke von beliebiger Länge auf die erste 
Gerade von r aus nach beiden Seiten hin auf: 

ar = rb 
und dieselbe Strecke auf die zweite Gerade von q, aus: 


folgt: 


Cq = qd, = ra [= Dr,” 


und bestimmen die vier entsprechenden Punkte a,,b,,c,d, so ist 
nicht nur: 


At = Ach 

1) PSAN 
sondern auch: b 6 

(=D, 

2) d—=dıu.. 


* Man kann ja den positiven Sinn auf der einen Gerade so bestimmen, dass 
diese Gleichungen auch dem Vorzeichen nach richtig sind. Die Figur 14 ist, der 
Einfachheit halber, für perspective Lage gezeichnet 
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Denn aus: traiga = re.d und ra=cq, folgt te= af, also 
ac = Aĉ; und ebenso in den andern Fällen. 

Verändern wir die willkürlich angenommene Länge ra, so er- 
halten wir beide Systeme entsprechender gleicher Strecken. Fassen 
wir das gewonnene Resultat zusammen: 


Fig. 14. N 


\ 

A 
\ 
7 


Bei zwei projectiven Punktreihen giebt es zwei Systeme von Paaren 
entsprechender gleicher Strecken. Jedes Paar des einen Systems hat seine 
beiden Endpunkte auf denselben entsprechenden Hälften der beiden Träger 
(schliesst also die Punkte x und q, aus); die Potenzpunkte g und 9 
repräsentiren zwei gleiche entsprechende Strecken von dem Werthe 0, ebenso 
h) und h; die Strecken rq? und rg, haben den Werth œ; die ent- 
sprechenden gleichen Strecken dieses Systems nehmen also alle Werthe von 
O bis œ an. Jedes Paar des andern Systems hat dagegen seine beiden 
Endpunkte auf entgegengesetzten Hälften der beiden Träger (schliesst also 
die Punkte r und q, ein), und die entsprechenden Strecken dieses Systems 
nehmen nur Werthe an zwischen g9 = big, und rqa” = qir = œ. 
Jeder Punkt einer Punktreihe ist ein Endpunkt für zwei Paare ent- 
sprechender gleicher Strecken, von denen eines dem einen, das andere dem 
andern Systeme angehört, und deren Construction oben angegeben ist. 

Wir werden später eine wichtige Anwendung hiervon zu machen 
haben ($ 16). 

Man erhält die beiden Systeme in sehr einfacher Weise, indem 
man die Punktreihen so perspectiv macht, dass sie sich rechtwinklig 
schneiden und im Schnittpunkte zwei entsprechende Potenzpunkte g 
und g, vereinigt sind; das Perspectivitätscentrum B ist dann die vierte 
Ecke eines Quadrats, von dem g,r,q, die drei übrigen Ecken sind. 
Zieht man nun durch B Strahlenpaare, deren Winkel durch Bg halbirt 
werden, so schneiden diese entsprechende gleiche Strecken auf A, W, ein 
und zwar solche, welche die Fluchtpunkte r und q, ausschliessen. 
Hingegen zwei zu einander rechtwinklige Strahlen durch B schneiden 
entsprechende gleiche Strecken aus, welche r und q, einschliessen. 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 3 
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$ 13. Besondere Elemente bei zwei projeetiven Strahlbüscheln. 
Zwei Systeme entsprechender gleicher Winkel. 


26 Unter den unendlich vielen Paaren entsprechender Strahlen bei 
zwei projeetiven Strahlbüscheln giebt es einige von besonderem Interesse 
und von ähnlicher Bedeutung, wie bei zwei projeetiven Punktreihen 
die Punkte r, r7; q”, q; 9,9, und b, b, (Nr. 24). Die Systeme ent- 
sprechender gleicher Strecken finden sich hier wieder als Systeme ent- 
sprechender gleicher Winkel, und so wie dort die unendlichen Strecken 
rq” und rfq, von besonderer Wichtigkeit sind, so sind es hier die 
Schenkel entsprechender rechter Winkel. 

Denken wir uns nämlich die beiden projectiven Strahlbüschel B, B, 
in perspective Lage gebracht, so giebt es im allgemeinen in dem ersten 
Strahlbüschel nur zwei besondere zu einander rechtwinklige Strahlen s, t 
von solcher Beschaffenheit, dass die entsprechenden Strahlen s,,t, auch 
zu einander rechtwinklig sind. Sie werden dadurch ermittelt, dass 
wir den Kreis durch B und B, legen, welcher auf dem perspectiven 


Fig. 15. 
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Durchschnitt der beiden Strahlbüschel seinen Mittelpunkt hat. Dieser 
Kreis trifft den perspectiven Durchschnitt in zwei Punkten 8 und t, 
welche mit B und B, verbunden diese besonderen Strahlenpaaress, und 
tt, liefern (Fig. 15). Da diese Eigenschaft der besonderen Paare ss, und 
tt, unabhängig von der perspectiven Lage ist, so giebt es auch bei zwei 
projeetiven Strahlbüscheln in allgemeiner Lage ein und nur ein Paar 
entsprechender rechter Winkel st und sé, 

Um noch zu zeigen, dass in der That, wie auch die perspective 
Lage herbeigeführt werde, immer nur dieselben entsprechenden recht- 
winkligen Strahlenpaare st und s, aus der Construction hervorgehen, 
weisen wir direct nach, dass solche Paare nur einmal vorkommen 
können. Träten zu den Paaren: 


st und sit, 
noch zwei andere Paare: 
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uv und iv 


von gleicher Beschaffenheit, so dass: 


(st) = (54) = (uv) = (un) = 3 

wäre, so würde, wenn perspectiy gemacht wird, es zwei Kreise geben 
durch B und B,, mit dem Centrum auf dem perspectiven Durchschnitte; 
- dieser würde dann die Gerade sein, welche auf BB, in der Mitte 
senkrecht steht. Von zwei perspectiven Büscheln mit solchem perspec- 
tiven Durchschnitte erkennt man aber sofort, dass jede zwei ent- 
sprechende Winkel gleich sind. Das ist jedoch bei zwei beliebigen 
projeetiven Büscheln nicht der Fall. 

Die rechtwinkligen entsprechenden Strahlenpaare st und sit, 
kommen also nur einmal vor.” 

Nehmen wir irgend zwei Paare entsprechender Strahlen «=, und 
YY, so wird sich wegen der besonderen Eigenthümlichkeit der Schenkel 


entsprechender rechter Winkel die Gleichheit der Doppelverhältnisse: 
(stay) = (Sıth 29) 
wesentlich vereinfachen: 
sin (sæ) , sin (sy) _ sin (s, %,) , sin (s; 41), 


sin (tæ) ` sin (ty) sin (t, æ) ` sin (t, y,)? 
(sx) = (st) + (tx); 


also 
ea sin (sx) = sin (st) cos (tæ), 
u. 8. W. sin (f,&,) = sin (f $,) cos ($,%,) 
Demnach: 
x cotg (tx) : cotg (ty) = tg (s2) : tg (s,Y,) 
oder: 


tg (tx) . tg (s1%,) = tg Œy) tg (s14). 

Hieraus folgt, dass, wenn wir das Paar yy, festhalten und das 
andere Paar entsprechender Strahlen der projectiven Beziehung gemäss 
verändern, das Product der Tangenten constant bleibt: 


* Die Construction der Schenkel entsprechender rechter Winkel lässt sich 
auch ohne Zuhülfenahme der perspectiven Lage bewerkstelligen. Ihr Beweis folgt 
allerdings erst aus späteren Betrachtungen. Sie lautet so: 

In dem Strahlbüschel B ziehe man Paare rechtwinkliger Strahlen a und «, 
b und ß etc., die entsprechenden Strahlen im Strahlbüschel B, seien a, und œ, 
b, und ß, etc.; sie werden im allgemeinen nicht rechtwinklige Paare sein; legt 
man aber durch B, einen Kreis (m), so schneiden diese Strahlenpaare Sehnen im 
Kreise aus, welche sämmtlich durch einen festen Punkt o laufen; die Sehne om 
(ein Durchmesser des Kreises) trifft ihn in zwei solchen Punkten, welche mit B, 
verbunden das gesuchte Paar s, t, liefern, dessen entsprechende Strahlen im Strahl- 
büschel B die s,t sind, die ebenfalls auf einander senkrecht stehen. 


3* 
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tg (tx) . tg (s,&,) = const.; 

d.h. bei zwei projectiven Strahlbüscheln ist das Product aus den Tan- 
genten derjenigen Winkel, welche irgend zwei entsprechende Strahlen mit 
den ungleichnamigen Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel (t, s, 
oder s,t,) bilden, von unveränderlichem Werthe. Dieser Werth ist in 
dem einen Falle (t, s) der reciproke von dem im andern Falle (s, t,), weil 

Wed) 
und also 


1 
tg (tx) .tg (5,%,) Be tg (sx) . tg (t £) 


ist. Durch dieses constante Product (die Potenz der projectiven Beziehung), 
welches an Stelle der Gleichheit der Doppelverhältnisse tritt, wird mit 
Hülfe der Schenkel der entsprechenden rechten Winkel eine einfachere 
Relation zwischen entsprechenden Strahlen der beiden projectiven 
Strahlbüschel hergestellt, und es lässt sich leicht eine einfache Con- 
struction entsprechender Strahlen daraus ableiten. Ohne hierauf näher 
einzugehen, bemerken wir nur noch, dass, wenn die Factoren des einen 
sowohl wie des andern constanten Productes einander gleich werden, 
das Product in ein Quadrat übergeht; es giebt aber zwei besondere 
Strahlenpaare: 
g und gy, h umd: hi; 


für welche dieser Fall eintritt: 


tg (tx) . tg (s12) = tg (t9) = tg? (8191) 
= tg? (th) = tg? (s,h,) (absolut). 


Für diese besonderen Strahlen, welche Potenzstrahlen heissen sollen, 
wird (absolut): 

(s9) = (t91) = (hs) = (ht), ; 

(tg) = (8,91) = (ht) = (hsi). (Fig. 15.) 


28 Endlich giebt es auch bei zwei projectiven Strahlbüscheln zwei 
Systeme von entsprechenden gleichen Winkeln, zu welchen uns eine 
analoge Betrachtung wie in Nr. 25 führt. Aus der allgemeinen Relation 
folgt nämlich: 

tg (ty) N tg (æ sı) 
tg (xt) tg (sy) 


und hieraus 
tg (xt) + tg (ty) _ tg (x, sı) +tg (s14) 


tg (æt) ETY 


also: 
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1—tg (xt). tg (t: 1—tg (2,8) tg (8, %, 
tg (xy): en g ty) _ tg (2,4) E a (s1 Y1) 


tg (A) _ tg (4%), _1—tg (æt) -tg ty) 
tg (xy) tg (xt) 1—tg (x sı). tg (s14) 


’ 


Sollen nun zwei Strahlen x, y des einen Strahlbüschels dieselben Winkel 
einschliessen, als die entsprechenden x,,y, des andern, so muss die linke 
Seite der letzten Gleichung +1 sein, d.h. 


tes) —tg(@æt).tgty).tg(siy) =+ [tg@t)— tg(s y)-tglet) .tg(@s)}. 
Nun ist 
tg (ty) tg (s,9) = tg (er) tg (s1z,) = k, 


tg (s14) + k tg (tx) = + [~ tg (tz) — k tg (s1⁄,)l; 
daraus folgt: 


also: 


tg (sy) = F tg (ta) 
tg (5,0) = F tg y). 
(sy) = F (tx), (12) = F (ty). 

Durchweg gilt das obere oder das untere Vorzeichen. 

Hieraus ergiebt sich nun eine einfache Construction solcher Paare 
von Strahlen und ihrer entsprechenden, welche gleiche Winkel ein- 
schliessen; man trage, nachdem man die Schenkel der entsprechenden 
rechten Winkel st,s,t, bestimmt hat, einen Winkel von beliebiger 
Grösse an den Strahl s sowohl nach einer wie auch nach der andern 
Drehrichtung hin an und erhält dadurch zwei Strahlen « und b; den- 
selben Winkel trage man zweitens an den Strahl #, nach beiden 
Seiten an und erhält dadurch c, und d,; sucht man alsdann die ent- 
sprechenden Strahlen «a,,b,,c,d zu jenen vieren, so bilden folgende 
Paare gleiche Winkel: 

1) [69 = (a, c), 

(bd) = (b, d,), 

2) (¢ c) = (c b), 

(ad) = (d, a). 
Verändert man die willkürlich angenommene Grösse des anzutragenden 
Winkels, so liefern 1) und 2) zwei Systeme von Paaren entsprechender 
gleicher Winkel, deren eines die Eigenschaft hat, dass beide Schenkel 
des einen Winkels und ebenso -die beiden Schenkel des entsprechenden 
gleichen Winkels innerhalb desselben Winkelraumes (st) und (s,t,) 
liegen; (st) und (s,¢,) gehören selbst diesem Systeme an; ebenso (gg) 
und (9,9,), welche den Winkel 0° oder 180° repräsentiren, auch (hh) 
und (h,h,). Das andere System hat die Eigenschaft, dass die beiden 


und 


Also 
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Schenkel eines Winkels und auch die des entsprechenden gleichen 

Winkels durch die Strahlen s und ?, bezw. durch s, und t, getrennt 

werden; in diesem Systeme nimmt kein Paar entsprechender gleicher 

Winkel den Werth O° an, vielmehr schwanken die Werthe zwischen 
(gh)=(h,g,) und (st)= (ts) = 90°. 

Diese mit den im vorigen Paragraphen abgeleiteten vollständig 
analogen Resultate ausführlicher zu entwickeln, können wir um so 
mehr unterlassen, als wir ein zweites sehr einfaches Mittel haben, 
die beiden Systeme entsprechender gleicher Winkel anzuschauen. 
Denken wir uns die beiden projecetiven Strahlbüschel in perspective 
Lage gebracht, so können wir, ebenso wie die Schenkel entsprechender 
rechter Winkel, überhaupt die Schenkel irgend eines Paares ent- 
sprechender Tibor Winkel dadurch ermitteln, dass wir durch die 
Grundpunkte B, B, der beiden Strahlbüschel TEEN einen Kreis legen, 
welcher den Kia AA Durchschnitt in zwei Punkten y und y trifft; 
aus der bekannten Eigenschaft des Kreises, dass Peripheriewinkel auf 
gleichem Bogen gleich sind, folgt, dass die von B und B, nach g und 
y gezogenen Strahlenpaare gleiche Winkel einschliessen: 


(ey) = (89). 

Verändern wir den durch B und B, gelegten Kreis, wodurch wir ein 
Kreisbüschel (sämmtliche durch zwei Punkte gehenden Kreise) erhalten, 
so liefert dasselbe ein System von ent- 
sprechenden gleichen Winkeln, aber nur 
eines der beiden Systeme. Das andere 
System wird aber durch ein zweites 
Kreisbüschel bestimmt; fällen wir dazu 
aus B das Perpendikel auf den perspeetiven 
Durchschnitt und verlängern es um sich 
selbst bis B*, so dass B! das Spiegelbild 
von B in Bezug auf den perspectiven 
Durchschnitt ist, so wird irgend ein durch 
B! und B, gelegter Kreis diesen Durch- 
schnitt in zwei solchen Punkten x und Y 
treffen, dass Biy und B!y dieselben Winkel 
(oder Nebenwinkel) mit einander bilden, 
wie B,r und B,y; B!r und B!y bilden aber auch dieselben Winkel 
mit einander wie Br und By, folglich ist der Winkel: 


(ya) = (zn). (Eig. 16) 
Wir erhalten also, indem wir durch B!, B, das ganze Kreisbüschel 
legen, das zweite System entsprechender gleicher Winkel. Es ist ein- 


Fig 16. 
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leuchtend, dass, wenn wir statt B, sein Spiegelbild Bi ‘in Bezug 
auf den perspecetiven Durchschnitt nehmen, das durch B, Bi gelegte 
Kreisbüschel dasselbe System, das durch B?, B} gelegte Kreisbüschel 
aber wieder das erste System liefert. Das eine der beiden Kreis- 
büschel, welche die Systeme entsprechender gleicher Winkel liefern, 
hat allemal seine beiden gemeinsamen Punkte auf derselben Seite vom 
perspeetiven Durchschnitt, das andere aber auf entgegengesetzten Seiten, 
so dass in dem einen Kreisbüschel zwei (leicht zu ermittelnde) Kreise 
sich vorfinden, welche den perspeetiven Durchschnitt berühren, in dem 
andern aber keine solche Berührungskreise vorhanden sind. Die nach 
den Berührungspunkten hingehenden entsprechenden Strahlen sind g 
und 9, h und h; die ihnen zugehörigen gleichen entsprechenden 
Winkel haben den Werth Null. 


Fig. 17. 


In der That (Fig. 17), wenn ein Kreis des Büschels (BB,) den 
perspeetiven Durchschnitt in g berührt, so ist in dem Dreieck B8g 
der Aussenwinkel: 

L Bge = L (sg) + L B98; 


weil aber 3g Tangente ist, so ist: 
LBg3=_LBB9 


und im Kreisviereck: 
LBse=_LBB9g+L CAR) 


L (s9) = L Y4), 


woraus folgt: 


was zu beweisen war. 


$ 14. Auf einander liegende projective Gebilde. Doppelelemente. 


Wie wir in Nr.20 gesehen haben, kommt es bei allgemeiner 30 
(nicht perspectiver) Lage eines Strahlbüschels und einer mit ihm 
projectiven Punktreihe nicht dreimal vor, dass Strahlen durch die 
ihnen entsprechenden Punkte gehen; ob aber bei allgemeiner Lage 
weniger als drei Paare entsprechender Elemente zusammenliegen, ist 
eine Cardinalfrage für die Theorie, die wir in doppelter Weise aus- 
sprechen können. Seien a,b, ec... die Strahlen des Strahlbüschels B 
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und a, b, c& ... die entsprechenden Punkte der mit ihm projectiven 
Punktreihe WX,, dann wird das Strahlbüschel B den Träger A, selbst, 
den wir uns noch einmal als einen neuen Träger A denken können, 
in einer neuen Punktreihe abc... treffen, und die vorige Frage reducirt 
sich auf folgende: 

Fallen bei zwei beliebig auf einander liegenden projectiven Punkt- 
reihen entsprechende Punkte zusammen, und wie viel Paare? 

Oder wir können andererseits den Punkt B mit den Punkten a,,b,,t, .. 
durch neue Strahlen a,,d,,e,... verbinden und erhalten in B zwei 
concentrische projective Strahlbüschel B und B,; die obige Frage wird 
daher folgende: 

Fallen bei zwei auf einander liegenden (concentrischen) projectiven 
Strahlbüscheln entsprechende Strahlen zusammen, und wie viel Paare? 

Es ist einleuchtend, dass mit der einen Frage die andere beant- 
wortet wird, und wir wollen uns daher zunächst mit der ersten Frage 
beschäftigen. 

Sind bei zwei gegebenen projeetiven Punktreihen die Flucht- 
punkte r und q) und die entsprechenden Hälften A, Y und A, Y, 
(Nr. 24, Fig. 13) ermittelt, und denken wir uns die Träger der beiden 
Punktreihen irgend wie auf einander gelegt, so können zwei Fälle 
eintreten: entweder fallen Theile entsprechender Hälften zwischen r 
und q, über einander oder nicht, d. h. die Abschnitte von r 
bis oo und q, bis oo enthalten Theile entsprechender Hälften über 
einander oder nicht. Diese beiden Fälle lassen sich noch kürzer da- 
durch von einander unterscheiden, dass in dem ersten Fall der Rich- 
tungssinn in beiden Punktreihen derselbe, im zweiten Fall entgegen- 
gesetzt ist, was wir leicht erkennen 
(Fig.18), wenn wir auf entsprechen- 
den Hälften von r nach q” und 
von t; nach q, gehen. Wir nennen 
daher in dem ersten Falle die Punkt- 
reihen gleichlaufend, im zweiten 
Falle ungleichlaufend und können, 
sobald die beiden auf einander 
- liegenden projectiven Punktreihen durch irgend drei Paare entsprechen- 
der Punkte gegeben sind, sofort entscheiden, ob sie gleichlaufend oder 
ungleichlaufend sind, indem wir ihren Richtungssinn vergleichen (Nr. 4). 
Folglich muss, wenn die auf einander liegenden Punktreihen gleich- 
laufend sind, der Werth der Potenz ry.q,r, negativ sein, weil die 
Strecken ry und q,x, entgegengesetzten Richtungssinn haben, hingegen 
positiv, wenn die Punktreihen ungleichlaufend sind. 
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Ob nun zusammenfallende entsprechende Punkte vorkommen, das 
wird in dem zweiten Fall, wenn die Punktreihen ungleichlaufend sind, 
sofort zu entscheiden sein; da nämlich nur entsprechende Hälften ent- 
sprechende Punkte enthalten, so werden in diesem Fall zusammen- 
fallende entsprechende Punkte nur ausserhalb der Strecke rq) zu 
suchen sein. Dort müssen sie aber nothwendig vorkommen; denn 
während ein Punkt x der ersten Punktreihe die Hälfte VW von r bis 
q° durchläuft, geht der entsprechende Punkt y, auf der Hälfte A, in 
entgegengesetzter Richtung von ri‘ bis q, und erst dann, wenn x bis 
ins Unendliche gekommen ist, gelangt x, nach q,; sie laufen sich also 
entgegen und überholen sich, müssen sich mithin nothwendig irgendwo 
getroffen haben. Dasselbe findet statt, wenn wir die Punkte x und x, 
die andern Hälften ® und Y, in dem Sinne, welchen die projective 
Beziehung angiebt, durchlaufen lassen; es kommt daher nothwendig 
zweimal (auf jeder der unendlichen Strecken ausserhalb rq, einmal) 
vor, dass entsprechende Punkte zusammenfallen, und von diesen beiden 
Doppelpunkten der auf einander liegenden projecetiven Punktreihen steht 
der eine so weit von rt ab, wie der andere von qı, wegen der Eigen- 
schaft der constanten Potenz rx.q,%,. Es werden sich hieraus die 
Doppelpunkte in elementarer Weise construiren lassen; hat man nämlich 
die Potenzpunkte g und g, (oder 5 und h,) bestimmt, für welche: 


TE. qE = (r9)? 

ist, so wird man nur nöthig haben, in.r (oder q,) die Senkrechte auf 
den zusammenliegenden Trägern der beiden Punktreihen zu errichten, 
auf dieser zwei Stücke = rg = fr zu beiden Seiten von r abzutragen 
und durch die Endpunkte der abgetragenen Stücke den Kreis zu 
legen, welcher seinen Mittelpunkt in der Mitte von rq, hat. Dieser 
Kreis geht durch die Doppelelemente der beiden Punktreihen. Denn, 
wenn &,& seine Schnitte mit dem Träger sind, von denen & näher 
an r, &' näher an q, sei, so ist Er = q,Ẹ' und daher £q, = r$'; wegen 
der bekannten Kreiseigenschaft ist 


fr. rf = 9)’, 

ré. qÉ FR (19)? 

qé. rë (tg); 
das bedeutet aber, dass & und ¢' sich selbst entsprechende Punkte sind. 
Anders verhält es sich im ersten Falle, wenn die auf einander 
liegenden projectiven Punktreihen gleichlaufend sind; hier fallen nur 


innerhalb der Strecke rq, Theile entsprechender Hälften über einander; 
wenn daher zusammenfallende entsprechende Punkte vorkommen, so 


demnach 


und 
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können sie nur innerhalb der Strecke rq, enthalten sein. Wenn nun 
zwischen r, q, zwei entsprechende Punkte x, g, auf einander fallen, etwa 
in den Punkt &, so muss 


tré + ëq = tq 
und 
rE. qé = — (t9) 
oder 
ré. $q = (rg) 


sein; wir haben also zur Bestimmung des Punktes & ein Rechteck zu 
construiren, für welches der Inhalt und die Summe der Seiten gegeben 
sind. Während, wenn die Differenz der Seiten gegeben ist, Rechtecke 
von jedem Inhalte möglich sind, kann man, wenn die Summe der 
Seiten gegeben ist, nicht Rechtecke von jedem beliebigen Inhalt con- 
struiren, sondern der Inhalt des grössten Rechtecks, welches man 
herstellen kann, ist der des Quadrates, dessen Seite gleich der Hälfte 
der gegebenen Summe ist.* Wenn daher der Abstand der Punkte rq; 
kleiner ist als die doppelte Seite 2rg = hg des Quadrats (rg)’, mit 
dem das Rechteck gleich sein soll, so giebt es kein Rechteck von der 
verlangten Beschaffenheit, oder wenn 


(absolut) rq, < gh (oder g,5,), 
so giebt es keine Doppelpunkte. Wenn dagegen 
rq > 9h, 


so giebt es ein Rechteck von der verlangten Beschaffenheit, dessen 
Seiten von r oder q, aus zwischen rq, abgetragen, zwei solche End- 


* Denn, ist 2s die Summe, so ist 
(s+2) (s—2)=s8s?— x? <s? 
Oder, um uns in elementar-geometrischer Weise davon zu überzeugen, dass 
unter allen Rechtecken, welche dieselbe Summe der Seiten haben, das Quadrat 
den grössten Inhalt besitzt, können wir folgendermassen 
verfahren: 

Sei AB die gegebene Summe der Seiten und M die 
Mitte von AB, ferner AMPQ das Quadrat über der Seite 
AM; ziehen wir BP und fällen aus irgend einem Punkte 
P' dieser Linie die Perpendikel P'M'’ und P'Q' auf AM 
und AQ, so hat das Rechteck AM’ P'Q' offenbar dieselbe 
Summe der Seiten; es ist aber, wenn sich M'P' und PQ 
in S, P'Q' und PM in R treffen, das Rechteck MM'SP 
gleich dem Rechteck PQQ' R (congruent), folglich MM'P'R kleiner als PQQ' R, 
mithin das Rechteck A M' P'Q' kleiner als das Quadrat AM PQ; da dasselbe von 
jedem andern in gleicher Weise construirten Rechteck gilt, so ist das Quadrat 
das grösste unter allen Rechtecken von gleichem Umfang. 


Fig. 19. 


B MM 14 
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punkte liefern, in deren jedem zwei entsprechende Punkte der beiden 
Punktreihen über einander liegen; es giebt also in diesem Fall wieder 
zwei Doppelpunkte. Wiederum ist der eine so weit von r entfernt, 
wie der andere von q,. Ist insbesondere 


Eu 95, 
so wird das construirte Rechteck selbst ein Quadrat; die beiden 
zwischen r und q, liegenden Doppelpunkte fallen zusammen; es giebt 
also in diesem Grenzfalle nur einen Doppelpunkt oder vielmehr zwei 
zusammenfallende.* 

In diesem Falle zweier gleichlaufenden projectiven Punktreihen 
können die Doppelpunkte durch elementare Construction so gefunden 
werden: Man beschreibe über rq, als Durchmesser den Kreis und trage 
von t (oder q,) auf der Tangente dieses Kreises nach einer Seite 


hin ein Stück 
—=rg=hr (oder q,9, = 5,4.) 


ab; die durch den Endpunkt desselben zu dem Träger der Punktreihen 
gezogene Parallele trifft den Kreis in solchen Punkten, dass die von 
ihnen auf den Träger herabgelassenen Perpendikel zu Fusspunkten die 
gesuchten Doppelpunkte haben. Diese Construction, deren Richtigkeit 
einleuchtet, liefert auch das vorhin angegebene Kennzeichen, ob die 


Doppelpunkte reell vorhanden sind oder nicht; wenn nämlich rg <519, 
(der Radius des Kreises), so schneidet die Parallele den Kreis in zwei 
reellen Punkten, ‘es giebt also zwei Doppelpunkte; wenn dagegen 
rg > > rq, so trifft die Parallele den Kreis nicht, es giebt also 


keine Doppelpunkte; wenn endlich rg = = tq,, so berührt die Parallele 
den Kreis, es giebt also nur einen Doppelpunkt. 


Das gewonnene Resultat lässt sich, wie folgt, zusammenfassen: 

bei zwei auf einander liegenden projectiven Punktreihen giebt es 
im allgemeinen zweimal zwei zusammenfallende entsprechende Punkte 
(Doppelpunkte); diese sind immer reell vorhanden, wenn die beiden Punkt- 
reihen ungleichlaufend sind, und liegen ausserhalb des Abstandes der 


* Die quadratische Gleichung, welche sich aus den beiden Gleichungen 
für ré und q, é, nämlich ré. q, é = + (tg)’undr&— q, é = rq, , für eine dieser Grössen 
ergiebt, hat im vorigen Falle immer zwei reelle Wurzeln, während sie in diesem 
auch imaginäre Wurzeln haben kann. Ist rq,=2d und die Potenz + (rg9)’=P, 
so sind die Wurzeln 


r=d4+4Vd +p, ı8=d-Vd’+p. 


Wenn m die Mitte von rq, ist, so ergiebt sich einfacher: 


mö=+Yd’+p, m'=— Vyd’+ p. 
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Punkte x und q, symmetrisch zur Mitte dieser Strecke; sind dagegen die 
Punktreihen gleichlaufend, so sind die Doppelpunkte nur dann reell vor- 
handen, wenn der Abstand 


rq, > gh (oder 9,h,), 
und liegen zwischen x, q, ebenfalls symmetrisch ‘zur Mitte; ist 


rq, = 8), 
so giebt es nur einen Doppelpunkt (oder vielmehr: die beiden Doppel- 
punkte fallen selbst zusammen); dieser liegt in der Mitte von rq, und 
enthält als zusammenfallende Punkte eines der besonderen Paare 99, 
oder ŅH,; ist endlich 

tq, < 8b, 
so fällt kein Paar entsprechender Punkte zusammen oder, wie man sich 
ausdrückt, die beiden Doppelpunkte sind imaginär. 

Das Gleichlaufen der Punktreihen erfordert, dass grh und gr? b; 
gleichen Sinn haben; also haben die endlichen Strecken g) und g,h, 
ungleichen oder gb und h, g, gleichen Sinn; r halbirt erstere, q, letztere. 
Liegt also ý mit q, auf derselben Seite von r, so liegt 5, mit r auf 
derselben Seite von q,, und rd = b, qı. 

Wenn rq >95, so sind (absolut) rý und u, <= 84; also 
schliessen sich 95 und h,g, gegenseitig aus. Wenn rq, = 95, so fallen 
) und ý, beide in die Mitte von rq,, und wenn rq, <99, so haben 
95 und g,d, ein Stück gemeinsam oder greifen in einander über. 


Zwei auf derselben Gerade gelegene gleichlaufende projective Punkt- 
reihen haben zwei getrennte oder zwei zusammengefallene oder keine (zwei 
imaginäre) Doppelpunkte, je nachdem die Strecken gh und 9,5, sich 
gegenseitig ausschliessen, an einander stossen oder in einander iiber- 
greifen. 

Eine andere Art, die Doppelelemente zweier auf einander liegender 
projectiver Gebilde zu ermitteln, werden wir demnächst bei der Be- 
trachtung der Involution kennen lernen. 


Es wäre nun übrig, die analoge Untersuchung für zwei auf einander 
liegende (concentrische) projeetive Strahlbüschel auf demselben Wege 
durchzuführen; statt dessen können wir das Resultat dieser an sich 
nicht schwierigeren Untersuchung sofort aus dem eben erlangten ab- 
leiten und ziehen diesen kürzeren Weg vor. Schneiden wir nämlich 
die beiden concentrischen Strahlbüschel durch eine beliebige Trans- 
versale, welche wir uns doppelt denken als den Träger zweier Punkt- 
reihen X, W,, deren eine durch das eine, die andere durch das andere 
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Strahlbüschel entsteht, so haben wir die beiden concentrischen 
Strahlbüschel in perspectiver Lage mit zwei auf einander liegenden 
Punktreihen; durch die Doppelpunkte der letzteren gehen offenbar 
die Doppelstrahlen der ersteren; die Construction jener liefert also 
auch diese. 

Offenbar sind die Punktreihen gleichlaufend oder ungleichlaufend, 
je nachdem die Strahlbüschel es sind, und wir haben sofort das 
Ergebniss: Bei zwei auf einander liegenden projeetiven Strahlbüscheln 
giebt es, wenn sie ungleichlaufend sind, immer zweimal zwei reelle 
zusammenfallende entsprechende Strahlen (Doppelstrahlen). 

Sind dagegen die beiden Strahlbüschel gleichlaufend, so können 
wir das dem obigen analoge Kennzeichen, wann Doppelstrahlen vor- 
handen sind, dadurch ableiten, dass wir die beiden concentrischen 
Strahlbüschel durch eine besondere Transversale w schneiden, welche 
parallel läuft einer der beiden Richtungen, die den Winkel (st,), also 
auch (£s,) halbiren; diese Transversale besitzt nämlich die Eigenschaft, 
dass die beiden auf ihr ausgeschnittenen projectiven Punktreihen ihre 
Potenzpunkte 9, 9,,5,5, gerade in denjenigen Punkten haben, durch 
welche Potenzstrahlen g, g,, h, h, der beiden eoncentrischen Strahlbüschel 
gehen, so dass dann also das obige von den Punkten 9,6, 9,,5, ab- 
hängige Kennzeichen sich direct überträgt. 

In der That, bei der angegebenen Lage der Transversale werden, 
weil die Winkel von g,h durch s, und die von h, g, durch 4,5, 
halbirt werden, g und g,, h und h, mit der Transversale gleichschenklige 
Dreiecke bilden und mit Rücksicht darauf, dass die Strahlbüschel B, Ð, 
gleichlaufend sind, so liegen, wie sie Fig. 20 darstellt. 


Fig. 20. 


Für irgend zwei entsprechende Strahlen æ, æ, gilt nun die Re- 
lation: 


tg (sx) . tg (2,4) = tg? (sg), 
und hieraus wird der Winkel (x,t,) leicht bestimmt durch (sx), wenn 
man die (Nr. 14, 3) für harmonische Strahlen gefundene ganz gleich- 
lautende Relation in Betracht zieht; bestimmt man nämlich zu g, h 
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und x den vierten harmonischen, dem x zugeordneten Strahl £, so ist 
(s£) = (x,t,); was nun die Lage von x, anbetrifft, so erkennen wir 
mit Rücksicht auf die entsprechenden Quadranten zwischen den Schenkeln 
der entsprechenden rechten Winkel, dass x, und & mit der Transversale 
ein gleichschenkliges Dreieck bilden müssen; wir können jetzt zu irgend 
einem Strahl x den entsprechenden æ, in der einfachen Weise er- 
mitteln, dass wir zu g, h, x den vierten harmonischen Strahl &, welcher 
dem x zugeordnet ist, bestimmen und dann x, so ziehen, dass sie mit 
der Transversale denselben Winkel bildet wie é Wenn nun die 
Strahlen g,h...x und g,h,...x, der beiden eoncentrischen Strahl- 
büschel B, B, der Transversale w in den Punkten g,h... rund gi, Ni... £ 
zweier auf einander liegender Punktreihen begegnen, und die Mitte 
von 95 mit r, die von 9,5, mit qı bezeichnet wird, so erhalten wir 
den entsprechenden Strahl zu Br, indem wir zu 9,h und Br den 
vierten, Br zugeordneten harmonischen Strahl ziehen. Dieser ist 
(Nr. 3) der Parallelstrahl zu u, und fällt mit dem Strahl zusammen, 
der dieselben Winkel mit « bildet; folglich entspricht diese Parallele 
dem Br und r dem unendlich fernen Punkte r? von u; ebenso ist q, 
der dem unendlich entfernten q” der anderen Punktreihe entsprechende. 

Aus der obigen Construction entsprechender Strahlen von B, B, 
folgt diejenige entsprechender Punkte x, x, der projeetiven Punktreihen 
auf u, nämlich: man bestimme den vierten harmonischen Punkt y' 
zu 9, ģ, xg, welcher x zugeordnet ist, und suche den zu x’ in Bezug 
auf die Mitte von rq) — den Fusspunkt des Loths aus B auf u — 
symmetrischen Punkt r,. Nun ist r die Mitte von gh, also rx..rr' = (r9)?. 
Ferner rr'= gı qı; daher ry. 2,4, = (rg). Hieraus folgt, da r Flucht- 
punkt für die eine Reihe ist, dass die vier Punkte 9,5,9,,9, die 
Potenzpunkte der beiden Punktreihen sind. Und es gehen, wie be- 
hauptet wurde, die Potenzstrahlen der Strahlbüschel durch die Potenz- 
punkte der Punktreihen. 

Nunmehr sind wir berechtigt, das vorhin für zwei auf einander 
liegende projective Punktreihen ausgesprochene Resultat auf zwei 
concentrische projective Strahlbüschel folgendermassen zu übertragen: 

Bei zwei auf einander liegenden (concentrischen) projectiven Strahl- 
büscheln giebt es im allgemeinen zweimal zwei zusammenfallende ent- 
sprechende Strahlen (Doppelstrahlen). Diese sind immer reell vorhanden, 
wenn die beiden Strahlbüschel ungleichlaufend sind. Sind sie aber 
gleichlaufend, so werden die beiden Doppelstrahlen nur dann vorhanden 
sein, wenn die besonderen Strahlen g, h durch die Strahlen h,,g, nicht 
getrennt werden; werden dagegen g, h durch h,, g, getrennt (d.h. fällt g, 
in einen Winkelraum (gh) und h, in den andern), so giebt es keine 
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reellen Doppelstrahlen; den Uebergang bildet der Fall, wenn die Winkel 
(għ) und (h,g,) an einander stossen, so dass entweder g,g, oder h, h, 
zusammenfallen; in diesem Falle giebt es nur einen Doppelstrahl, oder 
die beiden Doppelstrahlen sind selbst zusammengefallen. 

Es seien & und &' die Doppelpunkte zweier auf einander liegender 
projeetiver Punktreihen XM, A, und xx,, YY, zwei weitere Paare ent- 
sprechender Punkte, so haben wir: 


! p ' ég $y 2 Et , 5 
(88 ry) Ep (88 či y,) oder er e Ey Er, ° Ey? 


also auch: 


$t > 44 es 5 3 EY ka Tu el 
er . er, 77: ey s ey, oder (&8 Er) Fre (Ek yY,)- 


Das Doppelverhältniss, welches die Doppelpunkte zweier auf einander 
liegender projectiver Punktreihen mit irgend einem Paare entsprechender 
Punkte bilden, ist constant *¥ 

Umgekehrt, wenn das Doppelverhältniss (abcd) und die Punkte a, b 
fest sind, so beschreiben ¢ und D projective Punktreihen. Es habe 
auf einer durch a gehenden Gerade ab,t,d, dasselbe Doppelverhältniss, 
dann sind abc und ab,c,d, perspective Punktreihen, und bab, CoC, DoD 
laufen in einem Punkt x zusammen. Bewegt sich c und mit ihm d, 
so dass (abcd) festbleibt, so "beschreibt x eine Punktreihe auf b,b; 
CoC und d,d erzeugen mit ihr perspective, also unter einander projec- 
tive Strahlbüschel um c, und d, und daher wiederum c und Ò projective 
Punktreihen. 

Aehnliches gilt für Strahlen. 


$ 15. Construction der Doppelelemente mittelst eines festen Kreises. 


Die im vorigen Paragraphen angegebenen Constructionen der 
Doppelpunkte und darnach auch der Doppelstrahlen setzen die Kennt- 
niss der besonderen Elemente rt, Qi; 9, 9,, 9, Hı voraus; es giebt aber 
eine andere viel einfachere Auflösung der Aufgabe: 

Wenn zwei auf einander liegende projective Punktreihen durch irgend 
drei Paare entsprechender Elemente aa,, bb,, cc, gegeben sind, die Doppel- 
punkte zu finden, 
bei welcher nur das Lineal und ein fester in der Ebene als gezeichnet 
angenommener Kreis benutzt wird. 


* Es ist 


I _5t_drVd’tr 
EE rT) = i ng 


(vergl. Note auf S. 43). 
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Diese von Steiner angegebene Construction beruht auf der ele- 
mentaren Eigenschaft des Kreises, dass Peripheriewinkel auf gleichem 
Bogen gleich sind. Verbinden wir irgend zwei Punkte B, B, eines 
Kreises* mit zwei andern Punkten desselben «, ß durch die Strahlen 
a,b und a,,b,, so ist entweder der Winkel (ab) gleich dem Winkel («a,b,) 
oder gleich seinem Nebenwinkel; jedenfalls also ist sin (ab) = sin (a, b,). 
Lassen wir jetzt einen veränderlichen Punkt & den Kreis durchlaufen 
und verbinden ihn mit B und B, durch die Strahlen x, æ, so be- 
schreiben dieselben zwei projective Strahlbüschel, weil die Doppel- 
verhältnisse zwischen irgend vier Strahlen des einen und den ent- 
sprechenden des andern Strahlbüschels offenbar gleich sind (da die 
einzelnen Sinus dieser Doppelverhältnisse einander gleich sind). 

Haben wir nun auf den zusammenliegenden Trägern zweier Punkt- 
reihen A, A, drei Paare entsprechender Punkte aa,, bb,, cc, willkürlich 
angenommen, und ist irgend ein Kreis in der Ebene gezeichnet, so 
verbinden wir einen beliebigen Punkt desselben, den wir uns doppelt 
denken als den Grundpunkt zweier Strahlbüschel B, B,, mit den 
Punkten a,b,c, a,,b,,c, durch Strahlen a,b,c, a,,b,,c,, welche den 
Kreis resp. in «,ß, y, &ı, biy yı treffen (Fig. 21). Bewegen wir nun 


Fig. 21. 


zwei entsprechende Punkte r,x, der durch die angenommenen drei 
Paare Elemente vollständig bestimmten projeetiven Punktreihen A, X, 
so beschreiben x, x,, ihre Verbindungsstrahlen mit B, B,, zwei con- 
centrische projective Strahlbüschel und £, £é, die Schnittpunkte mit 
dem Kreise, zwei „krumme projective Punktreihen“; so oft daher zwei 
entsprechende Punkte r,x, zusammenfallen, müssen auch zwei ent- 
sprechende Strahlen x, x, zusammenfallen und folglich auch zwei ent- 
sprechende Punkte £, &, und umgekehrt. Nehmen wir irgend ein Punkte- 
paar «, «, auf dem Kreise und verbinden « mit œ, Bi, Yi; - - E1, anderer- 


* Unter „Kreis“ verstehen wir immer die Peripherie. 
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seits œ~ mit «, ß,p,...&, so müssen die um « und «, als Grundpunkte 
erhaltenen Strahlbüschel auch projeetiv sein. Denn das Strahlbüschel («) 
ist mit dem Strahlbüschel (B,) projeetiv wegen der oben angegebenen 
Eigenschaft des Kreises, ebenso («,) mit (B); da nun (B) und (B,) 
projectiv sind, so sind es auch («) und («,) (Nr. 18). Diese beiden 
Strahlbüschel haben aber in der Verbindungslinie ihrer Grundpunkte 
zwei entsprechende Strahlen vereinigt; folglich liegen sie perspectiv, 
(Nr. 20), die Schnittpunkte also sämmtlicher Paare entsprechender 
Strahlen liegen auf einer Gerade (ihrem perspectiven Durchschnitt); 
dieser Ort des Schnittpunktes («&,, «,8) ist schon bestimmt durch die 
beiden Schnittpunkte: 


(aß, & p) und (ey, &Y); 


jeder Punkt dieser Gerade mit «, und « verbunden liefert zwei Strahlen, 
welche den Kreis in zwei entsprechenden Punkten &,&, treffen. Diese 
Gerade wird daher selbst den Kreis in solchen zwei Punkten treffen, 
in deren jedem zwei entsprechende Punkte &,&, zusammenfallen; diese 
Punkte mit B(B,) verbunden bestimmen auf A,A, die gesuchten 
Doppelpunkte, deren Construction sich also in folgender einfachen 
Weise gestaltet: 


Man verbinde die gegebenen Punktepaare aa,,bb,,cce, mit irgend 
einem Peripheriepunkte B (B,) eines festen Kreises durch Strahlen, welche 
die Peripherie zum zweiten Male in a«,, BB, yy, treffen, bestimme die 
Schnittpunkte (aß, &,B), (@y,, ~y) und ihre Verbindungslinie Q; die 
Schnittpunkte der letzteren mit dem Kreise verbinde man mit B durch 
Strahlen, welche die Träger der gegebenen auf einander liegenden Punkt- 
reihen in den gesuchten Doppelpunkten treffen. 


Wenn die Gerade % den Kreis in zwei Punkten trifft, so giebt 
es zwei Doppelpunkte; geht die Gerade % aber vorbei, ohne den Kreis 
zu treffen, so giebt es keine Doppelpunkte; berührt sie den Kreis, so 
giebt es nur einen Doppelpunkt (zwei zusammenfallende). Das Resultat 
des $ 14 findet sich also durch diese Construction bestätigt, und es 
würde nicht schwer sein, die dort gefundenen Kennzeichen aus ihr von 
neuem herzuleiten. Wir unterlassen dies, ebenso wie die Auflösung 
der analogen Aufgabe, die Doppelstrahlen zweier eoncentrischer pro- 
jeetiver Strahlbüschel zu finden, da diese durch die vorige gleichzeitig 
gelöst ist. 


Die Gerade X muss auch durch den Punkt (ßy,, yß,) gehen, 35 


oder die drei Punkte («ß,, «,ß), (ey, «,Y), (Bri, Bıy) liegen in einer 
Gerade, 
Steiner, Vorlesungen II. — 3, Aufl. 4 
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In der That, die beiden von « und ß ausgehenden Büschel 
a(ya,ßıYı), B(ya,ßıy,) Sind wegen der oben gefundenen Eigenschaft 
des Kreises projectiv. Das erste Büschel trifft die Gerade y«, in den 
vier Punkten: 

Yu, (pa, aß), (aY ya); 


das zweite Büschel trifft yß, in den vier Punkten: 


Y, (Ba, yB), Bi, (Br, YBı)- 


Diese beiden Punktreihen liegen perspectiv, weil in ihrem Schnitt- 
punkte y entsprechende Punkte vereinigt sind; folglich treffen sich die 
drei Verbindungsstrahlen der übrigen entsprechenden Punkte in einem 
Punkte; die Verbindungslinie des ersten Paares entsprechender Punkte 
ist «,ß, die des zweiten «ß,, die des dritten die Verbindungslinie der 
beiden Punkte (@y,,y«a,), (Byı, Yßı); mithin liegt der Punkt («ß,, ß«,) 
auf dieser Gerade, was zu beweisen war. 

Somit haben wir folgenden Satz für den Kreis gewonnen, der, 
wie wir später darthun werden, für jeden Kegelschnitt gilt: 

Verbindet man irgend sechs Punkte eines Kreises zu einem einfachen 
Sechsecke aß, ya, By, so treffen sich die Gegenseiten desselben «aß, und 
aß, Bıy und By, ya, und pæ in drei Punkten, welche auf einer 
Gerade liegen. 

Wir fanden oben, dass alle Punkte («&,,«,5) auf der Gerade Q 
liegen, welche die Punkte («ß,,«,ß), («y,,«,y) verbindet; ingleichen 
liegen alle Punkte (ß&,, ß,&) auf der Gerade, welche die Punkte (B«,,ß,«), 
(By, Bıy) verbindet. Diese beiden Geraden sind aber, infolge des eben 
gefundenen Satzes, identisch. Wir haben die entsprechenden Punkte a, œ, 
durch ß, ß, ersetzt, die Gerade ist dieselbe geblieben; sie wird sich 
also auch nicht ändern, wenn wir andere und andere entsprechende 
Punkte, z.B. n, ù, nehmen; demnach liegen auf dieser Gerade alle 
Punkte (n$,, 218). 

Wenn also zwei projective Punktreihen auf einen Kreis aus einem 
Punkte desselben projieirt werden, so dass sich zwei krumme projective 
Punktreihen: 

a an N 

auf ihm ergeben, so erhalten wir eine ausgezeichnete Gerade, auf welcher 
alle Punkte (aß, @,B), (€v, %7), (œb, 18), (am, aım)y.--, 
Br, Biy), ---, (BÉ B16), --- (Ems é), --- liegen, also alle Schnitt- 
punkte von zwei Linien, welche zwei entsprechende Punkte mit zwei 
andern „über Kreuz“ verbinden. Ihre Schnitte mit dem Kreise sind die 
Doppelpunkte der krummen projectiven Punktreihen, wenn sie vorhanden 
sind. 
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Wenn bei zwei auf einander liegenden projectiven Punktreihen 36 
ein Doppelpunkt bekannt ist, so bedarf es nicht mehr der vorigen 
Construction mit Hülfe des festen Kreises, um den andern Doppel- 
punkt zu. finden, der dann nothwendig immer reell vorhanden ist, 
sondern dieser lässt sich mittelst des Lineals allein construiren auf 
folgende Art: 


Sei e,e, der bekannte Doppelpunkt der beiden projectiven auf 
einander liegenden Punktreihen und seien aa,, bb, irgend zwei Paare 
entsprechender Punkte, wodurch die ganze projective Beziehung be- 
stimmt ist, so ziehe man durch e, e, einen beliebigen Strahl und nehme 
in demselben irgend zwei Punkte B, B, willkürlich an; die Schnitt- 
punkte (Da, B,a,) und (Bb, B,b,) bestimmen eine Gerade, welche den 
Träger der beiden zusammen liegenden Punktreihen in dem gesuchten 
zweiten Doppelpunkte trifft. Die Richtigkeit erhellt aus der ersten 
Construction in Nr. 19. 


$ 16. Involution von Punktepaaren. 
37 


os 


Es giebt einen ausgezeichneten speciellen Fall zweier auf ein- 
ander liegender projeetiver Punktreihen, welcher in der Folge eine 
besondere Wichtigkeit erlangt; dieser besteht darin, dass der Abstand 
der beiden Punkte r und q, Null wird. Wenn zwei projective Punkt- 
reihen so auf einander liegen, dass die Fluchtpunkte r und q, auf 
einander fallen, so fallen sämmtliche entsprechende gleiche Strecken 
des einen der beiden Systeme (Nr. 25) — desjenigen nämlich, das durch 
ry = +49, TY = + qx, sich ergiebt — verkehrt auf einander, so dass, 
wenn I) und y,ġ, zwei entsprechende gleiche Strecken desselben sind, 
r auf y, und zugleich y auf y, fällt. Und zwar wird das eine oder das 
andere System entsprechender gleicher Strecken verkehrt auf einander 
fallen, je nachdem die Punktreihen gleichlaufend oder ungleichlaufend sind, 
d. h. je nachdem entsprechende Hälften über einander liegen: A auf, 
und ® auf Y, (dann sind die Punktreihen ungleichlaufend, Fig. 18), 
oder nicht entsprechende Hälften: A auf Y, und Y auf A, (dann sind 
die Punktreihen gleichlaufend). Der eine Fall geht aus dem andern 
hervor durch Drehung der einen Reihe um den Punkt r,q, und den 
Winkel 180°, wozu die Strecken auf ihr ihr Vorzeichen wechseln. 

In dem ersten Falle existiren zwei Doppelpunkte; es fallen nämlich 
die Punkte g und g, auf einander und die Punkte ý und h,; im zweiten 
Falle existiren keine Doppelpunkte (Nr. 31); denn die Strecke rq,, in 
der etwa vorhandene enthalten sind, ist verschwunden. Es fällt g auf 
H, und 5 auf g.. 

4* 
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Es findet aber auch das Umgekehrte statt: Wenn bei zwei auf 
einander liegenden projectiven Punktreihen irgend ein Paar entsprechender 
gleicher Strecken verkehrt zusammen fällt, d.h. xy auf Y,X,, so fallen 
sümmtliche entsprechende gleiche Strecken desjenigen Systems, welchem 
jenes Paar angehört, verkehrt auf einander, insbesondere auch v auf qi 

In der That, denken wir uns (Fig. 22) in den beiden auf einander 
liegenden Trägern der Punktreihen XA, XM, die Punkte x, x, und Y, Y, so 
liegend, dass x auf y, und Y 
auf x, fällt, und nehmen wir 
UA å E t ; A 
Er Bez RONE A ein beliebiges drittes Paar ent- 

sprechender Punkte 3,3, (wo- 
durch die projeetive Beziehung vollständig bestimmt wird) an, so wird 
der Punkt 5 der ersten Punktreihe auf einem gewissen Punkte t, der 
zweiten liegen, und der diesem entsprechende Punkt t der ersten Punkt- 
reihe wird bestimmt durch die Gleichheit der Doppelverhältnisse: 


(ryt) TF EA y, Zut,)- 
Es ist aber identisch (Nr. 8): 
(ti Yati) 33 (Yı či t3) 


(zy3t) FR (Dı Lt, 31) 


und, wenn wir für Y,,%,,t,; die darüber stehenden Namen derselben 
Punkte setzen, = (x934); da also 


(ryt) = (£933) 


wird, so muss t mit 3, zusammenfallen, d.h. die Strecke ĝt fällt ver- 
kehrt auf die ihr gleiche entsprechende Strecke t,3,; dies gilt von 
jedem Punkte des Trägers und seinen beiden entsprechenden; weil ins- 
besondere die beiden unendlich entfernten Punkte rf und q” der beiden 
Punktreihen auf einander fallen, so müssen auch die ihnen ent- 
sprechenden r und q, auf einander fallen. 


Fig. 22. 


also: 


Wir können dies Ergebniss auch in folgender Form aussprechen: 

Wenn bei zwei projeetiven Punktreihen, die sich auf derselben Gerade 
befinden, einmal die einem Punkte x, Y, in beiderlei Sinne entsprechenden 
(von ihm verschiedenen) Punkte x, und y sich decken, dann geschieht dies 
durchweg. 

Ein solches Doppelgebilde zweier auf einander liegenden projectiven 
Punktreihen, bei denen für einen und dann für jeden Punkt die beiden 
entsprechenden Punkte sich vereinigen oder, was dasselbe ist, die ent- 
sprechenden gleichen Strecken des einen Systems verkehrt auf einander 
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liegen, heisst nach einer von Desargues* (1593 — 1662) eingeführten 
Bezeichnung eine Involution von Punktepaaren. Die Punkte eines Paares, 
von denen also jeder dem andern in beiderlei Sinne entspricht, die 
Endpunkte einer solchen Strecke, heissen conjugirt in der Involution 
oder sie bilden ein Paar in ihr; und so beschaffene projective Punkt- 
reihen nennt man involutorisch. Der dem unendlich entfernten Punkte 
conjugirte Punkt, in welchem rt und q, auf einander liegen, heisst der 
Mittelpunkt der Involution. 

Wenn die die Involution erzeugenden Punktreihen gleichlaufend 
sind, so heisst sie eine elliptische; es liegen dann zwei conjugirte Punkte 
immer auf entgegengesetzten Seiten vom Mittelpunkte, und bezeichnen 
wir mit o den Mittelpunkt, mit x irgend ein Paar conjugirter Punkte, 
so werden sämmtliche Paare conjugirter Punkte durch die Relation 


zusammengehalten: 
0% .08 = const.; 


denn x und & treten an die Stelle zweier entsprechender Punkte y 
und x, der beiden projeetiven Punktreihen, und in o liegen r und Q, 
vereinigt, also gilt die Eigenschaft des constanten Products tx. q,X, 
(Nr. 24), welches in diesem Falle negativ ist. Doppelpunkte können 
nicht vorkommen, wohl aber zeichnet sich ein Paar conjugirter Punkte 
vor den andern aus, dasjenige nämlich, dessen Punkte gleich weit vom 
Mittelpunkte nach entgegengesetzten Richtungen hin abstehen, für 
welches also das constante Rechteck ein Quadrat wird; es sind dies 
offenbar die Punkte g und g, oder h, und 9, indem g auf h, und g, 
auf h fällt. Dieses besondere Paar wollen wir wiederum die Potenz- 
punkte, das constante Product die Potenz der elliptischen Involution 
nennen. 

Wenn dagegen die die Involution erzeugenden Punktreihen ungleich- 
laufend sind, also die entsprechenden gleichen Strecken des andern 
Systems verkehrt auf einander fallen, so heisst die Involution eine 
hyperbolische; es liegen zwei conjugirte Punkte immer auf derselben 
Seite vom Mittelpunkte aus und sämmtliche Paare conjugirter Punkte 
werden wiederum durch die Relation zusammengehalten: 


0% 0E = const., 


aber mit positivem Werthe der Constante oder der Potenz. Es fallen 
insbesondere zweimal zwei conjugirte Punkte zusammen (wenn nämlich 
das constante Rechteck ein Quadrat wird); dies geschieht für die 


* Der jedoch nicht in dieser Weise zur Involution gelangt ist, sondern von 
der Eigenschaft ox . o& = const. ausging. 
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Punkte 9,9, auf der einen Seite von o und für 5, ý, auf der andern 
Seite; diese besonderen zusammenfallenden Punktepaare der Involution 
heissen ihre Doppelpunkte, sie liegen nach entgegengesetzten Seiten in 
gleichem Abstande von o. Bezeichnen wir sie mit g und h, so drückt 


die Relation: 02..0& = (09)? = (oh)? 


zugleich ein merkwürdiges Verhalten sämmtlicher Paare conjugirter 
Punkte zu den Doppelpunkten der Involution aus, indem x,$& den g 
und % harmonisch zugeordnet sind (Nr. 13), also: 

Sämmtliche Paare conjugirter Punkte einer hyperbolischen Inwvolution 
sind den beiden Doppelpunkten derselben harmonisch zugeordnet, und 
auch umgekehrt: Sämmtliche Paare von Punkten c,d, welche zwei 
festen Punkten a, b einer Gerade harmonisch zugeordnet sind, bilden eine 
hyperbolische Imvolution, deren Doppelpunkte die festen Punkte sind; 
denn wir haben das constante Doppelverhältniss (abcd) = — 1 (Nr. 33); 
bei diesem aber kann man c und D vertauschen, ohne dass der Werth 
des Doppelverhältnisses sich ändert, d. h. gelangt c nach d, dann 
kommt d nach c. Also bewegen sich c und d so projectiv, dass sie 
sich durchweg doppelt oder involutorisch entsprechen. 

Bei zwei involutorischen projeetiven Punktreihen ist das in Nr. 33 
gefundene constante Doppelverhältniss (&&’rx,) = — 1 (wie auch aus 
d= o sich ergiebt; Anm. S. 47). 

Den Uebergang zwischen der elliptischen und der hyperbolischen 
Involution bildet die parabolische; bei ihr vereinigen sich die beiden 
Doppelpunkte; dann fallen die allen Punkten des Trägers conjugirten 
Punkte in denselben einzigen Punkt hinein, in welchem die beiden 
Doppelpunkte vereinigt sind, weil (Nr. 13), wenn von vier harmonischen 
Punkten zwei zugeordnete in einen Punkt zusammenfallen, auch einer 
des andern Paares zugeordneter Punkte in diesen hineinfallen muss. 
In diesen ausgezeichneten Punkt füllt auch der Mittelpunkt als Mitte 
zwischen den Doppelpunkten. 

Für die elliptische Involution ist die Potenz eine negative, für die 
hyperbolische eine positive Grösse, für die parabolische ist sie Null. 

Der negative Werth der Potenz bei einer elliptischen Involution 
führt zu imaginären Werthen von og,oh, den Quadratwurzeln der 
Potenz, und zu imaginären Doppelpunkten. Und die Gleichheit von 
02.08 mit diesem negativen Quadrate von og oder oh sprechen wir, 
das Ergebniss von dem Fall der hyperbolischen auf den der elliptischen 
Involution übertragend, dahin aus, dass wir auch bei der letzteren 
irgend zwei comjugirte Punkte harmonisch zu den imaginären Doppel- 
punkten nennen. 
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Ein besonders einfacher Fall tritt bei der hyperbolischen Involution 
auf, wenn einer der beiden Doppelpunkte im Unendlichen liegt; in 
diesem Fall wird die Strecke zwischen je zwei conjugirten Punkten 
durch den andern im Endlichen befindlichen Doppelpunkt halbirt, und 
wir erhalten folgendes sehr einfaches Gebilde: alle Paare von Punkten 
x, & einer Gerade, welche zu einem festen Punkte g symmetrisch liegen. 
Eine solche Involution nennt man eine gleichseitig-hyperbolische. 

Wegen des häufigen Auftretens von Involutionen bei geometrischen 
Untersuchungen heben wir die Grundeigenschaft eines solchen Doppel- 
gebildes, dass es nämlich in sich projeetiv ist, noch besonders hervor: 


Wenn wir bei einer Involution von Punktepaaren aus jedem Paare 
einen nehmen und diese als eine Reihe auffassen abe..., so bilden die 
conjugirten Punkte aßy... eine mit der ersten Reihe projective Punkt- 
reihe, und die beiden Punktreihen liegen in der oben amgegebenen eigen- 
thümlichen Weise auf einander. Die Construction von Nr. 34 führt zu 
den Doppelpunkten. 

Es ist einleuchtend, dass wir zwei conjugirte Punkte mit einander 
vertauschen können, ohne die projective Beziehung zu ändern; denn 
da die Endpunkte eines solchen Paares x (y,) und x, (y) sind, so können 
wir es sowohl als yy, auffassen, wie auch als y,Y. 

Es folgt ferner, dass Involutionen durch Projection wieder in In- 
volutionen übergehen, d.h. wenn wir eine Involution a«,bß,cy... mit 
irgend einem Punkte 5 durch Strahlenpaare verbinden, welche eine 
beliebige andere Transversale in den neuen Punktepaaren at«!, btt, 
c'yt... treffen, so bilden diese ebenfalls eine Involution. Denn es 
bilden a'b!c!... und a!ß!yp!... zwei projective Punktreihen, welche 
sich in der eigenthümlichen Lage befinden, dass dem Punkt «a! der 
ersten Punktreihe der Punkt «' der zweiten entspricht, aber auch 
gleichzeitig dem Punkt «', als der ersten Punktreihe angehörig be- 
trachtet, der Punkt at der zweiten Punktreihe entspricht; da also ein 
Paar entsprechender Punkte sich in beiderlei Sinne entsprechen, so 
bilden atat, b!B!, c!y!... eine Involution. 

Aus der Eigenschaft der constanten Potenz: 39 


ox .0E = const. 


können wir uns ein leichtes Verfahren ableiten, Involutionen in ihrem 
ganzen Verlaufe herzustellen. Legen wir nämlich durch zwei con- 
jugirte Punkte a, «œ einen beliebigen Kreis und durch ein zweites 
Paar conjugirter Punkte b, ß irgend einen zweiten Kreis, welcher den 
- ersten in den Punkten P und Q treffe, so wird ein dritter Kreis, 
welcher durch P, Q und x geht, nothwendig durch & gehen müssen, 
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weil, wenn PQ den Träger der Involution in o trifft, oP.oQ@ = oa.o« 
—-ob.oß=0x2.08& sein muss. Sämmtliche durch die Punkte P, Q 
gelegten Kreise, welche nach Nr. 13 ein Kreisbüschel bilden, bestimmen 
also alle Punktepaare x einer Involution, die mit der angenommenen 
identisch ist, deren Mittelpunkt durch die gemeinschaftliche Secante P Q 
des Kreisbüschels (oder denjenigen Kreis des Büschels, dessen Radius 
unendlich gross ist) bestimmt wird. Liegt der Punkt o ausserhalb 
der Strecke PQ, so liegt er auch ausserhalb jeder Strecke xë, ausser- 
halb aller Kreise des Büschels, die Involution ist hyperbolisch; liegt o 
innerhalb PQ, so liegt er auch innerhalb jeder Strecke x£, innerhalb 
sämmtlicher Kreise des Büschels, die Involution ist elliptisch. Wir 
schliessen: Ein Kreisbüschel mit zwei (reellen) gemeinschaftlichen Punkten PQ 
wird von einer beliebigen Transversale immer in einer Involution ge- 
schnitten, deren Paare comjugirter Punkte die Schnittpunkte mit je einem 
Kreise des Büschels sind; sie ist elliptisch, wenn die Transversale die 
Punkte P und Q trennt, d.h. auf entgegengesetzten Seiten von sich hat, 
hyperbolisch, wenn P und Q auf derselben Seite von der Tramsversale 
liegen. Im letzteren Fall giebt es zwei besondere Kreise des Büschels, 
welche die Transversale berühren; die Berührungspunkte sind die 
Doppelpunkte der Involution. 

Aus dieser Construction einer Involution vermittelst des Kreis- 
büschels geht schon hervor, dass eine Involution vollständig bestimmt 
ist durch zwei Paare (willkürlich anzunehmender) conjugirter Punkte. 
Dies folgt aber auch aus der ursprünglichen Entstehung der Invo- 
lution, denn nehmen wir a«, bß als zwei Paare conjugirter Punkte 
willkürlich an, so vertritt «« die Stelle von zwei Paaren aa, und 
b,b, bh die Stelle von zwei andern Paaren cc, und d,d entsprechender 
Punkte zweier projeetiver Punktreihen abcd... und a,b, c,d,...; es scheint 
also, als ob durch diese vier Paare entsprechender Punkte die projective 
Beziehung überbestimmt sei, da doch drei Paare entsprechender Elemente 
zur Bestimmung der projectiven Beziehung nothwendig und ausreichend 
sind. Dieses Bedenken verschwindet aber, da diese vier‘ Paare so 
eigenthümlich liegen, dass das vierte nur eine Folge der drei andern 
ist, dass also kein Widerspruch eintritt, und in der That die projective 
Beziehung durch sie gerade bestimmt wird. Es liegen nämlich a, b, 
zusammen in «, ebenso b, a, zusammen in «, ferner c,d, in b und d,c, in f; 


folglich ist identisch: 
(abcd) = (b, a, d, c), 
und da (Nr. 8) allgemein: 
(b, adc) = (a,b,c,d,) 


ist, so folgt: 
(abcd) = (a,b, ,d,). 
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Diese vier Paare entsprechender Elemente vertreten also nur drei 
Paare und bestimmen vollständig die projective Beziehung, also auch 
die Involution. Zwischen drei Paaren conjugirter Punkte einer Invo- 

Fig. 23. 


b ae B « Y 


en 1 Eee 


lution muss daher eine Bedingung bestehen, welche unmittelbar hervor- 
geht aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse. Fügen wir nämlich 
noch ein drittes Paar conjugirter Punkte cy den vorigen hinzu und 
denken uns dieses als e und e, oder f, und f (Fig. 23), so ist: 


(abce) Fa (a, b, ce) 
oder, wenn wir die Bezeichnung der conjugirten Punkte der Involution 


anwenden: (aabe) = («a ßy), 


ab ac «aß ay 
eb'’ac eb'ay 


das heisst: 


Dies lässt sich in mehr symmetrischer Gestalt so schreiben: 


ab.aß ac.ay 

| ab.eß ac.ay 
und in gleicher Weise ist: 

I. be.by ba.ba 
Be:Br T 
ca.ca cb.eß 


ya.yae yb.yß 
Ferner können wir folgende Gleichheit der Doppelverhältnisse 


Be ad) = (hihi) 
oder in der andern Bezeichnung: 


(bay) = (aßac), | 


das heisst: 
RE a AO E 
ba oy pa Be? 
da nun «a = — aa, so hebt sich ein Factor fort, und es ergeben sich 


die Relationen: 

aß.by.ca=ay.ba.cß, 
aß.be.ya=ac.ba.yß, 
by.ca.aß=ba.cß.ey, 
ca -abi py = cb ay» pa; 


II. 
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von denen die drei letzten aus der ersten durch Vertauschung zweier 
conjugirter Punkte (c und y, a und «, b und f) hervorgehen. 

Diese sieben Relationen zwischen drei Paaren conjugirter Punkte 
einer Involution bestehen, wenn eine von ihnen gilt; sie sind von 
Desargues aufgestellt, der solche sechs Punkte, welche diesen Be- 
dingungen genügen, „sechs Punkte in Involution“ nannte. 

Lässt man in der ersten Formel II. c und y in einem Doppel- 
punkt d zusammenfallen, so hat man: 


db. da (dß — da) = da . df (da — db), 
oder 
1 1 1 1 
data db tap 
also für alle Paare constant. 

Es ist wichtig, ein Kennzeichen zu besitzen, welches sofort ent- 
scheidet, ob eine durch zwei Paare conjugirter Punkte gegebene Invo- 
lution elliptisch oder hyperbolisch ist. Bei der hyperbolischen Involution 
liegen zwei conjugirte Punkte auf derselben Seite vom Mittelpunkt. 

Wenn also «« und bß auf verschiedenen Seiten des Mittelpunkts o 
liegen, so schliessen sie sich aus; befinden sie sich aber auf derselben 
Seite von o, so seien a und b die an o näheren Punkte der beiden 
Paare und von ihnen wieder a näher als b, dann folgt aus oa.o«a 
—0ob.oß, dass « weiter von o entfernt ist als f, also die Punkte die 
Reihenfolge oabß« haben und das Paar bf von a« eingeschlossen wird. 

Wenn aber die Involution elliptisch ist, so liegen zwei con- 
jugirte Punkte auf verschiedenen Seiten von o, nehmen wir a,b auf 
der einen, «, ß auf der andern; ist wiederum oa< ob, so folgt aus 
der nämlichen Gleichung, dass (absolut) oœ > oß; die Punkte haben 
die Reihenfolge baoße; jedes der beiden Paare a«,bß greift in das 
andere über: „sie trennen sich.“ Das gesuchte Kennzeichen ist also 
folgendes: 

Wenn eine Imvolution durch zwei Paare conjugirter Punkte aa 
und b p gegeben ist, so ist sie eine hyperbolische, wenn die beiden Paare 
sich ausschliessen oder eins. das andere einschliesst, eine elliptische, wenn 
sie sich trennen; im ersten Falle ist das Doppelverhältniss (a«bP) 
positiv, im zweiten negativ. 

Es empfiehlt sich, die beiden Lagen der Punktepaare aa, bB hyper- 
bolisch, bezw. elliptisch zu nennen. 
= Nehmen wir auf einer Gerade vier beliebige Punkte a,b,c,d 
an, so lassen sich dieselben auf dreifache Weise zu Paaren ordnen, 
nämlich: 

ab,cd | ac,bd | ad, be. 
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Bei jeder dieser Zuordnungen wird durch die zwei Punktepaare 
eine Involution bestimmt, und von diesen drei Involutionen ist nach 
dem obigen Kennzeichen und Nr. 10 immer eine elliptisch, die beiden 
andern sind hyperbolisch; z. B. 


ab, cd ac, bd ad, be 
elliptisch (e) hyperbolisch (%4) hyperbolisch (h,). 


Nehmen wir von einem beliebigen Punkte p des Trägers den 
conjugirten Punkt rücksichtlich dieser drei Involutionen, beziehlich 


We, E 
Wegen der zweiten und dritten Involution ist: 
(aben,) = (cdap), (badx,,) = (cdap); 
(aben) = (badan). 


Folglich sind m, und m, conjugirte Punkte der Involution (e), 
gleicherweise me und m, conjugirte Punkte von (h,), endlich m, und 7z 
conjugirte Punkte von (4). Hiernach gilt folgender Satz: 

Vier beliebige Punkte in einer Gerade als zwei Paare conjugirter 
Punkte aufgefasst bestimmen drei verschiedene Involutionen, von denen 
immer eine elliptisch: (e) und die beiden andern hyperbolisch sind: (h) 
und (h). Nimmt man von irgend einem Punkte p in der Gerade die 
conjugirten Punkte te, Ar, ny, in Bezug auf diese drei Involutionen, so 
sind m, und my conjugirte Punkte in (e), ne und m, conjugirte Punkte 
in (h) und x, und m, conjugirte Punkte in (h,). 

Auch zeigt sich das eigenthümliche reciproke Verhalten, dass die 
vier angenommenen Punkte a,b,c,d zu den vier Punkten p, ne, Ar, Tr 
genaw dieselbe Beziehung haben, wie diese zu jenen; d.h. wenn man von 
P, Me, 7%, 7, ausgeht und zu a die drei conjugirten sucht, erhält man 
b,c,d, wie aus den folgenden Projectivitäten sich ergiebt: 


also: 


(À) abedpa,n,a, N baden.pr,%, 

(h) abedpn.n,n,, N edaba,n,,P%e, 

(h,) abedpa,n,n, N deban,ın.Pp, 
womit wir zugleich das Zeichen N für „projeetiv“ einführen, welches 
von v. Staudt (1798 — 1867) herrührt. 

Die Doppelpunkte g, h der Involution (h) sind harmonisch zu a, e 
und zu b,d; aus (ghac) = (ghbd) = —1 folgt: (ghac) = (hgbd) und 
(ghac) = (hgdb). Die erstere Gleichung bedeutet, dass gh, ab, cd in 
Involution sind oder dass g, h conjugirt in (e) sind; die andere zeigt, 


www.rcin.org.pl 


43 


60 Involution von Punktepaaren. 


dass sie ebenso conjugirt in (h,) sind; und ebenso bilden die Doppel- 
punkte von (h,) je ein Paar in (e) und (h). 

Die Doppelpunkte einer jeden hyperbolischen von den drei Invo- 
lutionen bilden ein Paar in jeder der beiden andern. 

Sehr oft bietet sich die Frage dar: Ereignet es sich bei zwei beliebig 
auf einander gelegten Involutionen, dass ein Paar conjugirter Punkte 
der einen auf ein Paar der andern zu liegen kommt? Dazu wollen 
wir zunächst die Involution von der Gerade auf einen Kreis übertragen 
durch Projection aus einem Punkte desselben, wie in Nr. 34. Die 
Projectionen von aa, bß,cy... seien a,@,,ßıYı> 6171- -. Auf der Gerade 
haben wir die Projeetivität: 


aabBcy... N wabßye... 


demnach entsprechen in den krummen projeetiven Punktreihen auf dem 
Kreise den Punkten a,, «,, b, Bis Gi Pi - . . die Punkte aiti; Bi Op PCr- 
Wir können deshalb, weil auch durchgängiges Doppelt-Entsprechen 
stattfindet, von einer Involution auf dem Kreise sprechen. Auf der 
ausgezeichneten Gerade (Nr. 35) treffen sich also jede zwei Linien, 
welche entsprechende Punkte der krummen Punktreihen mit zwei 
andern über Kreuz verbinden. So verbinden a,b, und «,ß, die ent- 
sprechenden Punkte a, und «, mit den entsprechenden Punkten ß,,b, 
über Kreuz; also liegt (a, b,, «,ß,) auf der Gerade, und ebenso (b,c,,ß,Yı), 
(ca, Y,%). Folglich liegen die beiden Dreiecke a,b, c,, œ piy, perspectiv; 
die drei Geraden a,«,,.b,ß,, €,y, laufen in einen Punkt zusammen, der, 
schon durch a,«,, b,ß, bestimmt, sich nicht ändert, wenn c,,y, durch 
andere conjugirte Punkte der krummen Involution ersetzt werden. 

Demnach laufen bei der krummen Involution auf dem Kreise alle 
Verbindungslinien conjugirter Punkte in einen Punkt zusammen, den 
man das Centrum dieser krummen Involution nennt. 

Jene ausgezeichnete Gerade heisst die Imvolutionsawe. Auf ihr 
liegen also alle Punkte von der Art (a,b,, «,ß,), aber, da auch a,ß, 
und «a,b, die entsprechenden Punkte a, «œ mit den entsprechenden 
Punkten b,,ß, über Kreuz verbinden, auch die Punkte (a,ß,, «,b,), 
und endlich, indem wir die entsprechenden Punkte a,,«, mit den ent- 
sprechenden Punkten «,,a, über Kreuz verbinden, auch der Schnitt- 
punkt der Verbindungslinien a} @,«, «, d.h. der Tangenten in den 
conjugirten Punkten a,,«,. Also: 

Auf der Imvolutionsaxe schneiden sich auch die Tangenten in conju- 
girten Punkten der krummen Involution. 

Die Schnittpunkte der Axe mit dem Kreise, wenn solche vorhanden 
sind, sind die Doppelpunkte der krummen Involution,; andererseits müssen 
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das aber auch die Berührungspunkte der vom Imvolutionscentrum kommen- 
den Tangenten sein. 

Danach liegt das Centrum einer hyperbolischen krummen Involution 
ausserhalb des Kreises und das einer elliptischen innerhalb. 

Nun kommen wir auf die Frage nach einem gemeinsamen Paare 
zweier auf derselben Gerade gelegenen Involutionen zurück. Wir über- 
tragen beide in der beschriebenen Weise auf einen Kreis. Die Ver- 
bindungslinie der Punkte eines gemeinsamen Paares der krummen 
Involutionen, die ersichtlich mit den gegebenen gleichartig sind (Doppel- 
punkte gehen in Doppelpunkte über), muss durch beide Centren gehen. 
Ist also mindestens eine der Involutionen elliptisch, so liegt mindestens 
ein Centrum im Innern; die Verbindungslinie schneidet den Kreis. 

Die Tangenten in den Punkten eines gemeinsamen Paares müssen 
sich auf beiden Axen, also in deren Schnittpunkte begegnen; folglich 
muss derselbe, wenn ein gemeinsames Paar vorhanden sein soll, ausser- 
halb des Kreises liegen. 

Sind die Involutionen beide hyperbolisch, so können die einen 
Doppelpunkte zu den andern die hyperbolische oder die elliptische 
Lage haben, auf dem Kreise ersichtlich ebenso wie auf der Gerade. 
Die Involutionsaxen verbinden je die Doppelpunkte, und man erkennt 
sofort, dass der Schnittpunkt bei der hyperbolischen Lage ausserhalb, 
bei der elliptischen innerhalb liegt. Also: 

Zwei Involutionen auf derselben Gerade haben, wenn mindestens 
eine elliptisch ist, ein (reelles) Paar gemeinsam; dasselbe gilt, wenn beide 
hyperbolisch sind und ihre Doppelpunkte hyperbolisch liegen; hingegen 
haben sie kein gemeinsames Paar oder vielmehr ein gemeinsames Paar 
mit imaginären Punkten, wenn die Doppelpunkte elliptisch liegen. 

Aber dies auf zwei hyperbolische Involutionen bezügliche Resultat 
kennen wir längst: Das gemeinsame Paar ist das Paar der (reellen 
oder imaginären) Doppelpunkte derjenigen (hyperbolischen oder ellip- 
tischen) Involution, welche durch die Doppelpunkte der gegebenen 
Involutionen als durch zwei Paare conjugirter Punkte bestimmt 
werden. 

Hieraus ergiebt sich insbesondere folgende Eigenschaft der ellip- 
tischen Involution: In einer elliptischen Imvolution giebt es allemal zu 
einem beliebig gegebenen Paare conjugirter Punkte aa ein einziges und 
bestimmtes anderes Paar a'«!, welches durch das erstere harmonisch ge- 
trennt wird, d.h. so liegt, dass a,«,a!, «' vier harmonische Punkte 
sind, und zwar a, «, ebenso «a!, «! zugeordnet. Bei einer hyperbolischen 
Involution ist dies nicht möglich, weil da jedes Paar a« zu den 
Doppelpunkten elliptische Lage hat. 


www.rcin.org.pl 


44 


45 


46 


62 Involution von Punktepaaren. 


Es seien a«,bß zwei Punktepaare einer elliptischen Involution 
auf X, so schneiden sich die beiden Kreise, welche die Strecken ag, 
bB zu Durchmessern haben, weil dieselben in einander übergreifen. 
Die Schnitte P, Q, symmetrisch zum Träger A gelegen, bestimmen 
ein Kreisbüschel, für das dieser Träger die Centrale ist; die weiteren 
Kreise desselben schneiden die weiteren Paare conjugirter Punkte der 
Involution ein, die so für die verschiedenen Kreise Durchmesser- End- 
punkte werden. Zu einer zweiten elliptischen Involution auf X gehört 
ein zweiter Kreisbüschel, es seien P!, Q* seine Grundpunkte. Da auch 
sie symmetrisch zu A liegen, so erhellt, dass der Kreis, der durch 
drei von den Punkten P, Q, P!, @* geht und daher seinen Mittelpunkt 
auf A hat, auch den vierten enthält; er gehört zu beiden Büscheln und 
schneidet in A das gemeinsame Paar der beiden Involution ein. 

Wenn eine hyperbolische Involution vorliegt, so schneiden alle 
Kreise, welche über den Strecken der Punktepaare als Durchmessern 
construirt sind, denjenigen Kreis X,, welcher die Strecke zwischen 
den Doppelpunkten zum Durchmesser hat, rechtwinklig (Nr. 13), und 
umgekehrt, jeder Kreis, welcher diesen Kreis rechtwinklig schneidet 
und seinen Mittelpunkt auf dem Träger A der Involution hat, schneidet 
ein Paar derselben ein. 

Liegt auf A noch eine elliptische Involution, so sei der zugehörige 
Kreisbüschel mit den Grundpunkten P, Q construirt. Wir haben einen 
durch P gehenden und den X, rechtwinklig schneidenden Kreis, der 
seinen Mittelpunkt auf W hat; in Folge dessen geht er durch Q, und 
gehört zu diesem Kreisbüschel; er schneidet also das gemeinsame Paar 
der Involutionen ein. Es mag genügen, die beiden einfacheren Fälle 
auf diese Weise zu behandeln. 

Ferner, wenn a«, bß harmonisch sind, so schneiden sich die Kreise 
über deren Strecken als Durchmessern rechtwinklig in P, Q; sind also 
m und m’ die Mittelpunkte der Strecken und Kreise, so ist m Pm’ ein 
rechter Winkel; also geht der Kreis über mm’ als Durchmesser durch 
P und Q, und mm’ ist ein Paar der durch ag, bß bestimmten ellip- 
tischen Involution. 

Auf einer Gerade sind drei Punktepaare aa,,bb,,cc, gegeben; 
wir fragen nach einem Punktepaare &¢', für welches: 


(&aa,) = ($8°66,) = ($Fec,)* 
ist; wir wissen, dass es aus den Doppelpunkten der Projeetivität 


abe ra,b,c, besteht. Aus: (&’aa,)= (&8'bb,) folgt (&8’aa,)— (E'&b,b); also 


* Wir schliessen nicht imaginäre Punkte &,€ aus, ev. in die Doppel- 
verhältniss-Gleichheiten imaginäre Strecken a&,a&',... einführend. 
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sind 88, ab,, a,b Paare einer Involution; ebenso £¢', ac, a,c und &EE, bc, bc. 
Demnach ist 88 das gemeinsame Paar zweier von diesen drei Invo-. 
lutionen, etwa der beiden ersten, welche durch ab,,a,b, bezw. ac, a,c 
bestimmt sind, und gehört auch der dritten durch be,, b,c be- 
stimmten an. 

Halten wir die beiden ersten Paare aa,,bb, fest, so bleibt die 
erste Involution fest. 

Die Doppelpunkte aller Paare projectiver Punktreihen auf der näm- 
lichen Gerade, welche in zwei Paaren entsprechender Punkte aa,, bb, 
übereinstimmen, durchlaufen eine Involution, und zwar die durch die 
Paare ab,,a,b bestimmte. 

Insbesondere gilt auch: Wenn a«,bß zwei Paare einer hyper- 
bolischen Involution sind und &,& deren Doppelpunkte, so bilden ab, 
aß,&E' (oder aß, «b,&E') drei Paare einer andern Involution* 


Wir fanden eben: wenn gg,, YY, zwei Paare entsprechender Punkte 
zweier projectiver Punktreihen auf derselben Gerade und &,® die 
Doppelpunkte sind, dann sind 


EE- gUn Y1 


drei Paare einer Involution; nehmen wir an, dass r und y, sich in 3 
vereinigen, so dass y, und 9 die diesem Punkte 3 in beiderlei Sinne 
entsprechenden Punkte sind, so wird 3 der eine Doppelpunkt der In- 
volution, der andere ¢ ist harmonisch zu ihm in Bezug auf yr, und 
auf 88. Wegen der letzteren Harmonieität beschreiben, wenn 5 und 
mit ihm y,, Y bewegt werden, 3 und & eine Involution, von welcher &, &' 
die Doppelpunkte sind. Also: 

Wenn zwei projective Punktreihen auf der nämlichen Gerade liegen, 
zu jedem Punkte 3 derselben die ihm in beiderlei Sinne entsprechenden 
Punkte constrwirt werden und in Bezug auf diese der ihm harmonisch 
zugeordnete &, so entsteht durch die Pumktepaare 36 eine Imvolution, 
welche dieselben (reellen oder imaginären) Doppelpunkte hat, wie die 
gegebenen projectiven Punktreihen. 

Führen wir den Beweis für die Involution, ohne diese Doppel- 
punkte zu benützen. 

Es seien, wie in der Anmerkung zu Seite 43, rq, = 2d und die 
Potenz p, m die Mitte von rq,, ferner, wie oben, x, und y die beiden 
3 entsprechenden Punkte; so ist 


* Hieraus folgen die von Hesse (Journal für Mathematik Bd. 63 S. 179) an- 
gegebenen Sätze. 


www.rcin.org.pl 


47 


64 Involution von Strahlenpaaren. 


d’—-m3? 
13-41E,—p oder (ma+d) (mx, —d)=p, mu — td, a0 E 


lmz? 
ry.q3=p oder (my+d) (m; —d)=p, my. d, 3) al ; 


wegen der Harmonieität von 3 und & zu x, und y ist (Nr. 11): 


Porgi, 
ar ee 
also 
1 — 2 1? ə 
ER ia adine a a DR SC ma. mé = p + d. 
må må 


Damit ist bewiesen, dass 3 und ¢ eine Involution bilden, und wir 
erkennen überdies, dass die Mitte zwischen den Fluchtpunkten der pro- 
jeetiven Punktreihen der Mittelpunkt dieser Involution ist. Die Doppel- 
punkte haben von m die (reelle oder imaginäre) Entfernung + Vp + ®, 
dieselbe wie (nach jener Anmerkung) die Doppelpunkte der gegebenen 
projeetiven Punktreihen. 


$ 17. Involution von Strahlenpaaren. 


Der im vorigen Paragraphen durchgeführten Betrachtung steht 
eine gleichlaufende zur Seite für zwei in der Weise auf einander 
liegende (concentrische) projective Strahlbüschel, dass die entsprechen- 
den gleichen Winkel des einen oder des andern Systems verkehrt auf 
einander fallen. Da diese Betrachtung der vorigen ohne Schwierigkeit 
nachgebildet werden kann, so genüge es, nur die Resultate anzuführen, 
welehe auch unmittelbar durch Projection aus den vorigen abgeleitet 
werden können: 

Liegen zwei projective concentrische Strahlbüschel in der Weise auf 
einander, dass die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel st, sit, 
verkehrt auf einander fallen: s auf t, und t auf s,, so fallen die Schenkel 
sämmtlicher Paare des einen oder andern Systems entsprechender gleicher 
Winkel (xy) und (xy) verkehrt auf einander, nämlich x auf y, und y 
auf x, und zwar findet dieses für das eine oder andere System statt, 
je nachdem die Strahlbüschel gleichlaufend oder ungleichlaufend sind. 

Wenn bei zwei concentrischen projectiven Strahlbüscheln die Schenkel 
irgend eines Paares entsprechender gleicher Winkel verkehrt auf einander 
fallen, x,y auf Yy, &, so fallen sämmtliche Paare von Schenkeln ent- 
sprechender gleicher Winkel desjenigen Systems, welchem jenes Paar an- 
gehört, verkehrt auf einander. 

Nur bei den Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel st, 
Sit, welche beiden Systemen angehören, kann sowohl das eine, wie 
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das andere System in der angegebenen Weise zur Deckung gebracht 
werden, indem man die Strahlbüschel einmal gleichlaufend, das andere 
Mal ungleichlaufend so auf einander legt, dass s auf £, und ¢ auf s, 
fällt. Ein solches Doppelgebilde heisst eine Involution von Strahlen- 
paaren, die Schenkel irgend eines Paares verkehrt auf einander fallender 
entsprechender gleicher Winkel ein Paar conjugirter Strahlen der Invo- 
lution oder kurz ein Paar, die Schenkel der auf einander fallenden 
entsprechenden rechten Winkel s(t,) und (s,) ihre Axen. Wenn die 
die Involution erzeugenden Strahlbüschel gleichlaufend sind, so heisst 
sie eine elliptische, wenn sie ungleichlaufend sind, eine hyperbolische. 
Im letzteren Fall liegen die besonderen Strahlen g, g, auf einander und 
h, h, ebenfalls; dies sind die beiden Doppelstrahlen der hyperbolischen 
Involution; ihre Winkel werden durch die Axen gehälftet. Im ersteren 
Fall giebt es keine Doppelstrahlen, es fällt g auf A, und h auf g, 
und diese besonderen Strahlen heissen Potenzstrahlen. 

Sind x, & irgend zwei conjugirte Strahlen der Involution, m und u 
die Axen, so ist immer (Nr. 27) sowohl: 

tg (mx). tg (mE) = const., 
als auch: 
tg (ux) . tg (u£) = const. 


Diese beiden Constanten — die Potenzen der Involution — sind 
(Nr. 27) reciprok zu einander. 

Bei der elliptischen Involution liegt von zwei conjugirten Strahlen 
x,& immer der eine in dem einen rechten Winkel (mu) der Axen, 
der andere im Nebenwinkel: xë und mu trennen sich; die beiden 
Potenzen sind negativ. Bei der hyperbolischen aber liegen beide 
Strahlen x, & in demselben Winkel (mu) und werden also von m und u 
eingeschlossen; die beiden Potenzen sind positiv. Ist bei ihr d einer 
von den Doppelstrahlen, so ist: 

tg ma . tg m = tg’ md; 
also sind je zwei conjugirte Strahlen einer hyperbolischen Involution har- 
monisch zu den Doppelstrahlen; und umgekehrt: Alle Paare von 
- Strahlen, welche zwei festen Strahlen harmonisch zugeordnet sind, bilden 
eine hyperbolische Involution, deren Doppelstrahlen die beiden festen 
Strahlen sind. 

Bei der elliptischen Involution sind dann, durch Uebertragung 
dieses Satzes, je zwei conjugirte Strahlen harmonisch zu den imagi- 
nären Doppelstrahlen. 

Eine Strahlinvolution ist ein in sich projeetives Doppelgebilde von 


der Art, dass, wenn man aus jedem Paare conjugirter Strahlen einen 
Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 5 
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herausnimmt und diese Strahlen als ein Strahlbüschel abe... auifasst, 
die conjugirten Strahlen «, ß, y... ein mit dem ersten projeetives 
Strahlbüschel bilden und diese beiden Strahlbüschel in der angegebenen 
eigenthümlichen Weise auf einander liegen. Wir können dabei die 
eonjugirten Strahlen eines Paares mit einander vertauschen, ohne jene 
projective Beziehung zu alteriren; denn, da die Strahlen eines solchen 
Paares nach der ursprünglichen Entstehung der Involution als x(y,) 
und x (y) aufgefasst werden müssen, so können sie sowohl als æ, x, 
gelten, wie auch als y,, y. Die Strahlinvolution besitzt die Eigen- 
schaft, dass sie auf jeder beliebigen Transversale eine Punktinvolution 
ausschneidet, deren Paare conjugirter Punkte durch die Paare con- 
jugirter Strahlen fixirt werden, und umgekehrt, jede Punktinvolution 
mit irgend einem Punkte der Ebene durch Strahlen verbunden liefert 
eine Strahlinvolution; denn das Doppelt-Entsprechen überträgt sich. 

Eine Strahlinvolution ist vollständig bestimmt durch zwei Paare 
(willkürlich anzunehmender) conjugirter Strahlen, zwischen drei Strahlen- 
paaren a«,bß,cy finden die aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse 
entspringenden Relationen statt: 


sin (ab) . sin (aß) sin (ae). sin (ay) 


sin («b). sin («ß) sin (ee). sin («y)’ 


p CEEL O a e 


sin (ße). sin (By) sin (fa) . sin (Ba)? 


sin (aß). sin (by) . sin (c«) = sin (ay) . sin (ba) . sin (eß), 

I sin (aß) . sin (be) . sin (pæ) = sin (ac) . sin (b«) . sin (y6), 
) sin (by) . sin (ca) . sin («ß) = sin (ba) . sin (cf) . sin («y), 
sin (ce). sin (ab). sin (By) = sin (cb) . sin (ay) . sin (Be). 


Es gilt wiederum folgendes Kennzeichen dafür, ob eine Strahl- 
involution, welche durch zwei gegebene Paare conjugirter Strahlen ae, 
bB bestimmt wird, elliptisch oder hyperbolisch ist: Wird das eine 
Strahlenpaar aa durch das andere bB getrennt, also auch umgekehrt, 
(d.h. fällt b in einen Winkelraum a« und B in den Nebenwinkelraum), 
so ist die Involution elliptisch; wird dagegen das eine Strahlenpaar durch 
das andere nicht getrennt, so ist sie hyperbolisch. 

Wir nennen die beiden Lagen der Strahlenpaare auch, wie in 
Nr. 41, elliptisch und hyperbolisch. 

Ein eigenthümliches Auftreten der Imvolution zeigt sich bei 
folgender Betrachtung: Sind drei beliebige durch einen Punkt gehende 
Strahlen a,b,c gegeben (oder drei Punkte auf einer Gerade), so kann 
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man zwei derselben in dreifacher Weise als zugeordnete Strahlen auf- 
fassen und zu dem jedesmaligen dritten den zugeordneten vierten har- 
monischen Strahl construiren; es seien also «,ß,y bestimmt durch 
die Beziehungen: 


(cba«) = — 1, (acbß)=—1, (bacy) =— 1. 


Aus: (acbß) = (abcy) folgt, dass b und ¢ ein Paar, ß und y ein 
zweites Paar conjugirter Strahlen einer Involution sind, welche a zu 
einem Doppelstrahle hat; denn b und c entsprechen sich doppelt, und 
wenn dies bei einem Paare entsprechender Elemente der Fall ist, so 
gilt es auch bei den weiteren; solche sind 8 und y, a und «œ. Der 
andere Doppelstrahl ist «, als der a zugeordnete vierte harmonische 
Strahl in Bezug auf b und c; mithin müssen a und « auch harmonisch 
liegen zu ß und y, also: 


(Bau) = —1, 
(«yßb) = —1 
(Baye) =— 1. 


Es findet daher zwischen den sechs Strahlen a,b,c,«,ß,y das 
eigenthümliche reciproke Verhalten statt, dass die drei ersten von den 
drei letzten ebenso abhängen, wie diese von jenen. 

Aus der Relation: 


ebenso 


und 


(cba«) = (paa) 


folgt sodann, dass a«, bß, cy drei Paare conjugirter Strahlen einer 
Involution sind, und zwar einer elliptischen. Denn weil b,c zu a, « 
harmonisch sind, so fällt b in den einen und c in den andern Winkel 
(a«); der eine Winkel (ac) ist also ein Theil dieses letztern Winkels 
(a«), in welchem b nicht enthalten ist; folglich enthält dieser Winkel 
(ac) nicht b und daher den vierten harmonischen Strahl ß, also liegen 
b und ß in verschiedenen Winkeln (aa). 

Ebenso sind je a«,by,cß; ay,bß,ca; aß,b«,cy in Involution; 
diese drei Involutionen sind hyperbolisch, die drei Paare einer jeden 
haben die Eigenschaft, dass die Strahlen, welche zu den beiden Strahlen 
eines Paars conjugirt sind in der früheren Involution, wiederum ein 
Paar derselben jetzigen bilden; so z. B. gehen durch die frühere die 
Paare a«,by,cß in «a, ßc,yb, also eins in sich selbst, die beiden 
andern in einander über. 

Die Involution a«,bß,cy ist elliptisch, ihre Doppelstrahlen i, ù 
also imaginär; nach der obigen Uebertragung auf imaginäre Gebilde 
müssen sie sowohl durch a, «, als auch durch b, 8 und durch ce, y har- 


-$ 


5# 
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monisch getrennt werden; da aber auch b,c durch a,« harmonisch 
getrennt werden, so gehören ii; und be einer Involution an, deren 
eines Doppelelement «æ ist; wir haben demnach folgende projective 
Gebilde: 

iù abe N iiacb 
und ebenso: 

iabe A iicba, 

ii,abe TS htbac. 


Also: 


und ebenso (ii ab) = (h iac) = (iù ca) 


= (04 be); 


ii,abe Nii,bea N ii cab. 


oder 


Hieraus ergeben sich die Werthe der Doppelverhältnisse (iabe) und 
(iabe); setzen wir (iabe) = x, so folgt aus den Gleichheiten: 
(iabe) = (ibca) = (icab) 
1 æ—i 


= ? 


a ee = 


d. h. die quadratische Gleichung: 


ne BR ati 
a ha T E 


deren beide imaginäre Wurzeln: 


| 
w 


ER FR Km y 
die Werthe der Doppelverhältnisse (iabe) und (i abc) sind, d.h. die 
imaginären cubischen Wurzeln der negativen Einheit, welche bekannt- 
lich reciprok zu einander sind. Ein solches System von vier Ele- 
menten a,b,c,i oder a,b,c,i, nennt man ein äqwianharmonisches 
System von vier Elementen*, weil zu drei willkürlichen Elementen «a, b, € 
das vierte ¿ dadurch bestimmt wird, dass von den Werthen, welche 
das Doppelverhältniss (dabe) durch eyklische Vertauschung der Ele- 
mente a,b,c annehmen kann, die drei sonst verschiedenen: 


T: æ—i 
2; 1— x £ 


einander gleich werden. Reciprok zu ihnen sind die drei andern eben- 
falls gleichen (iacb), (icba), (ibac). Mit diesen sind (i abc), (i bca), 
(icab), mit jenen (i acb), (ù cba), (i ba) gleich. 


* Siehe Oremona, Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen 
Curven, deutsch von Curtze (Greifswald 1865) Nr. 26. 


www.rcin.org.pl 


Involution von Strahlenpaaren. 69 


Wir fanden i,i, als die beiden imaginären Doppelelemente einer 
elliptischen Involution a«,bß,cy; sie sind aber auch, wie sich oben 
ergeben hat, die Doppelelemente der Projeetivität: 


abe N bca 
oder: 

bea7 cab, 
die man eine cyklische Projectivität nennt. 


Bei harmonischen Elementen sind dreimal zwei von den sechs 
Doppelverhältnissen gleich: 


1 1 1 1 
k=7, 1-k=1-7, gt z 
bei äquianharmonischen zweimal drei: k 
1 k—1 1 k 
re 


Wir müssen noch zwei besondere Fälle einer Strahlinvolution er- 
wähnen, in welchen diese einen sehr einfachen Charakter annimmt. 


Im allgemeinen giebt es in jeder Strahlinvolution nur ein Paar 
zu einander rechtwinkliger conjugirter Strahlen, die Axen derselben, 
weil es im allgemeinen bei zwei projectiven Strahlbüscheln nur ein 
Paar entsprechender rechter Winkel giebt. Andererseits dürfen wir 
aber zur Bestimmung der Strahlinvolution zwei Paare conjugirter 
Strahlen willkürlich annehmen, und es steht uns frei, diese Paare a«, 
bB beide rechtwinklig anzunehmen, also eine Strahlinvolution zu bilden, 
welche zwei Paare rechtwinkliger eonjugirter Strahlen hat; sie muss 
elliptisch sein, weil zwei rechte Winkel mit demselben Scheitel einander 
trennen. Betrachten wir a,« als die Axen, so ist: 


tg (ax) . tg (a£) = const. = tg (ab) . tg (aß); 


1 
(ap) = (ab) + 90° und tg (ab) = — ui 
ist, so folgt: 


weil aber 


tg (ax) . tg (a$) = — 1; 


und hieraus ergiebt sich wieder, dass der Strahl & auf dem conjugirten 
Strahl æ senkrecht stehen muss; also sämmtliche Paare conjugirter 
Strahlen bilden rechte Winkel. Eine solche Strahlinvolution, welche 
nur aus rechten Winkeln besteht, also nicht nur ein Axenpaar, sondern 
unendlich viele Axenpaare hat, soll rechtwinklig, orthogonal oder auch 
circular heissen. Wir schliessen also: Wenn eine Strahlinvolution zwei 
Paare rechtwinkliger conjugirter Strahlen hat, so sind sämmtliche Paare 
conjugirter Strahlen rechtwinklig. 
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Zweitens wissen wir, dass jede zwei conjugirten Strahlen einer 
hyperbolischen Strahlinvolution harmonisch zu den Doppelstrahlen sind; 
nehmen wir nun insbesondere diese beiden Doppelstrahlen, welche je 
zwei zusammenfallende conjugirte Strahlen vertreten, also zur Be- 
stimmung der Involution gerade ausreichen, auf einander rechtwinklig 
an, so muss jedes Paar xë mit ihnen gleiche Winkel bilden (Nr. 15). 
Hieraus geht eine Strahlinvolution besonders einfacher Art hervor, 
welche gleichseitig-hyperbolisch heisst und die charakteristische Eigen- 
schaft besitzt, dass ihre Doppelstrahlen zu einander rechtwinklig sind, 
also mit den Axen Winkel von 45° bilden; wir können auch sagen: 
Alle durch einen Punkt gehenden Paare von Strahlen, welche zu einem 
festen Strahl gleich geneigt sind, bilden eine gleichseitig-hyperbolische 
Strahlinvolution. 

Die involutorische Lage zweier projecetiver Gebilde tritt nicht allein 
bei gleichartigen Gebilden auf, deren Träger zusammenfallen, also bei 
zwei auf einander liegenden Punktreihen und bei zwei concentrischen 
Strahlbüscheln, sondern kann auch bei zwei verschiedenartigen Ge- 
bilden: einem Strahlbüschel und einer Punktreihe, deren Träger beliebig 
in der Ebene liegen und die in projeetiver Beziehung stehen, vorkommen. 
Dies ist der Fall, wenn die beiden Gebilde B (abe...x...) und 4, 
(6,%,...X,...) derartig liegen, dass jeder Strahl x des Strahlbüschels 
durch einen Punkt y, der Punktreihe geht, dessen entsprechender 
Strahl y den dem Strahle x entsprechenden Punkt x, enthält. Dies 
tritt immer ein, sobald es nur einmal eintritt, und es bilden alsdann 
die Strahlenpaare xy eine Strahl-, die Punktepaare Yg, eine Punkt- 
involution; diese liegt mit jener perspectiv. Wir sagen daher: Strahl- 
büschel (B) und Punktreihe (M) liegen involutorisch, ein Verhalten, 
welches sich z.B bei Pol und Polare eines Kegelschnitts darbietet 
(Nr. 98). 

Da jede der beiden Involutionen durch zwei Elementenpaare ein- 
deutig bestimmt ist, so folgt, dass, wenn zwei Strahlenpaare einer 
Strahlinvolution durch zwei Punktepaare einer Pumnktinvolution gehen, 
jedes Paar jener durch ein Paar dieser geht; die Involutionen sind dann 
perspectiv. 

Hieran können wir den Beweis eines wichtigen Satzes anschliessen: 

Wenn zwei elliptische Punktinvolutionen gegeben sind, so giebt es 
immer zwei Punkte, aus denen sie je durch die nämliche Strahlinvolution 
projieirt werden. 

Der gemeinsame Punkt der beiden Träger sei «a und ihm seien in 
den beiden Involutionen die Punkte «,«@' conjugirt. Dann giebt -es 
nach Nr. 44 in jeder ein zweites Paar conjugirter Punkte, dass zu ag, 
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bezw. a«' harmonisch ist. Wenn diese Paare bß, b’ß' sind, so ist 
sowohl aabß N a«'b'ß', als aabB N a«'ß'b. Da nun perspective Lage 
besteht, so laufen ««', bb‘, ßß' in einen Punkt B zusammen und ««', 
bB', b' in einen Punkt B, zusammen. Wird in beiden Fällen als 
vierter Strahl der nach a hinzugefügt, so haben wir durch jeden der 
beiden Punkte B, B, zwei Strahlenpaare, die durch zwei Punktepaare 
der einen und zugleich durch zwei Punktepaare der andern Involution 
gehen; die durch sie bestimmte Strahlinvolution ist daher zu beiden 
Punktinvolutionen perspectiv. | 

Bemerken wir, dass die beiden Punkte B, B, auf der Gerade 
liegen, welche die dem gemeinsamen Punkte der Träger der gegebenen 
Involutionen conjugirten Punkte verbindet. 

Ebenso giebt es zu zwei elliptischen Strahlinvolutionen zwei 
Geraden, auf deren jeder sie dieselbe Punktinvolution einschneiden. 


$ 18. Vorkommen von Involutionen beim vollständigen Viereck 
und Vierseit. Die Hauptsätze der Theorie der Transversalen. 
Es sei ABCD ein vollständiges Viereck, von dem sich die Gegen- 51 
seiten: BO, DA in x, 
CA,DB in y, 
AB, DC in z, 
den drei Diagonalpunkten, treffen; schneiden wir diese sechs Seiten 
durch irgend eine Transversale und bezeichnen (Fig. 24) die Schnitt- 


punkte der Gegenseiten BC, DA mit a und g, 


Y > 
» ” CA, DB » b ” ß, 
» 2 AB, DC ”„ C » Ya 
so ist zunächst: Fig. 24. 


(ar OB) = (zaB0). 


Die Projection der Punkte 
a,x,C,B aus A auf die Trans- 
versale und der Punkte x, a, B, © 
aus D liefert die Gleichheit der 
Doppelverhältnisse: 


(aabe) = (aaßy); 
auf der Transversale finden sich also vier Paare entsprechender Punkte 
zweier projecetiver Punktreihen dergestalt, dass die entsprechenden 
gleichen Strecken a« und «a verkehrt auf einander fallen; a«, bp, cy 
sind drei Paare conjugirter Punkte einer Involution; also gilt der Satz: 
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Die Schnittpunkte der drei Gegenseitenpaare eines vollständigen Vier- 
ecks mit einer beliebigen Transversale bilden drei Paare conjugirter Punkte 
einer Involution. 

Dieser Satz enthält als speciellen Fall in sich die harmonische 
Eigenschaft des vollständigen Vierseits (Nr. 16); denn, geht die be- 
liebige Transversale insbesondere durch zwei Diagonalpunkte x, y, so 
werden diese die Doppelpunkte der Involution, und die Schnittpunkte 
des dritten Seitenpaares müssen zu ihnen harmonisch liegen (Nr. 38). 
Der Satz selbst ist aber wiederum nur ein speeieller Fall eines all- 
gemeineren, den wir später finden werden und bei welchem die ganze 
Involution zum Vorschein kommt (Nr. 168). 

Aus dieser Eigenschaft des vollständigen Vierecks ergiebt sich 
eine lineare Construction beliebig vieler Punktepaare einer Involution, 
von welcher zwei Paare conjugirter Punkte a« und bß gegeben sind. 
Um nämlich zu irgend einem Punkte ¢ des Trägers den conjugirten y zu 
finden, ziehe man durch c eine beliebige Gerade, nehme auf ihr zwei be- 
liebige Punkte A und B an und suche die Schnittpunkte (Ab, Ba)= C 
und (Aa, Bß) = D auf; dann geht CD durch den gesuchten Punkt y. 

Nehmen wir an, dass a,«,b,c fest bleiben, während f sich be- 
wegt, und infolge dessen auch y; so bleibt auch C fest, während D 
auf A« eine Punktreihe beschreibt, die zu der von ß beschriebenen 
perspectiv ist; y wiederum beschreibt eine Punktreihe, welche zu jener 
von D beschriebenen perspectiv ist. Folglich erzeugen ß und y pro- 
jective Punktreihen auf derselben Gerade; und man erkennt leicht, 
dass sowohl in a, als in « diese beiden Punkte 8 und y sich vereinigen. 

Es drängt sich hierbei die Frage auf, wann bei einer Transversale die 
Involution elliptisch und wann sie hyperbolisch wird. Wir brauchen bei der 
Bewegung der Transversale nur zwei Paare conjugirter Punkte a«a, bß zu 
verfolgen und nachzusehen, ob das eine Paar durch das andere getrennt 
wird oder nicht, und erkennen, dass zwei Fälle zu unterscheiden sind: 

a) Vom den vier Ecken liegt keine innerhalb des Dreiecks der drei 
andern; dann ist die Imvolution auf der Transversale hyperbolisch oder 
elliptisch, je nachdem sie eine gerade oder eine ungerade Zahl von Ecken 
auf jeder ihrer Seiten hat. 

b) Wenn aber eine der Ecken vom Dreiecke der andern eingeschlossen 
wird, so tritt das umgekehrte Verhalten ein. 

Durch zwei Paare einer Involution und einen einzelnen Punkt auf 
einer Gerade ist der diesem conjugirte Punkt eindeutig bestimmt. Also geht 
von allen vollständigen Vierecken, von denen zwei Paare Gegenseiten und eine 
fünfte Seite durch jene fünf Punkte gehen, auch die sechste Seite durch 
einen festen Punkt der Gerade, den sechsten Punkt in Involution zu jenen. 


www.rcin.org.pl 


Involutionen beim Viereck und Vierseit. Transversalentheorie. 73 


Lassen wir die Gerade ins Unendliche gehen und beschränken uns 
auf zwei Vierecke, so ergiebt sich: 

Wenn zwei Paare Gegenseiten und eine fünfte Seite eines vollstän- 
digen Vierecks mit eben solchen Seiten eines andern parallel sind, so 
sind es auch die sechsten Seiten. 

Es ist wünschenswerth, für diesen Satz, der in der Statik werth- 
voll geworden ist, einen Beweis zu haben, der die unendlich ferne 
Gerade nicht voraussetzt. Da sind aber zwei wesentlich verschiedene 
Fälle zu unterscheiden. Offenbar ist jeder Seite des einen Vierecks 


Fig 25. B' SERESA G 
A 
x \ 


E 
X Fe 
E 
E I bo 
\ 
or 


eine des andern zugeordnet und die Gegenseiten sind es dann auch; 
nun können drei Seiten des einen Vierecks und ihre zugeordneten im 
andern sich gleichartig verhalten, d.h. sie bilden in beiden Vierecken 
ein Dreieck oder gehen in beiden durch denselben Punkt; oder sie 
verhalten sich ungleichartig, d. h. sie bilden in dem einen Viereck ein 
Dreieck, während sie im andern dureh einen Punkt gehen; und wenn die 
eine oder andere Zuordnung einmal statt hat, so findet sie durchweg statt. 

Bewirken nun die fünf vorausgesetzten Parallelismen die erste 
(gleichartige) Zuordnung, so erkennt man die beiden Vierecke leicht 
als ähnliche und ähnlich gelegene Figuren, und der Parallelismus der 
sechsten Seiten folgt .daraus. 

Den Fall der andern Zuordnung, der gerade in der Statik auftritt, 
führen wir auf den ersten zurück. 

Die beiden Vierecke seien ABCD und A'Bb'C'D'; wir setzen 
voraus (Fig. 25): AB || A'’B', OD || C'D'; AC || A'C', BD || B'D'; und 
AD nicht || A'D', sondern || B'O". 
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Dann legen wir an AD eine der A'.b'C'D! ähnliche und ähnlich 
gelegene Figur EADF an, so das E,A,D,F den 4', BnG D!' 
homolog sind. Es fallen AE, AB, beide parallel zu A’.B', in dieselbe 
Gerade, ebenso DF und CD; ferner werden AF und BD parallel, 
weil beide zu B'D', und ebenso AC und ED, weil beide zu A'C'; 
endlich ist auch EF | A'D' nach dem ersten Falle. 


Nennen wir nun @ den Schnitt von EAB und FDO, so ist: 


GA _ GC i "a2 BB. 
20700: Pe ir 

also: 
BB: GO Me tin ne 
qa gp ud BCO|EF|AD. 


Durch eine Drehung des einen Vierecks können wir den Satz 
noch verallgemeinern; bei einer Drehung um 90° z. B. ergiebt sich: 

Wenn zwei Paare Gegenseiten und eine fünfte Seite eines voll- 
ständigen Vierecks zu. eben solchen Seiten eines andern senkrecht sind, 
so sind auch die sechsten Seiten zu einander senkrecht. 

Auch den Inhalten der Figuren giebt man Vorzeichen, je nach 
dem Sinne, in dem sie entsprechend der Benennung umlaufen werden; 
wird ein Dreieck ABO, BCA, CAB genannt, so hat sein Inhalt das 
eine und bei den Benennungen ACB, CBA, BAC das andere Vor- 
zeichen. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass, wenn AB und MN sich in © 
schneiden, auch dem Vorzeichen nach ist: 

AC _ MNA, 
BOS MNB? 


denn AC und BC sind den Höhen der beiden Dreiecke aus A und B 
proportional, und dass die Formel auch in Bezug auf die Vorzeichen 
richtig ist, lehrt die Anschauung der beiden Fälle, wo C ausserhalb 
AB oder zwischen A und B liegt. 

Eine Transversale schneide die Seiten AB, BC, CD,... GA eines 
Polygons in a,b,c...g, so hat man, wenn M, N zwei auf sie gelegte 
Punkte sind: 


Aa MNA Bb MNB 


ei ; Gg __ MNG, 
Ba ENB C5.:.MNO 


Ag. MNA’ 


also: 
Aa Bb Gg 


re a da 


Das Product der Verhältnisse, in denen eine Transversale die Seiten 
eines Polygons schneidet und welche ceyklisch gebildet sind, ist stets + 1. 
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Oder das Product der einen nicht zusammenhängenden Abschnitte 
ist gleich dem der andern ebenfalls nicht zusammenhängenden: 


Aa.Bb...dg=-Ba.Cb... Ay. 


Bei einem Dreiecke bezeichnen wir die Schnitte mit BC, CA, AB 
lieber mit a,b,c und haben: 


Ba Cb Are 


1. Ga Ap a 


oder 


Ba. Cb. Ac = Ca. Ab. Bce. 


Dieser Satz wird nach Menelaus, einem griechischen Geometer 
aus dem ersten Jahrhundert n. Chr., benannt.” 

Umgekehrt, wenn a,b,c so auf den Seiten eines Dreiecks liegen, 
dass diese Beziehung statt hat, dann befinden sie sich in gerader Linie. 

Denn wenn ab die AB in ¢ trifft, so hat man: 


Ba í Cb ; Ac 
Ca: Ab: Be. 


1, 


woraus, in Verbindung mit der Voraussetzung, sich 

ASAL 

Be .4Ae 
ergiebt, d.h. die Identität von c und c', also die Geradlinigkeit von 
a,b,c. 

Man kann den Satz von Menelaus auch aus der involutorischen 
Eigenschaft des vollständigen Vierecks ableiten; man fügt zu den 
Ecken von ABC als vierten Punkt einen unendlich fernen D zu; die 
parallelen Geraden AD, BD, OD mögen die Transversale in «, ß, y 
treffen; dann sind a«,bß,cy in Involution. Also ist nach Nr. 40: 

aß.by.ca=ay.ba.cß, 
oder: 


aß by ca ? 
TATA Be 


aber wegen des Parallelismus ist: 


demnach: 


* Menelaus, Sphaericorum libri tres (Lemma I im 3. Buche, dem als Theorema I 
der entsprechende sphärische Satz vorangeht). 
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Nehmen wir ferner an (Fig. 26), dass die Verbindungslinien eines 
Punktes O mit den Ecken A, B, C die Gegenseiten BC, CA, AB in 
i, b, & treffen, so hat man 
Ba ABO 06 8200 Aa 040, 


Ca, CO 1,48: BAO S Bei OBO? 
nun ist ABO = — BAO, u.s. w.; also: 
Ba, 0b, Ae 


Wenn also die Verbindungslinien eines Punktes mit den Ecken 
A, B,C eines Dreiecks die (Gegenseiten in a,,b,,c schneiden, so gilt 
diese Beziehung 2. | 

(Satz von Ceva, italienischem Mathematiker des 17. Jahrhunderts.)* 

Umgekehrt, wenn sie gilt, so laufen Aa,, Bb,, Cc, in einen Punkt 
zusammen. Man beweist, wie oben, wenn ¢', der Schnitt der Verbindungs- 
linie der Punkte (Aa,, Bb,)und C mit 
AB ist, die Identität dieses Punktes mit c. 

Im früheren Falle lehrt das posi- 
tive Vorzeichen des Products der Theil- 
verhältnisse, dass von den Punkten a, b,c 
entweder keiner oder zwei zwischen den 
Ecken liegen, während im jetzigen Falle, 
wo es negativ ist, alle drei Punkte a, ,b, ,c, 
zwischen den Ecken liegen oder nur einer. 

Werden num zu den drei in gerader Linie gelegenen Punkten a,b,c 
auf den Seiten von ABC die vierten harmonischen Punkte a,, b,, €, 
je in Bezug auf die Ecken constrwirt, so dass: 

Ba, Ba Ch, _ Cb Ac, Ac 


Fig. 26. 


Ca, A 0a’ re Ab’ M Be’ 
so folgt aus 1. offenbar 2., also laufen Aa,, Bb,, Ce, in einen Punkt 
zusammen; und umgekehrt. So wird jeder Gerade abe ein Punkt zu- 
geordnet; und umgekehrt. Man nennt Gerade und Punkt, die so zu 
einander gehören, harmonische Polare und harmonischen Pol in Bezug 
auf das Dreieck. Aber man erkennt auch leicht, dass: 


a ee Ba Cb Ac 
Ca Au aE T o Da AONE 


- t, 


dass also «a,b,,c, und ebenso a,,b,c, und a,,b,,c je in gerader Linie 
liegen und Aa, Bb, Cc; Aa, Bb,,Cc; Aa,, Bb, Ce je in einen Punkt 
zusammenlaufen. 


* Natürlich findet sich bei den älteren Mathematikern nicht der Vorzeichen- 
Unterschied. 
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Diese Sätze bilden das Fundament einer besonders von französischen 
Geometern, namentlich Carnot (1753 -— 1823), Brianchon (geb. 1785), 
Poncelet (1188—1867) ausgebildeten Theorie: Theorie der Transversalen. 

Es bleibt noch übrig, die analoge Betrachtung für das vollständige 
Vierseit anzustellen; da der Gang der Untersuchung aber genau derselbe 
ist, so genüge es, die Resultate anzugeben: 

Werden die Gegeneckenpaare AB und ED, AC und BD, AD 
und BE eines vollständigen Vierseits ABBED mit irgend einem Punkte 
der Ebene durch gerade Linien verbunden, so bilden dieselben drei Paare 
conjugirter Strahlen einer Strahlinvolution. 

Sehen wir zu, wann die Involution elliptisch und wann sie hyper- 
bolisch ist. Durch die vier geraden Linien A, Y, €, D wird die ganze 
unendliche Ebene in elf Gebiete zerschnitten, von denen drei einen 
endlichen, die andern acht einen unendlich grossen Inhalt haben. Von 
diesen elf Räumen sind fünf von solcher 
Beschaffenheit, dass für ihre Punkte die 
Involution hyperbolisch wird; wir haben 
diese Räume in Fig. 27 mit (h) be- 
zeichnet; die andern sechs Räume (e) 
aber liefern für jeden in ihnen enthal- 
tenen Punkt eine elliptische Involution. 
Die Seiten des vollständigen Vierseits 
trennen die Räume (A) von den Räumen (e). 

Die fünf Räume (h) sind gerade diejenigen, in welche die drei 
Diagonalen des vollständigen Vierseits hineinfallen, während die sechs 
Räume (e) von den Diagonalen nicht getroffen werden. 

Insbesondere kann man nach solchen Punkten P in der Ebene 
fragen, für welche die Involution, welche nach den drei Paaren Gegen- 
ecken des vollständigen Vierseits a«,bß,cy geht, orthogonal ist. Es 
giebt höchstens zwei solche Punkte in der Ebene; beschreibt man 
nämlich über ææ und über bß als Durchmessern zwei Kreise, so 
schneiden sich dieselben in den gesuchten Punkten P und P'; denn 
die Involution aus jedem derselben enthält zwei rechtwinklige Paare 
und folglich sind alle Paare rechtwinklig. Es muss also auch der 
Kreis, welcher über cy als Durchmesser beschrieben wird, durch die- 
selben beiden Punkte P und P' gehen. Hieraus folgt, dass die Mitten 
der drei Diagonalen aa, bB, cy eines vollständigen Vierseits auf einer 
Gerade liegen müssen, der Centrale dieses Kreisbüschels durch P, P'. 
Diese Eigenschaft bleibt erhalten, auch wenn die Kreise über a« 
und bf als Durchmessern sich nicht treffen, also die Punkte P und P' 
nicht reell sind. (Siehe Nr. 210.) 


Fig. 27. 
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Diese von Gauss (1777—1855) gefundene Eigenschaft kann man 
folgendermassen verallgemeinern: Sind a, b,c die Schnitte einer Ge- 
rade & mit den drei Diagonalen aa,bß,cy des vollständigen Vierseits 
und a', 0', C zu ihnen harmonisch je in Bezug auf die Endpunkte a, a; 
b, B; c, y der Diagonalen, so liegen diese Punkte wiederum in gerader 
Linie. Zum Beweise können wir unsern Involutionssatz benutzen; es 
sei U der Schnittpunkt von Q = abc mit L' = a'b', so sind die Strahlen- 
paare U (a, «; b,ß; c,y) in Involution, und zwar sind & und ®, weil 
harmonisch zu den beiden ersten Paaren, die Doppelstrahlen dieser 
Involution; also sind sie auch harmonisch zum dritten Paare; d.h. &' 
geht durch c, weil & durch c geht. 

Ist Q die unendlich ferne Gerade, so ergiebt sich der Satz von 
Gauss. 

Der Leser bilde zu dem allgemeinen Satze den entsprechenden 
für das vollständige Viereck und beweise ihn. 

Lassen wir eine von den vier Seiten, D, in die Unendlichkeit 
rücken, so bleibt nur ein Dreiseit ABC im Endlichen zurück; die 
drei Diagonalen werden die durch die Ecken dieses Dreiseits zu den 
Seiten gezogenen Parallelen. Verbinden wir einen beliebigen Punkt P 
der Ebene mit den Ecken des Dreiseits und ziehen durch ihn die 
Parallelen zu den gegenüberliegenden Dreiecksseiten, so erhalten wir 
durch P sechs Strahlen in Involution; bezeichnen wir mit a, b,c die 
ersteren drei Strahlen und mit «,ß,y die letzteren, so gilt nach 
Nr. 47 II. die Relation: 

sin (aß) sin (by) sin (cæ) = sin (ay) sin (ba) sin (cP); 
weil aber «, ß, y resp. parallel laufen zu X, B, €, so können wir auch 
sehreiben: sin (a®) sin (bE) sin (cW) _ 
sin (a6) sin (bA) sin (cB) 
sin (Ba) sin (€b) sin (Me) 
sin (Ca) sin(Ab) sin (Be) 


oder 


2 = +1. 


Wir nennen diese Quotienten die Theilverhältnisse, nach denen die 
Winkel (BE), (CA), (AB) durch die Geraden a, b,c getheilt werden, 
und haben den Satz: Verbindet man die Ecken eines Dreiseits ABE 
mit einem beliebigen Punkte durch Strahlen a, b, c, wodurch jeder Winkel 
des Dreiseits in zwei Theilwinkel (Ba), (Ca); (Ch), (Ab); (Ac), (Be) 
zerfällt, so ist das Product der drei cyklisch gebildeten Theilverhältnisse 
gleich +1. 

Dies ist eine andere Form des Satzes von Ceva, in welcher er, 
ebenso wie der Satz von Menelaus rechts +1 hat. Und ähnlich lässt 
sich dem Satze von Menelaus eine andere Form geben: 
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Werden die drei Seiten A, B, & eines Dreiecks von einer Trans- 
versale geschnitten und die Schnittpunkte mit den Gegenecken durch die 
Strahlen a,,b,,c, verbunden, so ist: 
sin (Ba) sin (Eb,) sin Me) 
sin (Ca,) sin (Ab,) sin(Be) 


2: 1. 
Und umgekehrt, wenn 1. oder 2’. erfüllt wird, so laufen a, b,c in einen 
Punkt zusammen, bezw. die Schnitte Wa , Bb,, Cc, liegen in gerader Linie. 


$ 19. Besondere Fälle projeetiver Beziehung: ausgeartete Projeetivität, 
Aehnlichkeit, Gleichheit. 

Die perspective Lage zweier Gebilde führt zu einigen besonderen 
Fällen projeetiver Beziehung, die jetzt erörtert werden sollen. An den 
sich ergebenden Eigenschaften wird die Aufhebung der perspectiven 
Lage nichts ändern. 

Es kann bei der perspectiven Lage eines Strahlbüschels und einer 
Punktreihe der in Nr. 2 ausgeschlossene besondere Fall eintreten, dass 
der Grundpunkt B des Strahlbüschels in dem Träger A der Punkt- 
reihe selbst liegt. Es treffen alsdann alle durch B gehenden Strahlen 
die Punktreihe X in einem einzigen Punkte, dem Punkte B selbst, 
mit Ausnahme eines einzigen durch B gehenden Strahls, desjenigen 
nämlich, welcher mit dem Träger A der Punktreihe zusammenfällt; 
jeder Punkt der Punktreihe darf als ein Schnittpunkt dieses besonderen 
Strahles mit dem Träger der Punktreihe angesehen werden, und die 
projeetive Beziehung beider Gebilde gestaltet sich in der eigentümlichen 
Weise, dass allen Strahlen des Strahlbüschels ein einziger Punkt der 
Punktreihe entsprechend ist mit Ausnahme eines Strahls, welchem 
sämmtliche Punkte der Punktreihe entsprechen. Es ist wichtig, auch 
ein solches Verhalten, welches bei geometrischen Untersuchungen sich 
öfters darbietet, als projective Beziehung aufzufassen. Wir nennen 
eine solche Projectivität ausgeartet und die beiden Elemente A und Ð, 
denen je alle im andern Gebilde entsprechen, singulär. 

Ebenso kann es bei der perspectiven Lage zweier Punktreihen 
vorkommen, dass das Perspectivitätscentrum (Nr. 18) in eine der beiden 
Geraden selbst zu liegen kommt; in diesem Fall werden die allen 
Punkten der andern Gerade entsprechenden Punkte in einem Punkte 
der ersteren, dem genannten Centrum, vereinigt sein mit Ausnahme 
eines Punktes, des Schnittpunktes beider Träger, welchem wiederum 
alle Punkte der ersten Gerade entsprechen. Ebenso ist es bei der 
perspectiven Lage zweier Strahlbüschel, wenn der perspective Durch- 
schnitt (Nr. 18) durch einen der Grundpunkte selbst hindurchgeht; in 
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diesem Fall entspricht allen Strahlen des einen Strahlbüschels ein 
einziger Strahl des andern mit Ausnahme eines einzigen Strahles, 
dem wiederum sämmtliche Strahlen des ardern Strahlbüschels ent- 
sprechen; diese beiden singulären Strahlen sind der perspective Durch- 
schnitt und die Verbindungslinie der Grundpunkte. 

Wenn der Grundpunkt eines Strahlbüschels in die Unendlichkeit 
rückt, so geht es in ein Büschel von Parallellinien über. Schneidet 
man vier Strahlen a,b,c,d eines solchen Büschels mit zwei beliebigen 
Transversalen in a,b, c,d, bezw. a, b, €, D, so folgt aus dem Parallelis- 
mus der a,b,c,d sofort: 

Berge: Kita 

be db E T E 
also (abed) = (a bied 
Sonach werden die parallelen Strahlen a, b, c, d von allen Transversalen 
nach constantem Doppelverhältnisse geschnitten, und indem wir den 
Satz von Nr.6 auch für den vorliegenden Fall perspeetiver Gebilde 
geltend annehmen, erhalten wir dies constante Doppelverhältniss als 
das der vier Strahlen a,b,c,d, während die gewöhnliche Definition 


sin (ac) , sin (ad) 
sin (be) ` sin (bd) 
versagt, da alle vier Winkel O sind. 
Nehmen wir die Transversale senkrecht zu den Strahlen des 
Büschels und bezeichnen den Abstand der Parallelen z, y mit (xy), so ist: 


(ac) , (ad) 
(abed) = (be) = (ba) 


Wenn zwei Punktreihen in perspectiver Lage ihr Perspeetivitäts- 
centrum im Unendlichen haben, also sämmtliche Verbindungslinien 
entsprechender Punkte parallel laufen, so gehen die Fluchtpunkte r 
und q, selbst ins Unendliche; denn der Strahl, welcher durch den un- 
endlich entfernten Punkt q” der ersten Punktreihe und durch das 
unendlich entfernte Perspectivitätscentrum geht, fällt ganz ins Unend- 
liche, trifft also auch die andere Punktreihe in dem entsprechenden 
Punkte q, der im Unendlichen liegen muss; es fallen also r und q” 
zusammen, ebenso wie r? und q,, oder die unendlich entfernten Punkte 
beider Punktreihen sind entsprechend. Die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse vereinfacht sich in diesem Fall, weil die entsprechenden 
Punkte q* und qf beide unendlich entfernt sind; die Gleichung: 


(abcq”) = baqi) 
geht über in: 
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d.h. irgend zwei Abschnitte auf einer Punktreihe haben dasselbe Ver- 
hältniss zu einander, wie die entsprechenden Abschnitte der andern, was 
ja auch bei der perspectiven Lage aus bekannten Elementarsätzen folgt. 
Aus diesem Grunde heissen zwei solche projeetive Punktreihen, bei 
denen entsprechende Strecken in constantem Verhältniss zu einander 
stehen, projectiv-ühmliche oder kürzer ähnliche Punktreihen und haben 
die charakteristische Eigenschaft, dass ihre unendlich entfernten Punkte 
entsprechende Punkte sind; auch umgekehrt sind zwei projective Punkt- 
reihen immer ähnlich, sobald ihre unendlich entfernten Punkte ent- 
sprechend sind. Die Beziehung zweier ähnlichen Punktreihen ist schon 
durch zwei Paare entsprechender Punkte vollständig bestimmt, weil 
die unendlich fernen Punkte als das dritte Paar entsprechender Punkte 
von selbst gegeben sind. Jedem endlichen Punkte der einen Reihe 
muss immer ein endlicher der andern entsprechen. Entsprechende 
gleiche Strecken kann es bei zwei ähnlichen Punktreihen nicht geben, 
weil das constante Verhältniss zweier entsprechender Strecken im all- 
gemeinen von 1 verschieden ist. Dies ist nur ein scheinbarer Wider- 
spruch zu unserm allgemeinen Resultat, dass es bei zwei projeetiven 
Punktreihen unendlich viele entsprechende gleiche Strecken giebt; denn 
da hier die unendlich entfernten Punkte q” und qı entsprechend sind, 
so giebt es entsprechende Strecken: q”x und qfy, die, beide unendlich 
gross, als gleich angesehen werden können. 

Im besonderen Falle aber kann es vorkommen, dass das constante 
Verhältniss bei zwei ähnlichen Punktreihen = 1 ist; dann werden alle 
entsprechenden Strecken einander gleich sein; in diesem Fall heissen 
die Punktreihen projectiv-gleich oder gleich. Für die perspective Lage 
muss bei beliebiger Lage der Träger das Perspectivitätscentrum so im 
Unendlichen liegen, dass es einer von den unendlich entfernten Punkten 
der beiden Halbirungslinien der Winkel zwischen den Trägern ist. 
Die Beziehung zweier gleicher Punktreihen ist durch ein einziges Paar 
entsprechender Punkte vollständig, aber nicht eindeutig bestimmt, weil 
sie ausserdem die unendlich entfernten Punkte als zweites Paar ent- 
sprechender Punkte haben und irgend ein drittes Paar durch den 
Werth 1 des constanten Verhältnisses entsprechender Strecken er- 
halten wird, ag = a,r,, wobei es allerdings zweifelhaft bleibt, ob der 
dem x entsprechende Punkt y, nach der einen oder andern Seite von 
a, liegt. 

Aehnliche Punktreihen in perspeetiver Lage erhält man auch bei 
beliebigem Perspectivitätscentrum, wenn die Träger parallel sind; sie 
werden gleich, wenn das Centrum unendlich fern oder auf der Mittel- 
parallelen der Träger gelegen ist. 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 6 
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Werden zwei ähnliche Punktreihen beliebig auf einander gelegt, 
so giebt es immer ausser dem schon vorhandenen unendlich entfernten 
Doppelpunkte noch einen bestimmten zweiten Doppelpunkt, dessen 
Construction in Nr. 36 angegeben ist; die beiden Doppelpunkte sind 
also bei ähnlichen Punktreihen, welche auf einander liegen, immer reell. 

Werden zwei gleiche Punktreihen beliebig auf einander gelegt 
und sind sie gleichlaufend, so fällt auch der zweite Doppelpunkt in 
die Unendlichkeit, was sich aus der Construction desselben ergiebt, 
und keine zwei entsprechende Punkte fallen im Endlichen zusammen. 
Aber es kann auch vorkommen, dass alle Paare entsprechender Punkte 
über einander fallen; dies tritt immer ein, sobald irgend ein Paar 
entsprechender Punkte, ausser den unendlich entfernten, zusammenfällt. 
Sind dagegen die gleichen Punktreihen, welche auf einander liegen, 
ungleichlaufend, so giebt es ausser dem unendlich entfernten Punkte 
noch einen Doppelpunkt im Endlichen, welcher in der Mitte aller Paare 
entsprechender Punkte liegt. Zwei solche auf einander liegende gleiche 
Punktreihen, welche ungleichlaufend sind, constituiren daher immer 
eine Involution, diejenige, welche (Nr. 38) als gleichseitig-hyperbolische 
bezeichnet worden ist. 

Zwei ähnliche (nicht gleiche) Punktreihen können nie so auf ein- 
ander gelegt werden, dass sie eine Involution bilden, weil es bei ihnen 
keine entsprechenden gleichen Strecken von endlicher Länge giebt. 

Die perspective Lage zweier Strahlbüschel kann dadurch eine be- 
sondere Vereinfachung erlangen, dass der perspective Durchschnitt in 
die Unendlichkeit rückt; dadurch werden je zwei entsprechende Strahlen 
parallel; die Strahlbüschel heissen gleich, weil je zwei entsprechende 
Winkel gleich sind: 

(ab) = (a,b). 


Die Strahlbüschel haben gleichen Drehungssinn, sind gleichlaufend; 
aber auch bei endlicher Lage des perspectiven Durchschnitts können 
wir gleiche Strahlbüschel erhalten, wenn wir nämlich den Durchschnitt 
in der Mitte zwischen den Grundpunkten B, B, beider Strahlbüschel 
auf ihrer Verbindungslinie senkrecht annehmen; dann haben sie aber 
entgegengesetzten Drehungssinn, sind ungleichlaufend. Zwei gleiche 
Strahlbüschel sind durch ein einziges Paar entsprechender Strahlen 
vollständig bestimmt, sobald noch hinzugefügt wird, dass sie gleich- 
laufend oder ungleichlaufend sein sollen. Zwei gleiche und gleich- 
laufende (aber nicht perspective) Büschel ergeben sich, wenn wir zwei 
Punkte eines Kreises mit allen übrigen verbinden (Nr. 34). 

Haben zwei gleichlaufende gleiche Strahlbüschel irgend ein Paar 
entsprechender Strahlen parallel, so sind sämmtliche Paare ent- 
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sprechender Strahlen parallel, ihre Schnittpunkte liegen also alle im 
Unendlichen. Die Verbindungslinie der Grundpunkte enthält aber bei 
dieser Lage zwei entsprechende Strahlen, die zusammenfallen, folglich 
sind die beiden Strahlbüschel in perspectiver Lage (Nr. 20). Da nun 
bei der perspectiven Lage zweier Strahlbüschel die Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen auf einer Gerade liegen, so halten wir dies con- 
sequent auch für diesen ausgezeichneten Fall fest und erhalten von neuem 
(Nr.3): Alle unendlich entfernten Punkte der Ebene liegen in einer Gerade. 

Werden zwei gleiche Strahlbüschel concentrisch gelegt, so fallen, 
wenn sie gleichlaufend sind, entweder gar keine entsprechenden Strahlen 
auf einander, oder es fallen sämmtliche Paare entsprechender Strahlen 
auf einander, so dass also die Strahlbüschel identisch liegen. 

Stehen irgend zwei entsprechende Strahlen bei zwei concentrischen 
gleichen Strahlbüscheln, welche gleichlaufend sind, auf einander senk- 
recht, so stehen alle entsprechenden Strahlen auf einander senkrecht; 
sie bilden eine Involution, und zwar die rechtwinklige. Dagegen sind 
sie nicht involutorisch, wenn der constante Winkel entsprechender 
Strahlen vom Rechten verschieden ist. Jeder Strahl x, y, halbirt dann 
den einen Winkel der beiden Strahlen z, y, die ihm in dem einen 
und dem andern Sinne entsprechen; denn es ist yg = ys, auch dem 
Vorzeichen nach. 

Wenn aber die beiden concentrischen gleichen Strahlbüschel un- 
gleichlaufend sind, so fallen zwei Paare entsprechender Strahlen auf 
einander; diese Doppelstrahlen sind zu einander rechtwinklig. Denn 
es leuchtet ein, dass jede von den Halbirungslinien der Winkel irgend 
eines Paares entsprechender Strahlen x, x, sich selbst entspricht und 
dass sie in Folge dessen auch Halbirungslinien der übrigen derartigen 
Winkel sind. Daraus ergiebt sich, dass die Büschel immer involutorisch 
sind und zwar eine gleichseitig-hyperbolische Involution bilden. 

Eine rechtwinklige Involution schneidet die unendlich entfernte 
Gerade @, in einer ausgezeichneten Involution, welche elliptisch ist, 
weil die rechtwinklige es ist. Diese ausgezeichnete Involution I, 
ist fest, unabhängig von der Lage der orthogonalen Involution, durch 
welche wir sie hervorgerufen dachten; jede andere orthogonale Invo- 
lution giebt sie ebenso, weil zu jedem Strahlenpaare der einen ein 
Strahlenpaar der andern parallel ist und dieselben Schnitte mit @, giebt. 

Diese unbewegliche Involution I, auf G, besteht aus sämmtlichen 
Paaren unendlich entfernter Punkte, die in je zwei zu einander senk- 
rechten Richtungen liegen; ihre beiden imaginären Doppelpunkte heissen 
die absoluten Punkte der Ebene. Diese Punkte sind also nicht reell, 
die Involution I, aber ist es. 

6* 
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Bei zwei concentrischen gleichen und gleichlaufenden Strahl- 
büscheln halbirt, wie wir eben sagten, irgend ein Strahl z den einen 
Winkel der beiden Strahlen, die ihm in beiderlei Sinne entsprechen; 
der zu ihm harmonische & in Bezug auf diese beiden Strahlen ist daher 
der zu ihm senkrechte. Folglich ist (Nr. 46) die Involution, welche 
dieselben Doppelstrahlen hat wie die beiden gleichen und gleichlaufenden 
Büschel — welche Doppelstrahlen ersichtlich imaginär sein müssen —, 
eine orthogonale. Also: 

Die (imaginären) Doppelstrahlen zweier concentrischer gleicher und 
gleichlaufender Strahlbüschel gehen nach den absoluten Punkten. 

Oder mit einer leichten Verallgemeinerung für nicht concentrische 
Büschel: 

In jedem von zwei gleichen und gleichlaufenden Strahlbüscheln 
gehen die beiden Strahlen, die zu den entsprechenden parallel sind, 
nach den absoluten Punkten. 

Es sei nun ein Kreis gegeben; die Büschel, welche zwei Punkte 
desselben mit allen seinen Punkten verbinden, sind gleich und gleich- 
laufend; zwei entsprechende Strahlen treffen sich immer auf dem 
Kreise, mithin auch die beiden Paare imaginärer paralleler ent- 
sprechender Strahlen, von denen wir eben sprachen. Deren Schnitt- 
punkte sind die absoluten Punkte; folglich haben wir diese als dem 
Kreise angehörig anzusehen. 

Jeder beliebige Kreis der Ebene trifft deren unendlich ferne Gerade 
in den beiden absoluten Punkten, weshalb sie auch die unendlich fernen 
(imaginären) Kreispunkte der Ebene genannt werden. 

Liegen die beiden Grundpunkte der Büschel auf dem Kreise dia- 
metral gegenüber, so sind entsprechende Strahlen rechtwinklig zu 
einander; die projeetiven Punktreihen, welche die Büschel auf @, 
hervorrufen, sind involutorisch: sie bilden die Involution Z,. 

Zwei (imaginäre) Strahlen, die nach demselben von den beiden ab- 
soluten Punkten gehen, sind zugleich parallel und senkrecht. 

Stellt man eine beliebige elliptische Punktinvolution mit der gleich- 
falls elliptischen Involution J „ zusammen, so giebt der Satz in Nr. 50 
über zwei elliptische Involutionen: 

Zu jeder elliptischen Punktinvolution giebt es stets zwei reelle Punkte, 
aus deren jedem sie durch eine orthogonale Strahlinvolution projieirt wird, 
Sie befinden sich auf der Senkrechten, die auf dem Träger im Mittel- 
punkte errichtet ist, offenbar in gleicher Entfernung von demselben. 

Die Kreise über den Strecken der Punktepaare als Durchmessern 
gehen durch sie; zwei dieser Kreise reichen zur Construction hin, sowie 
auch zum Beweise, dass die projieirenden Involutionen orthogonal sind. 
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Der Kegelschnitt als Erzeugniss projectiver Gebilde. 


$ 20. Zwei projeetive Punktreihen in allgemeiner Lage. 


Nachdem wir in dem ersten Abschnitt aus der perspectiven Lage 63 
zweier Gebilde nicht nur das Wesen ihrer projeetiven Beziehung ab- 
geleitet, sondern auch besondere Elemente und eigenthümliche Ver- 
bindungen derselben genau untersucht haben, gehen wir nunmehr dazu 
über, zwei projective Gebilde in allgemeiner, d.h. nicht perspectiver 
Lage zu betrachten und zwar zunächst zwei projective Punktreihen. 
Während bei der perspectiven Lage zweier projeetiver Punktreihen 
sämmtliche Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte durch einen 
festen Punkt, das Perspectivitätscentrum, laufen, werden bei allgemeiner 
Lage diese Verbindungsstrahlen nicht mehr durch einen und denselben 
Punkt laufen, vielmehr in gewisser Weise die Ebene erfüllen, und das 
allgemeine Gesetz, welchem der Inbegriff dieser Strahlen unterworfen 
ist, haben wir nunmehr zu erforschen. 

Hierzu bedarf es einer einfachen Construction, um beliebig viele 
von ihnen herzustellen; wir haben bereits oben (Nr. 19) Constructionen 
angegeben, durch welche aus drei gegebenen Paaren entsprechender 
Punkte, die zur Bestimmung der projeetiven Beziehung erforderlich 
sind, beliebig viele andere, also beliebig viele Verbindungsstrahlen 
durch blosses Ziehen von geraden Linien ermittelt werden können. 
Jede dieser Constructionen enthielt noch eine gewisse Willkürlichkeit, 
welche passend benutzt zu ihrer Vereinfachung dient. Wir nehmen 
z.B. die erste. Seien aa,, bb,, cc, drei Paare entsprechender Punkte 
der gegebenen Punktreihen A, A, und bezeichnen wir die Verbindungs- 
strahlen aa,, bb,, ce, resp. durch a, b, c; sei ein beliebiger noch zu 
ermittelnder vierter Verbindungsstrahl xx, oder x, und B, B, die 
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Schnittpunkte xb, xc, so sind die vier Strahlen Ba, Bb, Bc, Br mit 
den vier Strahlen B,a,, B10, BiG, Bit projectiv, und da diese beiden 
Strahlbüschel (B), (B,) in der Verbindungslinie ihrer Grundpunkte 
BB, =% zwei entsprechende Strahlen vereinigt haben, so liegen sie 
perspectiv, also die Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
(Ba, Bia), (Bb, B,b,), (Be, Bic) 
auf einer Gerade. Es fällt aber Bb mit Bb, und B, c; mit B, c zusammen 
(Fig. 28); also ist der Punkt (Bb, B,b,) der Punkt b, und (Bc, B c) ist c; 
der perspective Durchschnitt der 
R Strahlbüschel B, B, ist die Ver- 
bindungslinie cb,; es schneiden 
sich daher 


Ba, Ba, ch 


in einem Punkt & Um also 
einen beliebigen Verbindungs- 
strahl x zu construiren, haben 
wir irgend einen Punkt € der 
Verbindungslinie cb, mit a und 
a, zu verbinden; trifft a& den b 
in B und a,& den c in D,, so ist BB, der gesuchte Strahl x. Hier- 
durch wird es leicht, beliebig viele Verbindungsstrahlen zu construiren; 
lassen wir den Punkt & die ganze Linie cb, durchwandern, so erhalten 
wir alle. Gelangt & insbesondere nach c oder b,, so erhalten wir den 
Träger A der einen gegebenen Punktreihe, bezw. den Träger A, der 
andern. Die Träger der beiden gegebenen Punktreihen sind also selbst 
Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte. 

Zugleich erkennen wir, indem wir den Punkt & die ganze Ge- 
rade cb, durchlaufen lassen, dass die Strahlen ag und a,& zwei per- 
spective Strahlbüschel beschreiben, folglich die Punkte B und B auf 
den beiden Geraden b und c zwei projective Punktreihen bilden; die 
Verbindungsstrahlen b und ¢ werden also von sämmtlichen andern x 
in zwei projeetiven Punktreihen geschnitten, gerade so, wie die Träger 
der beiden ursprünglich gegebenen Punktreihen selbst; da aber an 
Stelle von b und c irgend zwei andere treten können, für die dasselbe 
gelten muss, so haben wir das wichtige Resultat gefunden. Die 
Gresammtheit der Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier projec- 
tiver Punktreihen trifft irgend zwei unter ihnen allemal in zwei projec- 
tiven Punktreihen. Hierdurch verlieren die Träger der gegebenen beiden 
Punktreihen, indem sie selbst Verbindungsstrahlen sind, ihre hervor- 
ragende Stellung und treten in die Gesammtheit aller übrigen Verbindungs- 
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strahlen ein; denn es steht uns jetzt frei, irgend zwei andere als Träger 
zweier neuen erzeugenden Punktreihen aufzufassen, welche auf ihnen 
durch die Gesammtheit der Verbindungsstrahlen fixirt werden. 

Es ergiebt sich ferner, dass die Gesammtheit der Verbindungs- 
strahlen entsprechender Punkte durch irgend fünf, die willkürlich an- 
genommen werden dürfen, vollständig bestimmt ist; denn man kann von 
diesen fünf Geraden zwei als die Träger zweier erzeugenden Punktreihen 
und die drei andern als drei Verbindungsstrahlen auffassen, welche 
drei Paare entsprechender Punkte auf jenen fixiren; hierdurch ist dann 
die ganze projective Beziehung der beiden Punktreihen bestimmt. 
Welche von den fünf Geraden wir als Träger auffassen wollen, bleibt 
ganz willkürlich. 

Die obige Construction eines beliebigen Verbindungsstrahls x 
drückt andererseits eine Beziehung zwischen irgend sechs aus der Ge- 
sammtheit der Verbindungsstrahlen aus. Die sechs Verbindungsstrahlen 
bilden nämlich ein einfaches Sechsseit ac B Bb a, indem wir die 
Strahlen in der Reihenfolge XA, cc, rx, VO, M, aa, durchlaufen, wo- 
durch die Punkte a,c,... Ecken werden; die drei Verbindungslinien: 


Ba, Ba, cb, 


welche nach dem Obigen sich in einem Punkte schneiden müssen, 
erscheinen als Verbindungslinien gegenüberliegender Ecken dieses Sechs- 
‚seits (der ersten und vierten, zweiten und fünften, dritten und sechsten 
Ecke), und wir können demnach folgende Beziehung zwischen irgend 
sechs Verbindungsstrahlen aussprechen: 

Werden irgend sechs Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte 
zweier projectiver Punktreihen als ein einfaches Sechsseit aufgefasst, so 
schneiden sich die drei Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
desselben (Hauptdiagonalen) ‚in. einem Punkte. 

Die Gesammtheit der Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte 
besitzt ferner die charakteristische Eigenschaft, dass durch einen beliebigen 
Punkt der Ebene höchstens zwei gehen; denn verbinden wir einen be- 
liebigen Punkt P der Ebene mit den beiden erzeugenden Punktreihen 
durch Strahlen, so erhalten wir in P zwei concentrische Strahlbüschel 
P (abed...), und P (a,b,c,d, ...), welche projeetiv sind; diese haben 
(Nr. 32) zwei Doppelstrahlen, welche offenbar Verbindungsstrahlen sein 
müssen. Diese können zusammenfallen und imaginär werden; wir 
werden diejenigen Gebiete der Ebene aufzusuchen haben, in denen der 
Punkt P liegen muss, damit der eine oder andere Fall eintritt. 

Verfolgen wir auf einem Träger A der beiden erzeugenden Punkt- 
reihen einen Punkt x, so sehen wir, dass durch ihn immer zwei 
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Verbindungsstrahlen gehen, nämlich der Träger A, welcher selbst ein 
solcher Strahl ist, und rx,; nur einmal kommt es vor, dass diese beiden 
Strahlen zusammenfallen, nämlich dann, wenn der Punktr, in den Schnitt- 
punkt der beiden Träger rückt. Nennen wir diesen Schnittpunkt, als der 
zweiten Punktreihe angehörig, fi und seinen entsprechenden in der 
ersten Punktreihe f, so werden, wenn g in f sich befindet, die beiden 
durch ihn gehenden Verbindungsstrahlen in dem Träger A selbst 
zusammenfallen; durch den Punkt f, welchen wir den Berührungspmkt 
des Verbindungsstrahls nennen wollen (die Benennung wird bald ihre 
Erklärung finden) und welcher entsprechend ist dem im Schnittpurkte 
beider Träger liegenden Punkte der andern Punktreihe, geht also nur 
ein Verbindungsstrahl X. Ebenso verhält es sich mit dem Träger X, 
der zweiten Punktreihe, für welche der Punkt e,, der dem Schnitt- 
punkte e von X und XA, als Punkt von A entspricht, Berührungs- 
punkt wird. 

Da wir nach dem Öbigen an Stelle der beiden ursprünglichen 
Punktreihen zwei neue erzeugende Punktreihen setzen können, welche 
auf irgend zwei Verbindungsstrahlen durch die Gesammtheit aller 
übrigen fixirt werden, so giebt es auf jedem Verbindungsstrahle einen 
einzigen bestimmten Punkt, seinen Berührungspunkt, welcher die 
Eigenschaft hat, dass für ihn der Strahl der einzige Verbindungstrahl 
ist, welcher durch ihn geht, während durch jeden andern seiner Purkte 
noch ein zweiter geht. Der Berührungspunkt eines Verbindungsstrahls- 
ist daher auch als derjenige Punkt aufzufassen, in welchem dieser 
Strahl von einem unendlich nahe liegenden Verbindungsstrahl ge- 
schnitten wird. Es könnte fraglich erscheinen, ob auch bei einem Ver- 
bindungsstrahl, welcher mit diesem oder jenem andern als Träger projec- 
tiver Punktreihen zur Erzeugung der Gesammtheit der Verbindungs- 
strahlen zusammengefasst wird, immer ein und derselbe Punkt als 
Berührungspunkt hervorgeht. Dies Bedenken erledigt sich dadurch, 
dass immer dieselbe Gesammtheit der Verbindungsstrahlen resultirt, 
welche Punktreihen man auch als erzeugende annehmen mag; wenn 
daher bei einer Erzeugungsweise auf einem Verbindungsstrahl nur ein 
einziger Punkt sich vorfindet von der Beschaffenheit, dass für ihn 
dieser Strahl der allein hindurchgehende ist, so kann bei einer andern 
Erzeugungsweise kein neuer Punkt derselben Beschaffenheit auftreien, 
weil dieselbe Gesammtheit von Verbindungsstrahlen wieder auftritt. 
Es giebt also auf jedem nur einen einzigen bestimmten Berührungspunkt. 

Fassen wir nun die Gesammtheit der Verbindungsstrahlen in der 
Weise auf, dass wir zwei entsprechende Punkte y, x, die beiden Träger 
continuirlich durchlaufen lassen und auf der Verbindungslinie çy, 
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d.h. dem Verbindungsstrahl x, den jedesmaligen Berührungspunkt be- 
stimmen, so wird bei dieser Bewegung der Strahl x ein gewisses 
Gebiet der Ebene durchstreifen, welches alle solehen Punkte P enthält, 
durch die je zwei Verbindungsstrahlen gehen. Dieses Gebiet wird 
begrenzt von einer gewissen Curve, dem Orte der Berührungspunkte 
auf sämmtlichen Verbindungsstrahlen; durch jeden Punkt P dieses 
Ortes geht nur je ein Verbindungsstrahl, und der übrige Theil der 
Ebene enthält daher das Gebiet derjenigen Punkte P der Ebene, durch 
welche keine Verbindungsstrahlen gehen. Es giebt also zwei Gebiete 
der Ebene, das eine enthält nur solche Punkte P, durch die je zwei 
Verbindungsstrahlen gehen, das andere solche Punkte P, durch welche 
keiner geht, und beide Gebiete werden von einander getrennt durch 
den Ort derjenigen Punkte, für welche es immer nur einen durch- 
gehenden Verbindungsstrahl giebt. Diese Grenzeurve ist der Ort 
sämmtlicher Berührungspunkte, sie heisst das Erzeugniss der beiden 
projectiven Punktreihen und ist der eigentliche Gegenstand unserer 
Untersuchung. Wir können uns ihre Entstehung in der Weise an- 
schaulich machen, dass wir uns die ganze unendliche Ebene schwarz 
denken und jeden Verbindungsstrahl als unendlich lange gerade Linie 
von weisser Farbe; die Gesammtheit der Verbindungsstrahlen wird dann 
einen gewissen unendlich grossen Theil der Ebene weiss machen und 
den übrigen Theil schwarz lassen; die Grenze zwischen dem schwarzen 
und weissen Theil der Ebene ist eben die zu untersuchende Curve. 
Dass in der That die Ortscurve der Berührungspunkte die Grenze 
zwischen beiden Gebieten der Ebene bildet, machen wir uns noch in 
folgender Weise klar: Seien « und b irgend zwei Verbindungsstrahlen, 
« und ß die respectiven Berührungspunkte auf ihnen und s ihr Schnitt- 
punkt. Halten wir den einen Strahl æ mit seinem Berührungspunkt « 
fest, verändern aber auf ihm den Schnittpunkt s, so verändert sich 
der zweite Strahl b und der ihm zugehörige Berührungspunkt ß; die 
Verbindungslinie «ß ist eine veränderliche Sehne der Ortscurve, deren 
einer Endpunkt « fest bleibt, während der andere f sich auf ihr þe- 
wegt. Rücken wir nun mit dem Punkte s allmählich nach «, bis er 
in « hineinfällt, so wird auch der zweite Strahl b mit a zusammen- 
fallen müssen, denn durch « giebt es nur einen Verbindungsstrahl; 
der Berührungspunkt 8 muss aber auch in « hineinfallen, denn der 
Verbindungsstrahl æ besitzt nur einen einzigen Berührungspunkt «. 
Dieser Strahl a ist also die Grenzlage einer veränderlichen Sehne «ß, 
deren einer Endpunkt «œ fest bleibt, während der andere f allmählich 
auf der Ortscurve nach « hinrückt. Eine solche Grenzlage einer ver- 
änderliehen Sehne nennt man bekanntlich Tangente der Curve und den 
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festen Punkt ihren Berührungspunkt; die sämmtlichen Verbindungs- 
strahlen sind also Tangenten einer gewissen Ortscurve und die Punkte, 
in welchen sie die Ortscurve berühren, diejenigen Punkte, welchen 
wir vorhin den Namen Berührungspunkte beigelegt haben, wodurch die 
Benennung gerechtfertigt wird. Da jeder Verbindungsstrahl Tangente 
der Ortscurve ist und nur einen Punkt, den Berührungspunkt, mit ihr 
gemein hat, so bildet die Ortseurve der Berührungspunkte die Grenze 
zwischen denjenigen beiden Gebieten der Ebene, deren eines von 
sämmtlichen Verbindungsstrahlen erfüllt wird, während das andere 
von keinem getroffen wird. Fassen wir das gewonnene Resultat noch 
einmal zusammen: 

Die Gesammtheit der Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte 
zweier projectiver Punktreihen in allgemeiner Lage, deren Träger auch 
unter den Verbindungsstrahlen sich befinden, umhillt eine gewisse krumme 
Linie, welche mit jedem solchen Strahl nur einen Punkt, den Berühr- 
ungspunkt, gemein hat und der Ort dieser Berührungspunkte ist. Sie 
theilt die ganze Ebene in zwei Gebiete, von denen das eine alle solche 
Punkte enthält, durch welche je zwei reelle Verbindungsstrahlen (Tangenten 
der Curve) gehen, während das andere diejenigen Punkte enthält, durch 
welche keine gehen. Durch jeden Punkt der Curve selbst geht nur ein 
Verbindungsstrahl, die Tangente an ihr. Diese als das Erzeugniss 
zweier projectiver Punktreihen definirte Curve nennen wir „Kegelschnitt“ ; 
sie ist zweiter Klasse, weil von einem beliebigen Punkte der Ebene sich 
höchstens zwei Tangenten an sie ziehen lassen. 

Die vorhin für die Gesammtheit der Verbindungsstrahlen ge- 
fundenen Eigenschaften lassen sich nach dieser Definition als Sätze 
für die Tangenten eines Kegelschnitts aussprechen, z. B.: 

Irgend zwei Tangenten eines Kegelschnitts werden von sämmtlichen 
in zwei projectiven Punktreihen geschnitten. 

Werden irgend sechs Tangenten eines Kegelschnitts zu einem ein- 
fachen Sechsseit verbunden, so schneiden sich die drei Hauptdiagonalen 
desselben in einem Punkte. 

Der zweite dieser Sätze wurde von Drianchon gefunden und wird 
nach ihm benannt. 


$ 2l. Die Berührungspunkte auf den Verbindungsstrahlen 
entsprechender Punkte. 

Es ist zunächst erforderlich, den Berührungspunkt auf jedem Ver- 
bindungsstrahl zu construiren, um von der zu untersuchenden Curve 
ein deutliches Bild zu erhalten. Seien aa,,bb,,cc, drei Paare ent- 
sprechender Punkte zweier erzeugender projectiver Punktreihen XA, W, 


www.rcin.org.pl 


Die Berührungspunkte auf den Verbindungsstrahlen. 91 


so können wir die in Nr. 19 angegebene erste Construction beliebig vieler 
anderer Verbindungsstrahlen dadurch sehr vereinfachen, dass wir die 
Punkte B und B, in ein Paar entsprechender Punkte, z. B. a, und a 
selbst legen; wir ziehen also ab,,ac, und a,b, a,c; die Schnittpunkte 
(ab, a,b), (ac,,a,c) bestimmen die gerade Linie Q, auf welcher 
sämmtliche Schnittpunkte (ayı, qx) liegen, nämlich den perspectiven 
Durchschnitt zweier Strahlbüschel, welche in a und a, ihre Grund- 
punkte haben und beziehentlich mit den Punktreihen a,b,c... und 
abc perspectiv liegen, also projectiv mit einander sind und per- 
spectiv liegen, weil die Verbindungslinie der Grundpunkte zwei ent- 
sprechende Strahlen enthält. Jeder Punkt & dieser Gerade % mit a 
und a, verbunden liefert Strahlen 
ag und a, welche X, und X in 
zwei entsprechenden Punkten y, und 
x% treffen, also den Verbindungs- 
strahl x liefern. Die Gerade % 
schneidet aber die Träger der beiden 
Punktreihen in zwei Punkten f und 
e,, deren entsprechende nach der 
eben angegebenen Construction in 
dem Schnittpunkte der beiden Träger 
vereinigt liegen müssen: f, und e 
(Fig. 29). Da nun nach Nr. 64 diese Punkte f und e,, welche den im 
Schnittpunkte der beiden Träger vereinigten Punkten entsprechen, die 
Berührungspunkte auf diesen Trägern als Verbindungsstrahlen sind, 
so geht die gerade Linie X durch die gesuchten Berührungspunkte und 
bestimmt dieselben; weil es aber auf jedem Verbindungsstrahl (wie ee, und 
ffi) nur einen Berührungspunkt giebt, so bleibt die Gerade X unverändert, 
wenn wir zu ihrer Construction, statt der Paare aa,, bb,, cc, irgend 
welche andere Paare entsprechender Punkte nehmen; also gilt der Satz: 

Wenn man aus zwei projectiven Punktreihen irgend zwei Paare 
entsprechender Punkte xx, und yy, herausnimmt, so liegt der Schnittpunkt 
(£9,, 89) immer auf einer und derselben festen Gerade 2, welche durch 
die beiden Berührungspunkte der Träger beider Punktreihen hindurchgeht, 
die den im Schnittpunkte vereinigt liegenden Punkten entsprechen. 

Dies lässt sich auch folgendermassen als Satz aussprechen: 

Sind auf einer Gerade drei beliebige Punkte a,b,c und auf einer 
zweiten Gerade drei beliebige Punkte a,,b,,c, gegeben, so liegen die drei 
Schnittpunkte: 


(ab, a,b), (be, bic), (ca, ca) 
auf einer Gerade. 
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Dieser Satz ist einer Erweiterung fähig, da die Zuordnung des 
einen Tripels von Punkten zu dem andern in sechsfacher Weise ge- 
schehen kann, weil drei Punkte sechs Permutationen zulassen; wir 
erhalten daher sechs solcher geraden Linien, die in eigenthümlichem 
Zusammenhange mit einander stehen; wir bezeichnen bei diesen sechs 
Zuordnungen die Schnittpunkte in folgender Weise: 


L | I. | II. 
abe | abe | abe 
a b,c | bica cab, 
(be, cb) = @,, | (aa, ch) = a, (aa, be) = i, 
(ca, a) =b, | (Db,, ac) = h, (bb,,ca,) = ß,, 
(ab,, ba,)= 73, (u, ba) =y, | (ii, ab), 
«s Bs Y3 = Q. | 0 Ba Ya = La. | a biy, = Ls. 
IV. ya | VI. 
abe abe abe 
a c by | cb,a, biac 
(ac, ba) =a, | (ba,ch)=bd, (ac, ch) =c, 
(ca, ab,) = a, (ab, bc) = bs, (ca, be) = 6z, 
(bb,, c4) = aş, (aa, cc) = bs, (aa, bb,) = 6s, 
u! Be. cie og = y 


Aus dem Schema I., II, III. lesen wir die Identität folgender 
Verbindungslinien ab: 
at = 0M, Aßk=bb, Mr=ih, 
aty = Ch, Babs =at, yay = ba, 
aza = bc, Bio, 737, = ab, 
und aus dem Schema IV., V., VI.: 
aib = ba aao = Ab ie, 
bia = ch, ba = be, bze = aQ, 
eh, aueh, =; 
so dass je drei Linien, z.B. «,«,, aa,, b,c,, identisch sind. 
Folglich ist nach Schema IV. 
(Bo Ps, 9275) = U, 
(Bsßı, V371) = 2, 
(Buße, V12) = %, 
und da die drei Punkte a,,a,,a, in einer geraden Linie %, liegen, so 
folgt, dass die beiden Dreiecke ß,ß;ß, und yyy perspeetiv liegen 
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(Nr. 21), d.h. ß,9,; Page, Bsyg oder die drei Linien 2,,%,,%, durch 


einen Punkt laufen. Ebenso, weil 


(a,b), @b,) = 75, 
(b, Ci, %%) = @;, 
(Cia, 24) = Ps 


und «,, pz, y in gerader Linie £, liegen, laufen X,,%,,%, durch einen 
Punkt. Es laufen also von den sechs erhaltenen Linien 2 drei durch 
einen Punkt und die drei andern ebenfalls durch einen Punkt, und es ist 
unmittelbar zu erkennen, dass die 15 Geraden: aa,,ab,,ac,,ba,, bb,, 
be,,ca,cb,,cc, und ,%,,2,,2,,%,,%,, welche sich in den 18 Punkten 
Ci,- +79 Mzz» -Cz und den beiden Schnittpunkten Q, L, Q, und Qg; 8 
treffen, genau dieselbe gegenseitige Lage haben, wie bei der in Nr. 23 
beschriebenen Figur. 

Der vorige Satz lässt sich auch in anderer Form aussprechen, 
wobei er als specieller Fall eines allgemeineren Satzes auftritt, von 
dem später die Rede sein wird. Die sechs Punkte a,b,c, a, D, C 
von denen drei und drei auf zwei Geraden liegen, lassen sich als die 
Ecken eines einfachen Sechsecks auffassen, z. B. ab,ca,bt,; in dieser 
Reihenfolge erscheinen ab, und a,b als gegenüberliegende Seiten, 
ebenso bc, und b,c, endlich auch ca, und ca. Der obige Satz lautet 
also auch so: Bei einem einfachen Sechseck, dessen Ecken zu drei und 
drei auf zwei geraden Linien liegen, schneiden sich die gegenüberliegenden 
Seiten in drei Punkten, welche auf einer Gerade liegen, und die sechs 
Sechsecke, welche sich aus denselben Eekpunkten herstellen lassen, 
sind folgende: 

| ab cabe, 
I ac,ch,ba,, 
aa,cc,bb,, 


| ac,ca,bb,, 
aach be, 
| ab cc ba; 


die für die ersten drei Sechsecke erhaltenen Geraden laufen durch 
einen Punkt und die für die andern drei Sechsecke erhaltenen Ge- 
raden durch einen andern Punkt. j 

Kehren wir nach dieser Abschweifung zu dem Gegenstande unserer 
Betrachtung zurück. Es sei © -irgend ein Punkt der Gerade X von 
Nr.65 und durch ihn werde ein Strahl gezogen, welcher A und X, 
in y und ), trifft, so begegnet sich yY mit xy, auf Q, also geht sie 
auch durch ©. Von den projeetiven Büscheln, durch welche die 


www.rein.org.pl 


94 Die Berührungspunkte auf den Verbindungsstrahlen. 


gegebenen Pünktreihen aus O projieirt werden, fallen die Strahlen Oy, 
und Or, auf die Strahlen Or und Oy; folglich sind sie involutorisch. 

Aus jedem Punkte der Gerade & werden die gegebenen projeetiven 
Punktreihen durch involutorische projective Strahlbüschel projieirt, und 
nur aus den Punkten dieser Gerade. 

Denn wenn DO ein Punkt ist, für welchen die projieirenden Bäschel 
involutorisch sind, so müssen die Strahlen De, und Of, die den sich 
deckenden Strahlen De und Of, entsprechen, ebenfalls sich decken; 
folglich muss © auf e f= Q liegen. 

Diese Gerade & geht durch die Berührungspunkte der beiden Träger. 

Es bleibt noch übrig, auf einem beliebigen andern Verbindungs- 
strahl den Berührungspunkt zu ermitteln; seien A, Y, die beiden Träger, 
welche von irgend drei Verbindungsstrahlen «a, b,c resp. in den Punkte- 
paaren aa, bb, cc, getroffen werden, so wird nach der Construction 
in Nr. 63 ein beliebiger anderer Verbindungsstrahl dadurch gefunden, 
dass man cb, zieht und irgend einen Punkt & dieser Gerade mit a 
und a, verbindet; ag trifft b in B, a,& trifft c in B,, und BB, ist 
ein Verbindungsstrahl. Fassen wir b und c als die Träger zweier 
neuen Punktreihen auf, welche dieselbe @esammtheit der Verbindungs- 
strahlen liefern, von denen a, A und A, drei zur Bestimmung er- 
forderliche sind, so erscheinen B, B, als entsprechende Punkte dieser 
beiden neuen Punktreihen, und der Berührungspunkt auf b ist der- 
jenige Punkt auf b, welcher entsprechend ist dem Schnittpunkte be 
als einem Punkte von c. Wir ziehen also von a, nach diesem Schnitt- 
punkte be die Gerade, welche in &, die Gerade cb, trifft; dann wird 
a&, den Strahl b in dem gesuchten Berührungspunkte t treffen. In 
gleicher Weise können wir den Berührungspunkt auf c ermitteln; wir 

Fig. 30. ziehen von a nach bc die Linie, 
welche in &, die Gerade ch, trifft, 
dann wird a,&, den Strahl c in 
dem gesuchten Berührungspunkte t 
treffen. Wir können aber auch 
die Berührungspunkte auf b und c 
gleichzeitig finden, indem wir b 
und c als Träger und a, M, AW, als 
drei Verbindungsstrahlen auffassen und dann nach der vorhin an- 
gegebenen Construction jene Gerade & ermitteln, welche der Ort der 
Punkte (xY,, 2,9) ist und durch die beiden Berührungspunkte auf b 
und ce gehen muss. Die vorige Construction vereinfacht sich wesentlich, 
wenn wir statt der drei Punktepaare aa,, bb,,cc, folgende wählen: ee, 
XXi Th, welche so gewählt sind (Fig. 30), dass e und f, im Schnitt- 
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punkte der beiden Träger A, M, vereinigt liegen, e, und f die Be- 
rührungspunkte auf A, und X sind und yg, ein beliebiger Verbindungs- 
strahl ist, dessen Berührungspunkt gesucht wird. Die Gerade cb 
wird dann fg; der Schnittpunkt (bb,,cc,) wird (ex, ffi), d.h. der 
Punkt x; a, ist der Berührungspunkt e, und a ist der Schnittpunkt e; 
man ziehe also ex, welche fr, in & treffe, dann wird eg den Ver- 
bindungsstrahl xx, in dem gesuchten Berührungspunkt treffen. Um 
also auf irgend einem Verbindungsstrahl yy, den Berührungspunkt zu 
finden, verbinde man die Punkte x, und x mit den Berührungspunkten 
f und e, der beiden Träger; der Schnittpunkt (fx,,e,X) mit dem 
Schnittpunkt e, f, der Träger verbunden liefert eine Gerade, welche gy, 
in dem gesuchten Berührungspunkte trifft. Dies lässt sich als Satz 
auch folgendermassen aussprechen: 

Die drei Verbindungslinien der Ecken eines von irgend drei Ver- 
bindungsstrahlen entsprechender Punkte gebildeten Dreiseits mit den Be- 
rührungspunkten der gegenüberliegenden Seiten schneiden sich in einem Punkte. 

Oder, wenn man nach der Definition (Nr. 64) den Kegelschnitt 
als Erzeugniss der beiden projectiven Punktreihen und die Verbindungs- 
strahlen als seine Tangenten einführt: 

Die drei Verbindungslinien der Berührungspunkte irgend dreier 
Tangenten eines Kegelschnitts mit den gegemüberliegenden Ecken des von 
denselben gebildeten Dreiecks schneiden sich in einem Punkte. 

Nach der vorigen Construction lässt sich sehr einfach auf einem 
beliebigen Verbindungsstrahl der Berührungspunkt ermitteln, da die 
Berührungspunkte e,,f der beiden Träger durch die oben construirte 
Gerade £ bereits gefunden sind. Heben wir hervor, dass wegen der 
obigen Construction und wegen der Eigenschaft des vollständigen 
Vierecks fe gy, (Nr. 16) auf jedem Strahle xx, der Berührungspunkt, in 
Bezug auf x und x,, dem Schnitte mit der Gerade 2, welche die Berührungs- 
punkte der Träger verbindet, harmonisch zugeordnet ist; wir werden 
hierauf im Folgenden genauer eingehen. 

Wenn in den beiden projeetiven Punktreihen A, A, aa, und bb, 
zwei Paare entsprechender Punkte sind, so liegt dar Schnittpunkt 
(ab,, ba,) auf derjenigen Gerade £, wellie die Berührungspunkte der 
beiden Träger A, M, verbindet; sehen wir aber nun a = aq, b= bb, 
als Träger der Punktreihen und WA, AX, als Verbindungsstrahlen an, so 
sind a und b ein Paar entsprechender Punkte und a, und b, ein 
zweites Paar; folglich wird der Schnittpunkt (ab,, a,b), welcher der- 
selbe Punkt ist, auch auf der Verbindungslinie der Berührungspunkte 
der beiden Strahlen a und b liegen. Wir haben daher das bemerkens- 
werthe Resultat: 
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Sind aa, und bb, irgend zwei Verbindungsstrahlen entsprechender 
Punkte zweier projectiver Punktreihen, so liegt der Schnittpunkt (ab,, ba,) 
in gerader Linie mit den Berührungspunkten dieser beiden Strahlen. 

68 Hieraus folgt, wenn wir den einen Strahl aa, mit seinem Be- 
rührungspunkt œ festhalten, den andern bb, und seinen Berührungs- 
punkt 8 aber, der projeetiven Beziehung gemäss, bewegen und den 
Schnittpunkt (ab,, ba,) mit y, bezeichnen, dass die Strahlen «f und 
ab,, welche sich in p, auf der Gerade Q begegnen, bei der Bewegung 
zwei perspective Strahlbüschel beschreiben; also wird die Punktreihe, 
welche der veränderliche Strahl bb, auf dem Träger M, oder auf irgend 
einem andern Verbindungsstrahl, z. B. aa,, fixirt, projeetiv sein mit 
dem Strahlbüschel, welches «ß beschreibt. Dies giebt folgenden Satz: 

Die Punktreihe, in welcher ein beliebiger Verbindungsstrahl von der 
Gesammtheit derselben getroffen wird, ist projectiv mit dem Strahlbüschel, 
dessen Grundpunkt der Berührungspunkt des ersteren ist, und dessen 
Strahlen nach den Berührungspunkten sämmtlicher Verbindungsstrahlen 
gehen. | 

Fügen wir noch einen dritten Verbindungsstrahl cc, hinzu und 
nennen «&, ß,y die Berührungspunkte auf aa,, bb,, cci, ferner a,, Bi, yi 
die Schnittpunkte (be,, cb,), (ca, aci), (ab,, ba,), so liegen nach dem 
Vorigen je in einer Gerade: 


Bra: BP ho 


letztere in der Gerade X. Diese sechs Punkte sind also die Ecken 
eines vollständigen Vierseits und bilden eine Figur, wie wir sie in 
Nr. 55 kennen gelernt haben. 

Halten wir die beiden Verbindungsstrahlen aa, und bb, mit ihren 
Berührungspunkten « und ß fest und bewegen den dritten cc, der 
projeetiven Beziehung gemäss, so verändert sich auch sein Berührungs- 
punkt y; es bewegen sich die Punkte œ, und ß, auf der festen Ge- 
rade X und beschreiben zwei projective Punktreihen, weil sie mit den 
von ¢ und c, beschriebenen Punktreihen perspectiv liegen; folglich 
müssen auch die Strahlen «ß, und ß«, projective Strahlbüschel um « 
und 8 als Grundpunkte beschreiben; nun schneiden sich aber «ß, und 
ße, im Punkte y, dem Berührungspunkt auf dem veränderlichen 
Strahl cc,, folglich erhalten wir den wichtigen Satz: 

Verbindet man irgend zwei Berührungspunkte als Grundpunkte zweier 
Strahlbüschel mit sämmtlichen Berührungspunkten durch Strahlenpaare, 
so erhält man allemal zwei projective Strahlbüschel. 

Hiernach erscheint der Kegelschnitt, welchen wir als das Erzeug- 
niss zweier projectiver Punktreihen, d.h. als die von der Gesammt- 
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heit der Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte umhüllte Curve 
definirt haben, zugleich als das Erzeugniss zweier projectiver Strahl- 
büschel, d.h. als der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen. 
Dieselbe Curve, der Kegelschnitt, je nachdem sie als eine eontinuirliche 
Reihe von Punkten oder als eine continuirliche Aufeinanderfolge von 
berührenden Strahlen (Tangenten) aufgefasst wird, ist das Erzeugniss 
zweier projectiver Strahlbüschel oder das Erzeugniss zweier projeetiver 
Punktreihen; beide Erzeugnisse, welche nach der in unseren Grund- 
begriffen liegenden Dualität neben einander stehen, sind also identisch. 


$ 22. Zwei projective Strahlbüschel in allgemeiner Lage. 


Den in den beiden vorigen Paragraphen durchgeführten Betrach- 
tungen stehen ganz analoge zur Seite, welche ihren Ausgangspunkt 
nehmen von zwei projectiven Strahlbüscheln in allgemeiner Lage. 
Es würde ermüdend sein, diese analogen Betrachtungen in aller Aus- 
führlichkeit zu wiederholen; vielmehr genüge es, die Resultate hervor- 
zuheben, welche ohne jede Schwierigkeit aus dem Gange der gleich- 
laufenden Betrachtung sich ergeben, indem man Strahl und Strahl- 
büschel an Stelle von Punkt und Punktreihe, Schnittpunkt an Stelle 
von Verbindungslinie u.s.w. und umgekehrt setzt, oder dualisirt, wie 
wir diesen Prozess kurz nennen wollen. Da wir aus dem Schluss der 
vorigen Betrachtung bereits wissen, dass das Erzeugniss zweier pro- 
jeetiver Strahlbüschel in allgemeiner Lage identisch ist mit dem Er- 
zeugniss zweier projectiver Punktreihen, welches wir Kegelschnitt ge- 
genannt haben, so dürfen wir diese Benennung auch dem jetzt zu 
untersuchenden Erzeugniss geben. 

Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier projectiver 
Strahlbüschel in allgemeiner (nicht perspectiver) Lage ist ein Kegel- 
schnitt, welcher durch die Grundpunkte B, B, der beiden Strahlbüschel 
geht; denn dem Strahle BB,, als dem Strahlbüschel (B) angehörig, 
entspricht ein bestimmter durch B, gehender Strahl, also ist B, ein 
Schnittpunkt zweier entsprechender Strahlen, ebenso B. Seien x, x, 
zwei entsprechende Strahlen und x ihr Schnittpunkt, und bewegen 
wir den Strahl x um B herum, bis er zuletzt auf BB, fällt, so wird 
die Sehne B,r des Kegelschnitts, welche den entsprechenden Strahl 
bildet, sich um den festen Punkt B, drehen, bis sie zuletzt in die 
Grenzlage der Tangente des Kegelschnitts im Punkte B, übergeht; also 
diejenigen Strahlen, welche den in der Verbindungslinie der Grundpunkte 
vereinigt liegenden entsprechen, sind die Tangenten des Kegelschnitts in 
diesen Punkten. 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 7 
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Man kann irgend zwei Schnittpunkte entsprechender Strahlen als 
Grundpunkte zweier neuer Strahlbüschel annehmen, deren Strahlen- 
paare nach sämmtlichen Schnittpunkten hingehen; solche zwei Strahl- 
büschel sind immer projectiv und je zwei Strahlen entsprechend, die 
nach demselben Schnittpunkte gehen. Oder: 

Wenn man irgend zwei Punkte eines Kegelschnitts mit sämmtlichen 
durch Strahlenpaare verbindet, so erhält man allemal zwei projective 
Strahlbüschel, deren entsprechende Strahlen immers zwei solche sind, welche 
nach demselben Punkte des Kegelschnitts gehen. 

Hieraus folgt, dass der Kegelschnitt durch fünf Punkte, welche 
willkürlich angenommen werden dürfen, vollkommen bestimmt ist; um 
beliebig viele andere Punkte desselben allein mittelst des Lineals zu 
construiren, wähle man irgend zwei von den gegebenen fünf Punkten 
zu Grundpunkten zweier Strahlbüschel und ziehe nach den drei übrigen 
die drei Paare entsprechender Strahlen; dadurch ist die projective Be- 
ziehung der beiden Strahlbüschel vollständig bestimmt, und beliebig 
viele andere Paare entsprechender Strahlen sind allein mittelst des 
Lineals zu construiren (Nr. 19); die Schnittpunkte derselben werden 
Punkte des Kegelschnitts sein. Diese Construction führt zu folgender 
Beziehung zwischen irgend sechs Punkten eines Kegelschnitts: 

Verbindet man irgend sechs Punkte eines Kegelschnitts in beliebiger 
Reihenfolge zu einem einfachen Sechseck, so schneiden sich die drei 
Paare gegenüberliegender Seiten in drei Punkten, welche in gerader 
Linie liegen. 

Diesen Satz hat Pascal (1623—1662) im Alter von 16 Jahren 
gefunden. Der Satz und die Gerade, welche die drei Punkte enthält, 
werden nach ihm benannt. 

Ferner besitzt der Kegelschnitt die charakteristische Eigenschaft, 
dass eine beliebige Gerade in der Ebene ihn in zwei Punkten trifft. 
Der Kegelschnitt ist daher auch von der zweiten Ordnung, wie von der 
zweiten Klasse (Nr. 64). 

Die beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit einer beliebigen 
Gerade können aber auch in einen zusammenfallen oder zu existiren 
aufhören. Die doppelt unendliche Mannigfaltigkeit von sämmtlichen 
geraden Linien der Ebene zerfällt dadurch in zwei Gebiete: das eine 
bilden diejenigen Geraden, welche den Kegelschnitt nicht treffen, das 
andere diejenigen, welche ihn in zwei (reellen) Punkten treffen. Diese 
beiden Gebiete werden von einander getrennt durch eine einfache Un- 
endlichkeit solcher Geraden, welche nur einen Punkt mit dem Kegel- 
schnitt gemein haben, oder für welche die beiden Schnittpunkte zu- 
sammenfallen; dies sind die Tangenten des Kegelschnitts. 
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Die Construction der Tangente in irgend einem Punkte des Kegel- 70 
schnitts wird leicht mit Hülfe des folgenden Satzes ausgeführt: 


Wenn xx, und yy, irgend zwei Paare entsprechender Strahlen 
zweier projectiver Strahlbüschel B, B, sind, so läuft die Verbindungslinie 
der Schnittpunkte: 

(29, YL) 


durch einen und denselben festen Punkt S, welcher zugleich der Schnitt- 
punkt der beiden Tangenten des Kegelschnitts in den Grundpunkten der 
Strahlbüschel B und B, ist. Dieser Punkt S hat die analoge Eigen- 
schaft zu der Gerade & bei projectiven Punktreihen: alle Strahlen durch 
ihn und nur die Strahlen durch ihn schneiden die projectiven Strahl- 
büschel B, B, in involutorischen projeetiven Punktreihen. 


Benutzen wir blos drei Paare entsprechender Strahlen, so haben 
wir: 

Wenn a,b,c irgend drei durch einen Punkt gehende Strahlen und 
t, b, & irgend drei durch einen zweiten Punkt gehende Strahlen sind, 
so laufen die drei Verbindungslinien: 


(ab,,a,b), (be,b,e), (ea, , €, 4) 
durch einen und denselben Punkt. 


Dieser Satz ist einer ganz ähnlichen Erweiterung fähig, wie der 
analoge in Nr. 66; die Ausführung sei dem Leser überlassen. 


Mit Hülfe dieses Satzes ist in jedem Punkte des Kegelschnitts 
die Tangente zu construiren, wenn irgend fünf zur Bestimmung des- 
selben erforderliche Punkte gegeben sind. Sei B der Punkt, in welchem 
die Tangente gesucht wird, und B,,a,b,c die vier andern, so ziehe 
man die drei Strahlen Ba, Bb, Bc oder a,b,c und B.a,Bb,Bc 
oder a,,b,,€,, bestimme die beiden Linien (ab,,a,b), (bc, b,c) und 
verbinde ihren Schnittpunkt mit B, alsdann ist diese Verbindungslinie 
die gesuchte Tangente in B. 


Sind die Tangenten f und e, in den Punkten B und B, gefunden, 
so gelangt man zu der Tangente in irgend einem Punkte g = xx, 
indem man die Verbindungslinie (ze,,&,f) zieht und den Punkt, in 
welchem sie den Strahl e(f,) oder BB, trifft, mit g = xx, verbindet 
oder einfacher, indem man, in Bezug auf x und z, den vierten 
harmonischen Strahl zieht, welcher dem Strahle von x nach fe, zu- 
geordnet ist (Nr. 67). 


Jene Construction führt zu folgendem Satz: 
7* 
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Die Seiten irgend eines dem Kegelschnitt eingeschriebenen Dreiecks 
treffen die Tangenten der gegeniiberliegenden Ecken in drei Punkten, 
welche in einer Gerade liegen. 

Endlich folgt noch der Satz: 


Sind aa, und bb, irgend zwei Paare entsprechender Strahlen zweier 
projectiver Strahlbüschel und a, b beziehungsweise ihre Schnittpunkte, so 
geht die Verbindungslinie (ab,, a,b) durch den Schnittpunkt der beiden 
Kegelschnitts- Tangenten in a und b, woraus dann von Neuem der in 
Nr. 68 gefundene Satz folgt: 


Das Strahlbüschel, welches von allen Strahlen gebildet wird, die 
einen beliebigen Punkt des Kegelschnitts mit sämmtlichen Punkten desselben 
verbinden, ist projectiv zu der Punktreihe, welche auf der in dem ersten 
Punkte gezogenen Tangente durch die Tangenten in sämmtlichen Punkten 
des Kegelschnitts bestimmt wird. 


Hieraus ergiebt sich schliesslich von der dualen Seite her 
wiederum die Identität beider Erzeugnisse, indem wir finden, dass 
sämmtliche Tangenten des Kegelschnitts irgend zwei derselben in zwei 
projeetiven Punktreihen treffen, indem jede auf den beiden willkürlich 
herausgenommenen zwei entsprechende Punkte bestimmt. 


Wir haben die projeetiven Gebilde (Punktreihen, Strahlbiüschel) 
im Vorangehenden in nicht perspectiver Lage angenommen. Sind sie 
aber perspectiv, so zerfällt das Erzeugniss. Bei zwei perspectiven Pankt- 
reihen besteht es aus zwei Strahlbüscheln, von denen das eine offenbar 
das Perspectivitätscentrum zum Grundpunkte hat, das andere den sich 
selbst entsprechenden Schnittpunkt der beiden Träger; denn jeder Strahl 
durch denselben kann als Verbindungsstrahl angesehen werden. Bei 
zwei perspectiven Strahlbüscheln aber besteht es aus dem perspediven 
Durchschnitt und der sich selbst entsprechenden Verbindungslinie der 
beiden Grundpunkte. Die Curve zweiter Klasse artet dort in ein 
Punktepaar, die Curve zweiter Ordnung hier in ein Geradenpaar aus, 
und die andere Erzeugung ist in beiden Fällen nicht möglich. 


Zu denselben Ausartungen gelangt man aber auch, wenn die Pro- 
jeetivität selbst ausartet (Nr. 58). Eine ausgeartete Projeetivität zweier 
Punktreihen hat zwei singuläre Punkte, in jeder Punktreihe einen, dem 
alle Punkte der andern Reihe entsprechen. Das Erzeugniss der Ver- 
bindungsstrahlen besteht ersichtlich aus den Büscheln um diese singuären 
Punkte. Und ebenso besteht das Erzeugniss einer ausgearteten Projectwität 
zwischen zwei Strahlbischeln aus den beiden singulären Strahlen der- 
selben. 
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§ 23. Identität der Erzeugnisse zweier projeetiver Punktreihen 
und zweier projeetiver Strahlbüschel. 


Obgleich wir bereits aus dem Vorigen die Identität beider neben 
einander stehenden Erzeugnisse erkannt haben, so wollen wir doch 
dies wichtige Resultat noch einmal auf einem anderen Wege ableiten. 

Wir gehen von zwei projeetiven Punktreihen X (a,b,t,...r,...) 
und, (ai Di; Gy - - - X, <- .) aus und projieiren sie aus den entsprechenden 
Punkten ¢ und c,, wodurch sich zwei projective Strahlbüschel in per- 
spectiver Lage ergeben, da der Verbindungsstrahl cc, sich selbst ent- 
spricht; der perspective Durchschnitt % ist die Gerade, auf der die 
Punkte (c x, cx), überhaupt alle Punkte (rY,, 2,9) liegen (Nr. 65) und 
welche A, A, in den dem gemeinsamen Punkte AA, entsprechenden 
Berührungspunkten schneidet. Jeder Punkt § von & giebt zwei ent- 
sprechende Punkte x und g, die Schnitte von ë mit A, von cë 
mit W.. 

Die vier Punkte c,c,, X,t, bilden ein vollständiges Viereck; 
Diagonalpunkte desselben sind &, AU, und (cc, gr). Folglich sind 
die beiden Strahlen von AA, nach ë und (cc, xx) harmonisch zu- 
geordnet den beiden Seiten A, A, des Vierecks. Sie erzeugen demnach 
eine hyperbolische Involution, von welcher X, A, die Doppelstrahlen 
sind, und bewegen sich projectiv; also sind auch die bez. zu den von 
ihnen beschriebenen Büscheln perspectiven Punktreihen zu einander 
projeetiv, nämlich die von & auf Q beschriebene und die von (cc, gg) 
auf ct, beschriebene. Erstere ist wiederum perspectiv zu der von y 
oder x, beschriebenen. Also ist letztere projectiv zu diesen beiden 
Punktreihen, den gegebenen. 

Wir erkennen also nochmals: 

Die Punktreihe, welche auf einem Verbindungsstrahle entsprechender 
Punkte durch die sämmtlichen Verbindungsstrahlen eingeschnitten wird, 
ist den gegebenen projeetiv. 

Und wir können durch sie zunächst eine und dann durch eine 
` zweite auch die zweite gegebene Punktreihe ersetzen. 

Auf beliebigen zwei Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte er- 
zeugen alle derartigen Linien zwei projective Punktreihen, welche den In- 
begriff dieser Linien, die Tangenten des Kegelschnitts, ebenso liefern wie 
die ursprünglichen Punktreihen A, A. 

Der Strahl von AU, nach (cc,,xx,) war also immer der vierte 
harmonische Strahl zu dem nach & in Bezug auf X und U. Kommt 
x nach c, also in den Schnittpunkt der Träger A und c, = W, so 
fällt (cc, xx) in den Berührungspunkt von W; &$ kommt, als Schnitt 
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von ¢& x mit Q, in den Punkt (cc,,2%) zu liegen, und der Berührungs- 
punkt ist der Schnitt von M, mit dem vierten harmonischen Strahle, 
welcher dem Strahle von AA, nach (cc, X) zugeordnet ist in Bezug 
auf A, WU. Und ebenso ergiebt sich der Berührungspunkt T, auf xx, 
als der Schnitt mit dem vierten harmonischen Strahle, der dem Strahle 
aus AA, nach (rr, Q), ebenfalls in Bezug auf A, W,, zugeordnet ist. 
Oder dieser Berührungspunkt T, ist der vierte harmonische Punkt, 
zugeordnet dem Punkte (xr, £) in Bezug auf y und g. 

Demnach sind auch harmonisch die Gerade X und die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte (X, Q) und 7, von XA und yy, zu der Ge- 
rade X und der Verbindungslinie des ersten dieser Berührungspunkte 
mit g Der erste und der dritte dieser Strahlen sind fest; folglich 
bewegen sich die beiden andern projectiv, und daher auch der zweite 
und der Punkt g, oder y. 

Die Punktreihe, welche auf einer Tangente A des Kegelschnitts 
durch sämmtliche Tangenten xx, eingeschnitten wird, und der Strahl- 
büschel, welcher vom Berührungspunkte von A nach den Berührungs- 
punkten der xx, geht, sind projectiv. 

Dasselbe gilt für A,; also haben wir zwei projective Strahlbüschel 
um die Berührungspunkte von A und M, deren entsprechende Strahlen 
je nach dem Berührungspunkte derselben Tangente xx, gehen. 

Damit ist die Identität der beiden Erzeugnisse dargethan. 


Die dualen von zwei projeetiven Strahlbüscheln ausgehenden Ueber- 
legungen geben den Umkehrungssatz. 


Es sei nun noch X, ein vierter Verbindungsstrahl dd,, so haben 
wir vier projective Punktreihen auf A, W,, AX, My Bezeichnen wir 
die Berührungspunkte von A, A, W, M, mit a, bi, C2, Dg, so ergeben 
sich für jeden der sechs Schnittpunkte zwei Namen: 


AU AU U AU AU UN 
u c,a du, mb 8,5 Das Cs. 
Die drei Diagonalpunkte des Vierseits AA, W, A, sind: 
© — (cd, de) = (abs, Asbo), 


y = (bez, chs) = (a,d,, a20,), 
z = (bd, Db) = (a, C3, A36). 


Nun ist wegen der Projectivität: 
(abcd) = (a, b, c, d,) = (a, bg C20) = (as Ds C33); 


daher (abc) = (b,a 0c). Aber b ist mit a, identisch; also laufen ab,, 
Dc, Dc, in einen Punkt zusammen, oder ab, geht durch æ. Ebenso 
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folgt aus: (a,b,0,d,) = (b,a,d,c,), dass c,d, durch x geht. Ingleichen 
gehen ad, und b,c, durch y und ac,,6,d, durch z. Also ist xyz 
auch das Diagonaldreieck von ab, cb. 

Demnach hat das voll- 
ständige Vierseit von vier Tan- 
genten eines Kegelschnitts das 
nämliche Diagonaldreieck wie 
das vollständige Viereck der 
zugehörigen Berührungspunkte. W yp < 

Auch den Seiten dieses y — ; 
Vierecks können wir Doppel- ii 
namen geben: 

GB; 3.0: N 
bu. 65. d,G% 
iu E A S 

Ciba dibs dz, Gs; 
und um die duale Bezeichnung 
ganz durchzuführen, müssen 
dann A, XG, M, A, besser mit 
a, bi, C2, dg bezeichnet werden. 

Weil ab, = AXA, , de, = y, cd, = z in gerader Linie liegen und b, a, 
identisch sind, so ist (bade)=(a,b,c,d,) und also auch (abed) = (a,b,c d,) 
und in gleicher Weise: 

(abed) = (a,b,c,d) = (a,b,c,d,) = (a,b,c,d,). 

Die vier Punkte, in denen a,b,c,d von yz getroffen werden, 

liegen, in Bezug auf das Centrum x, perspectiv zu b,a, Ô, c; also ist: 


(abed) = (abcd); 


und alle acht Doppelverhältnisse sind gleich. 


g 24. Der Kreis als Erzeugniss projectiver Gebilde. 


Die durch die vorangehende Betrachtung nachgewiesene doppelte 
Entstehungsweise des Kegelschnitts findet ihre Bestätigung zunächst 
bei dem aus der Elementargeometrie bekannten Kegelschnitt, dem 
Kreise, und die doppelte Erzeugung des Kreises durch projective 
Gebilde lässt sich aus elementaren Eigenschaften desselben unmittelbar 
ableiten. Zugleich wollen wir auch umgekehrt hieraus die Bedingungen 
ermitteln, unter welchen zwei projective Strahlbüschel oder zwei pro- 
jeetive Punktreihen einen Kreis erzeugen. Wir haben bereits in Nr. 34 


www.rein.org.pl 


75 


104 Der Kreis als Erzeugniss projeetiver Gebilde. 


diejenige elementare Eigenschaft des Kreises benutzt, welche ihn als 
Erzeugniss zweier projectiver Strahlbüschel erscheinen lässt. Werden 
irgend zwei Punkte B, B, eines Kreises mit allen übrigen Punkten 
desselben a,b,c...x... durch Strahlenpaare aa,,bb,,cc,... 24... 
verbunden, so bilden diese unter sich gleiche Winkel und zwar auch 
wenn die Punkte des Kreises, nach denen sie gehen, in verschiedenen 
Bogen BB, liegen; wenn nur immer solche Winkel genommen werden, 
die gleichen Sinn haben, in dem einen Falle die Peripheriewinkel 
selbst, im andern die Nebenwinkel. Es ist also (ab) = (a,b,), 
(be) = (b,c,) u.8s.w.; die beiden Strahlbüschel B, B, sind also gleich 
und gleichlaufend (Nr. 61). Sei e der Strahl des Strahlbüschels B, 
welcher auf BB, fällt, so muss nothwendig auch (we) = (z,e,) sein; 
nach einer bekannten Eigenschaft des Kreises ist dann e, die Tangente 
im Punkte B,; also sind, wie nothwendig, die dem Strahle BB, ent- 
sprechenden Strahlen der Strahlbüschel die Tangenten in B und B} ` 
Und auch umgekehrt haben wir: Zwei gleiche und gleichlaufende Strahl- 
büschel erzeugen immer einen Kreis, sobald sie sich nicht in perspectiver 
Lage befinden; denn sie sind vollständig bestimmt durch ein Paar ent- 
sprechender Strahlen aa,, da hinzugefügt ist, dass sie gleichlaufend 
sein sollen (Nr. 61); legt man also durch die Grundpunkte B, B, 
und den Schnittpunkt a = aa, den Kreis, so liefert jeder Punkt x 
desselben zwei entsprechende Strahlen x, x, zweier gleicher und gleich- 
laufender Strahlbüschel, welche mit den angenommenen identisch sind. 
Zweitens kann der Kreis, als die Gesammtheit seiner Tangenten 
aufgefasst, durch zwei projective Punktreihen erzeugt werden. Auf 
zwei Tangenten des Kreises, 

Fig. 32. welche als Träger A,A, der 

Punktreihen genommen werden 
(Fig. 32), seien f, e, die Be- 
rührungspunkte, also e,f, der 
Schnittpunkt und x,x, die 
Schnitte mit irgend einer be- 
weglichen Tangente, welche in 
1; berühre. Dann ist, wenn M 
der Mittelpunkt des Kreises ist, 


X gMt; = ZEMt, 
KbMy=zt Me, also Mr, =; (Mt; + te Me)= 90+ fee, 


mithin constant; dabei hat man freilich für Constanz des Sinnes zu 
sorgen, d. h. wenn der Winkel. y My, seinen Sinn beim Durchgange 
durch eine oder die andere der zu X, X, parallelen Tangenten ändert, 
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ihn durch den Nebenwinkel zu ersetzen. Aus dieser Constanz der 
Grösse und des Sinnes folgt, dass die Strahlen Mr und Myg, zwei 
gleiche und gleichlaufende Strahlbüschel beschreiben und demnach 
die Punkte x und x, zwei projective Punktreihen. 

Die beiden eben erwähnten parallelen Tangenten schneiden in A, A, 
die Fluchtpunkte r und q, ein. 

Suchen wir umgekehrt für projective Punktreihen die Bedingungen 
auf, damit sie einen Kreis erzeugen. Zunächst ist ersichtlich, dass 
ef= f &; dies sind also entsprechende gleiche Strecken und zwar 
solehe aus dem ersten Systeme, dessen Strecken die Fluchtpunkte r 
und q, ausschliessen. Aus ef= f e folgt re=q,f, und rf= q e (Nr. 25). 
Die beiden Paare paralleler Tangenten bilden einen Rhombus, also ist 
eM 1 tMg 

Damit zwei projective Punktreihen einen Kreis erzeugen, ist also 
nothwendig, dass erstens die Strecken zwischen dem Schnittpunkte und 
den Berührungspunkten gleich sind: ef = fie, und dass zweitens, wenn 
M der Schnittpunkt der Lothe in den Berührungspunkten f und e, auf 
den Trägern ist, die Fluchtpunkte x, q, auf der Gerade liegen, welche in 
M auf Me senkrecht steht. 

Und diese Bedingungen sind auch hinreichend; denn durch sie 
wird er = f,q,; werden daher durch r und q, die Parallelen zu W,, A 
gezogen, so dass ein Rhombus entsteht, so stimmt die projective 
Beziehung, welche der diesem Rhombus eingeschriebene Kreis auf 
A, A, hervorruft, mit der gegebenen die Bedingungen erfüllenden 
überein, weil er mit ihr die Paare entsprechender Punkte ee, ffy 
rri, 9 q, gemein hat. 

Aus den Bedingungen leitet man leicht ab, dass: 


(efrq”) = (e fi ti q). 


$ 25. Eintheilung der Kegelschnitte. 


Um uns von der Gestalt des Kegelschnitts, trete er als Erzeugniss 76 
zweier projeetiver Strahlbüschel oder zweier projectiver Punktreihen 
auf, ein anschauliches Bild machen zu können, müssen wir einige be- 
sondere Umstände näher ins Auge fassen, welche bei den erzeugenden 
Gebilden vorkommen können. Gehen wir von zwei projeetiven Strahl- 
büscheln B, B, in allgemeiner Lage aus und denken uns, indem wir 
das eine Strahlbüschel B festhalten, das andere 5,, ohne es um seinen 
Grundpunkt zu drehen, parallel mit sich fortgeschoben, bis B, mit B 
zusammenfällt (oder was dasselbe ist, ziehen wir durch B zu sämmt- 
lichen Strahlen des Strahlbüschels B, die Parallelen), so erhalten wir 
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in B zwei auf einander liegende projective Strahlbüschel, wie sie in 
Nr. 32 genauer untersucht worden sind. Dort sahen wir, dass drei 
Fälle eintreten können: entweder haben die beiden concentrischen 
projeetiven Strahlbüschel zwei verschiedene Doppelstrahlen oder einen 
(zwei zusammenfallende) oder keine reellen (zwei imaginäre). Im mittleren 
Falle haben sich g und g, oder h und h, vereinigt. Schieben wir nun 
das Strahlbüschel B, wieder parallel mit sich in seine ursprüngliche 
Lage zurück, so werden die vorhin zusammengefallenen Strahlen nun- 
mehr parallel laufen oder ihren Schnittpunkt im Unendlichen haben; 
die Schnittpunkte aller übrigen Paare entsprechender Strahlen müssen 
aber im Endlichen liegen. Nach den drei Fällen ergeben sich daher 
drei Gattungen von Kegelschnitten: 

1. Ein Kegelschnitt, welcher keinen unendlich entfernten Punkt 
hat, dessen Punkte also sämmtlich in einem endlichen Stück der 
Ebene liegen, heisst eine Ellipse; die sie erzeugenden projeetiven 
Strahlbüschel müssen gleichlaufend sein (Nr. 32). 

2. Ein Kegelschnitt, welcher nur einen einzigen unendlich ent- 
fernten Punkt (zwei vereinigte) hat, heisst eine Parabel; die erzeugenden 
projecetiven Strahlbüschel müssen ebenfalls gleichlaufend sein und so 
liegen, dass die besonderen Strahlen g und g, oder die h und A, 
parallel laufen. Da sämmtliche unendlich entfernten Punkte der Ebene 
auf einer Gerade @, liegen (Nr. 361) und die Parabel nur zwei ver- 
einigte Punkte mit @, gemein hat, so muss (+, Tangente der Parabel 
sein und dieser Punkt ihr Berührungspunkt. Die Berührung mit G, 
ist die Fundamental- Eigenschaft der Parabel. 

3. Ein Kegelschnitt, welcher zwei unendlich entfernte Punkte hat, 
heisst eine Hyperbel, dieselbe kann sowohl durch gleichlaufende, als 
auch durch ungleichlaufende projective Strahlbüschel erzeugt werden; 
zwei ungleichlaufende projective Strahlbüschel erzeugen immer eine 
Hyperbel.* 

Die Gerade @, wird von der Hyperbel in zwei reellen und ge- 
trennten Punkte, von der Ellipse aber in zwei imaginären Punkten 
geschnitten. 

Aus der vorigen Betrachtung geht hervor, dass durch parallele 
Verschiebung der Strahlbüschel B, B, ohne Drehung um ihre Grund- 


* Die griechischen Namen der drei Kegelschnitte bekunden, dass schon die 
Griechen mit diesen Curven sich beschäftigt haben. Insbesondere sind Archimedes 
(von Syracus) (287 — 212 v.Chr.) und Apollonius aus Pergä (in Kleinasien), der 
um 200 v. Chr. lebte, zu erwähnen. Letzterer, den die Alten den grossen Geo- 
meter nannten, hat ein besonderes noch grösstentheils erhaltenes Werk über die 
Kegelschnitte geschrieben. 
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punkte die Gattung des Kegelschnitts, ihres Erzeugnisses, nicht ver- 
ändert wird. Fallen die Grundpunkte zusammen, so besteht das Er- 
zeugniss aus den beiden Doppelstrahlen (Geradenpaar), die entweder 
reell und getrennt oder vereinigt oder imaginär sind und beziehungs- 
weise eine ausgeartete Hyperbel, Parabel, Ellipse darstellen. Im letzten 
Falle ist vom Erzeugniss nur der Schnittpunkt der Geraden reell. 
Liegen dagegen die Grundpunkte der beiden Strahlbüschel B, B, ge- 
trennt und drehen wir die Strahlbüschel selbst um ihre Grundpunkte, 
ohne die projective Beziehung zu verändern, so wird nur dann, wenn 
die Strahlbüschel ungleichlaufend sind, ihr Erzeugniss seine Gattung 
nicht ändern und beständig Hyperbel sein. 

Es können dabei, mögen die Strahlbüschel gleichlaufend sein oder 
nicht, zwei besondere Fälle von Interesse eintreten; einmal nämlich 
fallen bei der Drehung zwei entsprechende Strahlen auf die Verbindungs- 
linie der Grundpunkte; dann werden die Strahlbüschel perspeetiv; das 
Erzeugniss ist, wie wir schon wissen, ein Geradenpaar, bestehend aus 
dem perspectiven Durchschnitte und dem sich selbst entsprechenden 
Strahle BB.. 

Ein zweiter besonderer Fall tritt ein, wenn bei der Drehung die 
Strahlen s und s,, folglich auch t und £, in parallele Lage gelangen, 
d.h. die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel (Nr. 26) parallel 
werden. Es entsteht also eine Hyperbel; und eine solche Hyperbel, 
bei welcher die unendlich entfernten Punkte in zwei zu einander recht- 
winkligen Richtungen liegen, heisst eine gleichseitige Hyperbel. So wie 
der Kreis (Nr. 74) als das Erzeugniss zweier gleicher und gleichlaufender 
projeetiver Stralilbüschel auftritt, kann die gleichseitige Hyperbel als das 
Erzeugniss zweier gleicher und ungleichlaufender Strahlbüschel aufgefasst 
werden. Bei zwei ungleichlaufenden projeetiven Strahlbüscheln sind stets 
zwei Paare paralleler entsprechender Strahlen vorhanden; sind die Büschel 
überdies gleich, so sind die Senkrechten zu den Strahlen des einen Paares 
gleichfalls entsprechend, also bilden sie das andere Paar; mithin ist 
das Erzeugniss eine gleichseitige Hyperbel. Die gleichseitige Hyperbel 
kann indessen, wie wir gesehen haben, auch durch zwei beliebige 
projective Strahlbüschel erzeugt werden, nieht so der Kreis. 

Sind die beiden erzeugenden Strahlbüschel B, B, gleichlaufend, 
und drehen wir sie um ihre festgedachten Grundpunkte, ohne die pro- 
jective Beziehung zu verändern, so verändert sich der Kegelschnitt und 
kann Ellipse, Parabel und Hyperbel werden. Der Spielraum, innerhalb 
dessen diese verschiedenen Fälle eintreten, ist leicht zu übersehen, 
wenn wir nur das eine Strahlbüschel B, drehen, das andere B dagegen 
unverändert lassen. Bei dieser Drehung kommen einmal g und g, in 
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parallele Lage; h und h, laufen dann aber nicht parallel, weil bei 
zwei gleichlaufenden projectiven Strahlbüscheln unmöglich gleichzeitig 
g mit g, und k mit h, parallel sein kann (Nr. 32). Drehen wir nun, 
mit der parallelen Lage von g und g, beginnend, für welche das Er- 
zeugniss eine Parabel wird, in beliebigem Drehungssinne das Strahl- 
büschel B,, so wird das Erzeugniss Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 
die Richtungen von g und h durch die Richtungen von h, und g, ge- 
trennt werden oder nicht; denn dann haben die bis zur Vereinigung der 
Grundpunkte parallel verschobenen Büschel imaginäre oder reelle Doppel- 
strahlen (Nr. 32). Gelangen wir endlich bei fortgesetzter Drehung in die 
Lage, dass h und h, parallel werden, so entsteht wieder eine Parabel, und 
bei weiter fortgesetzter Drehung geht das Erzeugniss, wenn es früher 
Ellipse war, in die Hyperbel über, oder umgekehrt. Es giebt also zwei 
Reihen von Kegelsehnitten,; welche bei dieser Bewegung auftreten; die 
eine enthält lauter Ellipsen, die andere lauter Hyperbeln; beide Reihen 
werden durch zwei Parabeln von einander getrennt. In der Reihe 
von Hyperbeln befindet sich, wie oben bemerkt, ein Geradenpaar und 
eine gleichseitige Hyperbel. 

Es erhellt schon hieraus, dass nur Ellipse und Hyperbel allgemeine 
Kegelschnitte sind; die EEE ist ein specieller. 

Zu einer gleichseitigen Hyperbel gelangt man bei dem Problem 
der Dreitheilung des Winkels, welches mit dem ebenso berühmten 
(Delischen) Probleme der Würfelverdoppelung die Griechen in der 
Platonischen Schule zur Beschäftigung mit den Kegelschnitten geführt 
hat. Ein Kreis um den Scheitel M des zu theilenden Winkels œ 
schneide die Schenkel in A und B; so trage man von A in dem einen 
Sinne den Bogen Aa und von B im entgegengesetzten Sinne den 
zweimal so grossen Bogen Bb auf. Man erkennt leicht, dass die 
Strahlen Ma und Bb gleiche, aber ungleichlaufende Büschel durch- 
laufen; also erzeugen sie eine gleichseitige Hyperbel. Der dem Bogen AB 
angehörige Schnitt 7 derselben mit dem Kreise ist der Theilungspunkt. 
Sie geht durch B und hat noch zwei andere Schnitte 7,, 7,, welche 
so gelegen sind, dass durch T, 7,, T, der ganze Kreis in drei gleiche 
Theile getheilt wird: 


x AMT, =120°+9, BMT,=240°+°8; 
AMT,—240°+°, BMI, 120+"? 
oder Bu 
480° + Zi 
wobei AMT, und AMT, den einen, BMT, und BMT, den andern 
Sinn haben. 
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$ 26. Bedingungen für die Erzeugung der verschiedenen Gattungen 
der Kegelschnitte durch projeetive Punktreihen. 


Das Erzeugniss zweier beliebiger projeetiver Punktreihen kann 
im allgemeinen nur Ellipse oder Hyperbel sein, nicht aber Parabel. 
Die unendlich entfernte Gerade Ge ist, wie wir wissen, , Tangente der 
Parabel; irgend zwei andere Tangenten, als Träger zweier erzeugenden 
Punktreihen aufgefasst, werden von ihr in den unendlich entfernten 
Punkten getroffen, welche mithin entsprechende Punkte sein müssen. 
Zwei Punktreihen, deren unendlich entfernte Punkte entsprechende 
sind, sind aber nothwendig ähnlich (Nr. 59); also sehen wir, dass eine 
Parabel nur von zwei ähnlichen Punktreihen erzeugt werden kann und 
immer erzeugt wird, sobald sich dieselben nicht in perspectiver Lage 
befinden. Also auch umgekehrt: 
Irgend zwei Tangenten einer Parabel 
werden von allen übrigen in zwei 
ähnlichen  Punktreihen getroffen. 
Hieraus können wir uns leicht ein 
anschauliches Bild der Parabel 
durch Zeichnung herstellen, indem ~- 
wir z. B. (Fig. 33) auf einer Gerade < 
eine Anzahl von gleich entfernten 
Punkten a,b,c,d..., auf einer zweiten Gerade eine gleiche Anzahl 
von gleich entfernten Punkten a,, b., c, ð... annehmen und die Ver- 
bindungsstrahlen aa,,bb,, cc... ziehen. Selbstverständlich erzeugen 
auch zwei gleiche Punktreihen immer eine Parabel. Die Parabel kann 
keine zwei im Endlichen gelegenen parallelen Tangenten haben; denn in 
ihren projeetiven Punktreihen wäre der gemeinsame unendlich ferne 
Punkt sich selbst entsprechend, die Punktreihen wären also perspectiv. 


Andererseits kann freilich jede Tangente als parallel mit der unendlich . 


entfernten Tangente Ge angesehen werden, weil ihr Schnittpunkt im 
Unendlichen liegt. 

Eine Parabel entsteht, wenn eine Punktreihe X (a,b,,c...x) und 
ein zu ihr projectives Strahlbüschel B(a,b,e,...x) gegeben sind; 
sie wird von den Parallelen durch die Punkte y von W je zu den 
entsprechenden Strahlen v von B umhüllt. Aber auch die Senkrechten 
aus den x je auf die entsprechenden Strahlen x umhüllen eine Parabel. 
Im letzteren Falle sind erzeugende projective Punktreihen die gegebene 
A und diejenige auf der unendlich fernen Gerade Ge, welche mit der 
durch B eingeschnittenen die ausgezeichnete Involution I» (Nr. 62) 
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bildet. In beiden Fällen ist @, der eine Träger und daher die Curve 
Parabel. 

Um das Erzeugniss zweier projectiver Punktreihen, welche nicht 
ähnlich sind, genauer zu erkennen und insbesondere zu erfahren, unter 
welchen Bedingungen dasselbe Ellipse oder Hyperbel wird, ziehen wir 
durch die den unendlich fernen Punkten rf und q” von A, und Y 
entsprechenden Fluchtpunkte r, q; (welche nicht selbst unendlich fern 
sind, da sonst die Punktreihen ähnlich wären) zu X, und X die Parallelen, 
welche Tangenten des Kegelschnitts sein müssen. Da man jede be- 
liebige Tangente als Träger einer erzeugenden Punktreihe auffassen 
darf, so folgern wir: Bei Ellipse und Hyperbel treten die Tangenten 
paarweise parallel auf, d. h. es giebt zu jeder Tangente eine bestimmte 
parallele Tangente. Seien (Fig 34) e und f, die in dem Schnittpunkte 
der Träger vereinigten Punkte, also e, und f die Berührungspunkte, 


Fig. 34. so muss der Schnittpunkt (rq,, 

EZ q°rr) mit e, und f in gerader 

a „ Linie liegen (Nr. 65); dies ist 

CAI f jek y der unendlich entfernte Punkt 

Bent BR, der Verbindungslinie rq,, also 

U A sH muss die Linie ef mit xa, 
Er RE SR À ; & 

WE ATRE >- TE parallel laufen. Die Träger A,W, 

QU n 1 1 


und die durch r und q, ge- 
zogenen Parallelstrahlen bilden ein dem Kegelschnitt umgeschriebenes 
Parallelogramm, dessen Diagonale rq, der Berührungssehne fe, parallel 
läuft. Sei & die vierte Ecke dieses Parallelogramms, dann lassen sich 
auch auf den Parallelstrahlen die Berührungspunkte leicht ermitteln. 
Betrachten wir nämlich zwei parallele Tangenten rg und f,q, als 
Träger erzeugender Punktreihen und die beiden andern als Verbindungs- 
strahlen, so werden für diese Beziehung r und f,, ebenso & und Q; 
Paare entsprechender Punkte sein, also der Schnittpunkt (rqi, $f,), 
d.h. der Mittelpunkt M des Parallelogramms wird auf der Berührungs- 
sehne der beiden parallelen Tangenten liegen; e, M trifft mithin den 
Parallelstrahl durch r in dem gesuchten Berührungspunkt t und ebenso 
fM den Parallelstrahl durch q, in seinem Berührungspunkte, und es folgt: 

Die vier Berührungspunkte auf den Seiten eines dem Kegelschmitt 
umgeschriebenen Parallelogramms bilden selbst ein Parallelogramm, dessen 
Seiten den Diagonalen des ersteren parallel laufen, und dessen Mittel- 
punkt mit dem des ersteren zusammenfällt. 

Um nun zu erkennen, ob der erzeugte Kegelschnitt Ellipse oder 
Hyperbel ist, fassen wir zunächst zwei parallele Tangenten als Träger 
erzeugender Punktreihen auf. Die unendlich entfernten Punkte dieser 
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beiden Träger liegen vereinigt; ihre entsprechenden r und q, sind also 
die Berührungspunkte (Fig. 35); wird irgend ein Projectionsstrahl xy, 
hinzugefügt, so ist die ganze Beziehung bestimmt. Den Berührungspunkt 
auf vr, erhält man nach Nr.67 dadurch, dass man zu dem Schnittpunkte 6 
des Strahls yy, mit der Berührungssehne rq, den vierten harmonischen 
dem 6 zugeordneten Punkt t in Bezug auf x,y, construirt; es wird nun 
nachzusehen sein, ob r in die Unendlichkeit gelangen kann oder 
nieht; im ersten Falle ist der Kegelschnitt Hyperbel, im andern 


Ellipse. Es kann r nur dann in die Un- Fig. 35. 
endlichkeit fallen, wenn ø in die Mitte Pai 

von txt, zu liegen kommt; 6 kann aber yi E 

überhaupt nie zwischen x und y, zu liegen — Ha ” 
kommen, sobald die beiden Punktreihen jt “u 
ungleichlaufend sind; denn alsdann haben ee Ba oik: 
ry und q% stets gleichen Sinn (Nr. 30); / 


der Schnittpunkt 6 durchläuft also von der Verbindungslinierg, die beiden 
unendlichen Stücke, welche ausserhalb der Strecke rq, liegen; der Kegel- 
schnitt ist nothwendig Ellipse. Wenn dagegen die beiden projectiven 
Punktreihen auf den parallelen Trägern A, A, gleichlaufend sind, so 
verhält sich die Sache umgekehrt; ry und qx, haben ungleichen Sinn; 
der Punkt o durchläuft also nur die endliche Strecke zwischen r und Q, 
und liegt daher immer zwischen y, x; er muss zweimal in die Mitte 
von yg, also auch von rq, gelangen. Denn verbinden wir die Mitte M 
von tq, mit den beiden projectiven Punktreihen, welche x und x, 
durchlaufen, so erhalten wir m M zwei concentrische projeetive 
Strahlbüschel, welche ungleichlaufend sind, folglich (Nr. 32) immer 
zwei reelle Doppelstrahlen haben; diese sind aber zwei Strahlen yg, 
deren Strecken yy, in M halbirt werden; ihre Berührungspunkte liegen 
im Unendlichen, der Kegelschnitt ist also Hyperbel. 

Das Resultat dieser Betrachtung ist, dass zwei projective Punktreihen, 
deren Träger in paralleler Lage sich befinden, eine Ellipse erzeugen, wenn 
sie ungleichlaufend, dagegen eine Hyperbel, wenn sie gleichlaufend sind, 

Oder auch: Ein Kegelschnitt ist Ellipse oder Hyperbel, wenn die 
Derührungspunkte von zwei parallelen Tangenten auf derselben Seite einer 
dritten Tangente oder auf verschiedenen Seiten liegen. 

Aus der Eigenschaft der constanten Potenz ryg. qx, ergiebt sich 
weiter: Wenn zwei feste parallele Tangenten eines Kegelschnitts von einer 
veränderlichen dritten getroffen werden, so ist das Rechteck aus den beiden 
Strecken, welche auf jenen durch die Berührungspunkte und die Schmitt- 
punkte der veränderlichen Tangente begrenzt werden, constant, positiv bei 
der Ellipse, negativ bei der Hyperbel. 
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Aus dem gefundenen Kennzeichen fliesst unmittelbar ein neues für 
den allgemeinen Fall, dass die beiden Träger der erzeugenden Punkt- 
reihen sich nicht mehr in paralleler Lage befinden. Stellen wir uns 
wieder das Parallelogramm aus den Trägern A, A, und den durch r 
und q, gehenden parallelen Tangenten vor (Fig. 34); t, auf Me, gelegen, 
war Berührungspunkt der zu U, parallelen Tangente. In den projec- 
tiven Punktreihen auf diesen parallelen Tangenten sind f} und r ent- 
sprechend. Es entsteht eine Ellipse, wenn die Punktreihen ungleich- 
laufend sind oder wenn e,f, und tr gleichen Sinn haben. Das erfordert, 
weil e,t durch den Mittelpunkt des Parallelogramms geht, dass e, 
zwischen f, und q, liegt, und ebenso f zwischen e und r. Eins hat 
das andere zur Folge, da fe, ||rq,. Bei der Hyperbel liegen sie beide 
ausserhalb. 

Zwei projective Punktreihen in allgemeiner Lage erzeugen eine Ellipse, 
wenn die Verbindungslinie fe, der Berührungspunkte der Träger zwischen 
dem Schnittpunkte e, f, und der Verbindungslinie rq, der Fluchtpunkte 
liegt, eine Hyperbel, wenn ausserhalb (vergl. Nr. 75). 

Hieraus folgt, dass, wenn wir den Schnittpunkt der Träger zweier 
projeetiver Punktreihen festhalten und die projective Beziehung un- 
geändert lassen, die Träger selbst aber um ihren Schnittpunkt drehen, 
der erzeugte Kegelschnitt seine Gattung nicht verändert, d. h. Ellipse 
bleibt, wofern er es einmal war, und ebenso Hyperbel, wohl aber 
seine Form. Dagegen kann der Kegelschnitt seine Gattung verändern, 
wenn wir die Träger in ihrer Lage festhalten, die Punktreihen aber 
auf ihnen verschieben, ohne die projective Beziehung zu verändern. 
Verschieben wir nur die Punktreihe X auf ihrem Träger, so bleibt der 
Kegelschnitt Ellipse, so lange f zwischen e und r liegt; gelangt f nach f,, 
so werden die Punktreihen perspectiv. In diesem Uebergangsfalle 
artet der Kegelschnitt in ein Punktepaar aus und ist sowohl als Ellipse, 
wie auch als Hyperbel anzusehen: das endliche Stück zwischen den 
beiden Punkten doppelt gedacht als unendlich schmale Ellipse, die 
beiden unendlichen Stücke auf der Verbindungslinie der beiden Punkte, 
welche zu beiden Seiten von ihnen liegen, doppelt gedacht als un- 
endlich schmale Hyperbel. Wie bei der Erzeugung des Kegelschnitts 
durch projective Strahlbüschel als Uebergang von Ellipse zu Hyperbel 
die Parabel auftrat, zeigt sich hier bei der Erzeugung des Kegelschnitts 
dureh projeetive Punktreihen ein neuer Uebergang von Ellipse zu 
Hyperbel durch das Punktepaar. Schieben wir nun die Punktreihe A 
auf ihrem Träger weiter fort, so kommt f ausserhalb er zu liegen, 
der Kegelschnitt ist also nach dem obigen Kennzeichen Hyperbel ge- 
worden; kommt dann r nach e, so wird rï, der unendlich entfernte 
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Punkt des Trägers A,, der Berührungspunkt, also A, die Tangente der 
Hyperbel in einem ihrer unendlich entfernten Punkte. Eine solche Tan- 
gente in einem der beiden unendlich entfernten Punkte der Hyperbel 
heisst Asymptote der Hyperbel. Wir können es leicht einrichten, dass 
die Träger der beiden erzeugenden Punktreihen die Asymptoten der 
Hyperbel werden, indem wir beide Punktreihen so auf ihren Trägern 
verschieben, dass die Punkte r und q, in ihrem Durchschnittspunkte 
vereinigt werden; dann sind die ihnen entsprechenden unendlich ent- 
fernten Punkte die Berührungspunkte. 

Mit Hülfe der Asymptoten können wir uns leicht ein anschauliches 
Bild der Hyperbel machen; da in ihrem Schnittpunkt die Fluchtpunkte 
r und q, vereinigt sind und für irgend ein Paar entsprechender Punkte 
das Rechteck rr.q,t, constant ist (Nr. 24), so bleibt auch der Inhalt 
des Dreiecks constant, welches von den Asymptoten und einer be- 
liebigen dritten Tangente der Hyperbel gebildet wird, oder jede Tangente 
der Hyperbel schliesst mit den beiden Asymptoten ein Dreieck von con- 
stantem Inhalte ein. Das constante Rechteck Fig. 36. 
aus den auf den Asymptoten der Hyperbel 
durch eine veränderliche Tangente abge- 
schnittenen Strecken heisst die Potenz der 
Hyperbel. Denken wir uns daher die beiden 
Asymptoten und eine beliebige dritte Tangente 
tt, gegeben (Fig. 36), wodurch die projective 
Beziehung vollständig bestimmt wird, so er- 
halten wir leicht andere Tangenten, indem wir 
durch y und x, in irgend einer Richtung zwei _ 
Parallelen ziehen, welche in y, und 4 den ” 
Asymptoten begegnen; dann ist ġġ, eine neue 
Tangente, weil das Dreieck, welches sie mit den Asymptoten bildet, 
denselben Inhalt hat oder auch, weil (xY, x9) sich auf der Berührungs- 
sehne der Träger, d.h. hier Ga, befindet (Nr. 65). Auf jeder Tangente 
ist ferner der Berührungspunkt der Mittelpunkt zwischen den beiden 
Schnittpunkten mit den Asymptoten, weil er der vierte harmonische 
dem Schnittpunkt mit Ge zugeordnete ist (Nr. 67). Verändern wir 
die Richtung der durch x und x, gezogenen Parallelen, so können wir 
leicht so viele Tangenten und auch Punkte der Hyperbel (die Be- 
rührungspunkte) herstellen, als erforderlich sind, um uns ein Bild von 
ihrem Verlaufe machen zu können. 

Wir sehen hieraus, dass die Hyperbel in zwei hinsichtlich des 
Schnittpunkts der Asymptoten (r, q) — der deshalb Mittelpunkt der 
Hyperbel genannt werden kann — symmetrische unendliche Zweige 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 8 
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zerfällt, welche ganz in zwei Scheitelräume der von den Asymptoten 
gebildeten Winkel hinein fallen, während die andern beiden Scheitel- 
räume frei bleiben; die Zweige der Hyperbel liegen nämlich in den- 
jenigen Winkelräumen der Asymptoten, welehe von entsprechenden 
Hälften (Nr. 24, Fig. 13) der Träger der erzeugenden Punktreihen ein- 
geschlossen werden. Die Parallelen durch den Mittelpunkt zu sämmt- 
lichen Tangenten der Hyperbel fallen in die beiden andern Scheitel- 
räume, und je zwei parallele Tangenten berühren die Hyperbel auf 
verschiedenen Zweigen; die Asymptoten erscheinen als je ein Paar 
zusammenfallender paralleler Tangenten und trennen diejenigen Winkel- 
räume, welche solche Riehtungen enthalten, in denen es Tangenten 
an die Hyperbel giebt, von denen, in welchen es keine Tangenten- 
richtungen giebt. Verfolgen wir den Verlauf einer Tangente an der 
Hyperbel, so erkennen wir, dass sie sich von der Lage einer Asymptote 
continuirlich bis in die Lage der andern bewegt, dann aber ihren Drehungs- 
sinn ändernd wieder in die Lage der ersten Asymptote zurückkehrt. 

Der Berührungspunkt durchläuft dabei die beiden Zweige der 
Hyperbel in continwirlicher Folge, indem er zuerst auf dem einen Zweige 
bis zu dem einen unendlich entfernten Punkte der Hyperbel geht, 
dann aber zu dem unendlich entfernten Punkte des andern Zweiges, 
welcher der unendlich entfernte Punkt derselben Asymptote ist, über- 
geht (Nr. 3), sodann den andern Zweig durchläuft und durch den un- 
endlich entfernten Punkt der zweiten Asymptote zum ersten Zweige 
wieder zurückkehrt. In diesem Sinne haben wir uns die Hyperbel als 
(durch die unendlich entfernten Punkte) zusammenhängende Curve zu 
denken und nicht als zwei getrennte Öurven, und nur derartig haben 
wir sie zu durchlaufen, wie die Pfeile in Fig. 36 es andeuten. Wir 
erkennen zugleich bei diesem Verlaufe, dass, wenn wir uns die Hyperbel 
als Erzeugniss zweier projectiver Strahlbüschel denken, die Strahl- 
büschel gleichlaufend sind, sobald ihre Grundpunkte sich auf demselben 
Zweige der Hyperbel befinden, dagegen ungleichlaufend, wenn sie sich 
auf verschiedenen Zweigen der Hyperbel befinden. (Nr. 76.) 

Ermitteln wir die Bedingung, unter welcher zwei projective Punkt- 
reihen eine gleichseitige Hyperbel zu ihrem Erzeugniss haben. 

Nehmen wir zunächst zwei parallele Träger an; die projectiven 
Punktreihen müssen gleichlaufend sein, damit eine Hyperbel entsteht. 
Es seien wieder r, q die Fluchtpunkte, in diesem Falle auch die Be- 
rührungspunkte der Träger, ferner 9, g,, d, 5, die Potenzpunkte, so 


dass (2gp) = (45,9,)' der absolute Werth der Potenz ist. Mit der 
Mitte M von rq, liegen g und g, 5 und f, je in gerader Linie, weil 
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bei gleichlaufenden parallelen projectiven Punktreihen gb und HA 
denselben Sinn haben. Folglich sind gg, und bh, die Asymptoten, da 
die Berührungspunkte auf ihnen, als vierte harmonische Punkte, in 
Bezug auf g und g, bezw. h und h,, zur Mitte M, dem Schnitte mit 
der Berührungssehne rq, der Träger, unendlich fern sind. Sollen sie 
rechtwinklig sein, so muss (absolut) 


Mt=rg=r)h 
x / 2 ; , 
oder (Zra) gleich dem absoluten Werthe der Potenz sein, und um- 


gekehrt, wenn dies der Fall ist, so sind die Asymptoten rechtwinklig. 

Jetzt seien beliebige Träger A, A, gegeben (Fig. 37), e,f, sei ihr 
Schnitt, e,,f die entsprechenden Punkte, r,q, die Fluchtpunkte, M wieder 
die Mitte von rq. Wir ziehen 
die parallele Tangente W zu W,, 
die durch r geht, und schneiden 
Me, mit W in e. In den pro- 
jeetiven Punktreihen auf W und 
M, sind, als Schnitte mit YM, 
entsprechend r und f,, ferner 
sind Fluchtpunkte und zugleich 
Berührungspunkte € und &; 
der absolute Werth der Potenz 
BESTE ET ed, „er, UBd 
das muss gleich Me? sein. 

Es sei p, der Fusspunkt des Loths aus r auf W,, so ist die 
Potenz von e, in Bezug auf den Kreis durch r, q, p, dessen Mittel- 
punkt M ist, 


Fig. 37. 


Me? — Mi’ e. 6p; 
also: 


Mr? = ed, . efi + êi qi- Piè, = 84 - Pafi 9. Te. CO8 Q, 
wo der Winkel der Träger ist. Oder (absolut) 


1 2 
(ira) = re. q,8,- COS Q. 


Wir wissen, bei einer Hyperbel muss e, ausserhalb f,q, liegen. 
Also haben wir folgende Bedingung: 

Zwei projective Punktreihen erzeugen eine gleichseitige Hyperbel, 
wenn è so ausserhalb f,q, liegt, dass der Gleichung: 


ER 7 
(tra) = re. Qê . Cos p 


(absolut) genügt wird. 
8* 
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Die Projeetivität ist dann durch das Entsprechen von r und r, 
q” und q, e und e, festgelegt; der Punkt f genügt von selbst der 
Bedingung, dass er ausserhalb er liegt und dass 


(ira) = th: 6,7, . 608 Q 


Bei g — 90° müssen, wie wir wissen, r und q, sich im Schnitt- 
punkte vereinigen. 

Die Eigenschaft der Asymptoten einer Hyperbel ist auch die 
Quelle einer Erzeugung des Kegelschnitts, welche an die perspective 
Lage zweier projeetiver Punktreihen anknüpft. Seien A und M, die 
Träger zweier projeetiver Punktreihen in perspectiver Lage, und werden 
die in sich festgehaltenen Punktreihen so auf ihren Trägern verschoben, 
dass immer zwei neue entsprechende Punkte y, xy, in dem Schnittpunkte 
vereinigt werden, so wird jedesmal eine neue perspective Lage derselben 
beiden Punktreihen hervorgerufen, und es kann nach dem Orte des 
Perspeetivitätscentrums für alle diese perspectiven Lagen gefragt werden. 
Um ihn zu bestimmen, verfolgen wir die Punkte r und q,, ziehen die 
Parallelen durch sie zu den festen Trägern und erhalten in deren 
Sehnittpunkte B jedesmal den gesuchten Punkt. Weil nun der pro- 
jeetiven Beziehung gemäss ry . qx, constant ist, so hat das gezeichnete 
Parallelogramm constanten Inhalt; also bestimmt auch die durch die 
Ecke B zur Diagonale rq, gezogene Parallele mit den Trägern A, A, 
ein Dreieck von constantem (doppeltem) Inhalt, umhüllt also eine 
Hyperbel, deren Asymptoten A, M, sind; da aber B in der Mitte 
zwischen den Schnittpunkten mit den beiden Trägern liegt, so ist B 
der Berührungspunkt; also wird der gesuchte Ort eine Hyperbel, 
welche die beiden festen Träger zu ihren Asymptoten und die vier- 
fache Potenz der Punktreihen zur eigenen Potenz hat. 


$ 27. Das einem Kegelschnitte umgeschriebene Vierseit 
und eingeschriebene Viereck. 


Die in Nr. 73 durchgeführte Untersuchung und die dort in Be- 
tracht gezogene Figur (Fig. 31) zeigt eine Menge von Eigenschaften 
des Kegelschnitts, von denen einige hier hervorgehoben werden sollen. 
Das dort gewonnene Resultat .lässt sich mit etwas veränderter Be- 
zeichnung so aussprechen: 

Werden (Fig. 38) irgend vier Tangenten A, B, C, D eines Kegel- 
schnitts als vollständiges Vierseit aufgefasst, dessen sechs Ecken seien: 
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AD-a, BD-b, CD=c, 
BE-a, CA-B, AB=y7, 


und dessen drei Diagonalen aa, bh, cy sich in den Punkten: 
(bB,ey)=x, (er,aa)—y, (a«,bßp)=z 


treffen, und werden die Derührungspunkte a,b,c,d der vier Tangenten 
als vollständiges Viereck aufgefasst, so fallen die drei Diagonalpunkte 
des letzteren mit den Punkten x, y, z zusammen; es ist: 


(ad be = m .(bd,ca)=y, (c,ab)=2. 


Hieraus geht hervor, dass der Kegelschnitt vollständig bestimmt 
ist, sobald von ihm vier Tangenten und der Berührungspunkt auf 
einer, oder vier Punkte und Fig. 38. 
die Tangente in einem der- 
selben gegeben sind, was 
auch daraus hervorgeht, dass 
mit diesen Bestimmungs- 
stücken drei Paare ent- 
sprechender Elemente zweier 
projeetiver Punktreihen oder __ 
Strahlbüschelgegebenwerden, ` — 
also die ganze projective Be- 
ziehung bestimmt ist. Wir 
finden die Berührungspunkte 
auf den andern Tangenten, 
wenn a auf WA bekannt ist, 
indem wir ax, ay, az ziehen 
und ihre Schnittpunkte mit 
D, €, Y aufsuchen, oder 
wir finden die Tangenten in 
b, c, D, wenn die Tangente 
A in a bekannt ist, indem 
wir die Schnittpunkte y, ß, «, in welchen A den Verbindungslinien 
xy, #2, yz begegnet, bez. mit den andern drei Ecken b, c, D verbinden. 

Wir haben gesehen, dass irgend zwei Tangenten eines Kegel- 
‚schnitts von sämmtlichen in zwei projectiven Punktreihen getroffen 
werden. Und ebenso sind die Büschel, welche sämmtliche Punkte 
eines Kegelschnitts aus zweien von ihnen projieiren, projectiv. 

Die vier Tangenten A, H, C, D des Kegelschnitts werden also von 
allen Tangenten in vier Punkten geschnitten, welche dasselbe Doppel- 
verhältniss haben. Und ebenso haben die Strahlen, die nach den Punkten 
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a,b,c,d des Kegelschnitts aus seinen verschiedenen Punkten gehen, alle 
das nämliche Doppelverhältniss, das mit dem vorigen gleich ist, wenn, 
wie im Vorangehenden, a, b, c, ò die Berührungspunkte von A, B,C, D 
sind (Nr. 73). 

Selbstverständlich ist, dass die Zuordnung festgehalten wird. 

Umgekehrt, alle Punkte x, von welchen nach vier gegebenen Punkten 
a, b,c, D Strahlen gehen, deren Doppelverhältniss gegeben ist oder die 
einem gegebenen vierelementigen (Gebilde, etwa vier Strahlen a,b,c,d 
eines Büschels, projectiv sind, erzeugen einen durch a, b,c, ò gehenden 
Kegelschnitt; und ebenso umhüllen alle Strahlen, in welche vier gegebene 
Geraden A, B, C, D Punkte einschneiden, die ein gegebenes Doppel- 
verhältniss haben oder die zu a,b, c,d projectiv sind, einen Kegelschnitt, 
welcher A, H, C, D berührt. 

Denn irgend einer von den Punkten x, welche der ersteren Forderung 
genügen, bestimmt mit a, b,c, D einen Kegelschnitt, und alle Punkte 
desselben genügen der Forderung, aber kein anderer. Thäte es ein 
ausserhalb gelegener Punkt y', so hätte die Gerade y'a mit dem Kegel- 
schnitte einen von r' verschiedenen zweiten Schnitt y ausser a, und 
sowohl x (a,b,c,d), als x’ (a,b,c,d) wären zu abcd projectiv, also 
auch unter einander, und zwar in perspectiver Lage, da ra und y'a 
identisch sind; folglich müssten b,c,d in gerader Linie liegen, was 
sie nicht thun. Aehnlich schliesst man im andern Falle. 

Wenn der Punkt r auf dem Kegelschnitte in einen der gegebenen 
Punkte kommt, etwa in a, so ist ya die Tangente ta in a; daher hat 
auch a (ta, D, c, D) das gegebene Doppelverhältniss, und dadurch ist 
ta bestimmt. 

Wird zum Büschel abed noch ein fünfter Strahl e gefügt, so 
construire man in irgend einem der Büschel x (a, b, c, D), wo die x 
auf dem Kegelschnitt liegen, den dem e in der Projeetivität ent- 
sprechenden Strahl; sein zweiter Schnitt mit der Curve sei e', so 
leuchtet ein, dass für alle Punkte z des Kegelschnitts x (a, b, c,d, e') 
A abcde. Ist nun e beliebig, also nicht auf dem Kegelschnitte ge- 
geben, so sei y der zweite Schnitt von ee’ mit demselben. Dieser 
Punkt x ist der einzige Punkt, für welchen x (a, b, c, D, e) N abcde. 

Wenn also ein fünfelementiges Gebilde, etwa ein Büschel von fünf 
Strahlen a, b,c, d,e, gegeben ist und fünf Punkte a,b,c,d, e, so giebt 
es einen und im allgemeinen nur einen Punkt x von der Beschaffenheit, 
dass x (a,b, c, D, e) N abcde. 

Vier Punkte a,b,c,d können wir auf dreierlei Weise in zwei 
Paare zerlegen: ab und cd, ac und bd, ad und bc; wir haben daher 
drei Kegelschnitte durch die vier Punkte, aus deren Punkten nach 
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ihnen harmonische Büschel gehen und die man wohl die dem Viereck 
abcd umgeschriebenen harmonischen Kegelschnitte nennen kann.* Und 
ebenso kann man einem Vierseite ABED drei harmonische Kegel- 
schnitte einschreiben. 


Umgekehrt nennt man vier Punkte eines Kegelschnitts harmonische 
Punkte des Kegelschnitts, wenn aus einem und dann aus jedem Punkte 
der Curve vier harmonische Strahlen nach ihnen gehen, und vier 
Tangenten harmonisch, wenn sie auf einer und dann jeder Tangente 
harmonische Punkte einschneiden. Nach Nr. 73 sind die Tangenten 
von vier harmonischen Punkten eines Kegelschnitts ebenfalls harmonisch, 
und umgekehrt. 

Vier harmonische Punkte a,b,c,d eines Kegelschnitts haben immer 
die Lage, dass die Verbindungslinie von zwei zugeordneten durch den 
Schnittpunkt der Tangenten in den beiden andern zugeordneten geht. In 
der That, es seien A, die Tangenten von a,b, so hat man, die 
Punkte aus a und b projieirend: 


alA,b,c,d)=bla, Bd, d)=—-1=b(B,a,c,d). 


Die beiden projeetiven Büschel a (M, b,c, d) und b(B,a,c,d) 
sind aber perspectiv; folglich liegen die Punkte AY, c, ð in gerader 
Linie. 

Und umgekehrt, wenn X, B sich auf cd schneiden, so sind 
a, b, c, Ò harmonische Punkte. 


Zu zwei Punkten eines Kegelschnitts giebt es also unendlich viele 
Paare harmonisch zugeordneter; ihre Verbindungslinien laufen alle 
durch den Schnittpunkt der Tangenten der gegebenen Punkte. 


Kehren wir zu der allgemeineren Figur von vier beliebigen Tan- 
genten eines Kegelschnitts und ihren vier Berührungspunkten zurück, 
so können wir das Vierseit festhalten und das Viereck verändern, oder 
auch das Viereck festhalten und das Vierseit verändern. Ersteres ge- 
schieht, indem wir einen Berührungspunkt a die feste Tangente A 
durchlaufen lassen, letzteres, indem wir um eine Ecke a die Tangente 
A drehen. Wir erhalten dadurch eine Schaar von unendlich vielen 
Kegelschnitten, welche dieselben vier Tangenten haben, und ein 
Büschel von unendlich vielen Kegelschnitten, welche durch dieselben 
vier Punkte gehen, auf deren Untersuchung wir aber erst im dritten 
Abschnitt näher eingehen wollen. Für jetzt genüge es, indem wir die 

* Sie sind alle drei Hyperbeln, oder nur zwei und die dritte eine Ellipse, 


je nachdem einer der vier Punkte a,b,c,d vom Dreiecke der andern eingeschlossen 
wird oder jeder ausserhalb des Dreiecks der übrigen liegt. 
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vier Tangenten X, Y, €, D festhalten, zwei Kegelschnitte ins Auge zu 
fassen, welche in den Punkten a,b, c, und at, b! c, d! die vier 
Tangenten berühren; auch das zweite Viereck a'b!c!d! hat seine 
Diagonalpunkte in x, y, 2; insbesondere schneiden sich ab und atb! in z. 
Weil nun a, «,y,z vier harmonische Punkte sind, also ya, ya, yy,yz 
vier harmonische Strahlen und (aat, bb") = y ist, so muss (abt, fa’) 
auf dem vierten harmonischen Strahle, d.h. auf yy oder xy liegen. 
Die vier von a ausgehenden Strahlen a (b!, at, d,c) treffen also die 
vier von b ausgehenden b (at, bt, c, D) in vier Punkten derselben Ge- 
rade yy; wir erhalten daher zwei perspective Strahlbüschel; mithin 
sind die beiden Strahlbüschel a (at, bt, c, D) und b (at, b!, c, D) projediv, 
folglich liegen die sechs Punkte a, b, c, D, at, bt auf einem Kegelschnitt. 
In gleicher Weise zeigt sich, dass auch a, b, c, D, at, c* auf eirem 
Kegelschnitt liegen müssen und, da dieser durch fünf Punkte schon 
bestimmt ist (Nr. 69), auf demselben Kegelschnitt; folglich liegen alle 
acht Punkte a, b,c, D, at, b!,c!,d! auf einem und demselben Kegel- 
schnitt, oder: 


Die acht Berührungspunkte von irgend zwei demselben Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnitten mit den Seiten liegen allemal auf einem 
neuen Kegelschnitte. 

In gleicher Weise wird der duale Satz bewiesen: 

Die acht Tangenten zweier demselben Vierecke umgeschriebenen Kegel- 
schnitte in den Ecken berühren allemal einen neuen Kegelschnitt. 

Diese beiden demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte 
bieten noch andere Eigenthümlichkeiten rücksichtlich der Lage ihrer 
Berührungspunkte zu den Gegenecken des Vierseits und den gegen- 
seitigen Schnittpunkten der beiden Kegelschnitte dar, deren nähere 
Untersuchung uns hier zu weit führen würde.* (Siehe Aufgaben 
und Sätze.) 


Auch wollen wir hier nicht auf eine allgemeine Eigenschaft des- 
jenigen Kegelschnitts, welcher die acht Berührungspunkte zweier dem- 
selben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte enthält, eingehen, weil 
dieselbe aus späteren Betrachtungen unmittelbar hervortritt. (Nr. 295.) 
Wir könnten aus der in diesem Paragraphen untersuchten Figur leicht 
zu den sogenannten Polar-Eigenschaften des Kegelschnitts übergehen, 
ziehen es indessen vor, dieselben etwas später aus ursprünglicheren 
Betrachtungen abzuleiten. 


* Vergl. Steiner, Journal für Mathematik Bd. 44 S. 175, Bd. 45 S. 219 oder 
(Gesammelte Werke Bd. II S. 427, 471. 
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$ 28. Das Pascal’sche Sechseck* und die Steiner’sche Erweiterung 
desselben. 


Wir haben gesehen, dass fünf Punkte zur Bestimmung des Kegel- 
schnitts nothwendig sind, und dass er durch dieselben eindeutig be- 
stimmt wird. Damit sechs Punkte auf demselben Kegelschnitt liegen, 
ist eine Beziehung zwischen ihnen erforderlich, welche darin besteht, 
dass, wenn die Punkte mit B, B,,a,b,c,d bezeichnet werden, die 
beiden Strahlbüschel von je vier Strahlen B (a,b,c,d) und B, (a,b,c,d) 
dasselbe Doppelverhältniss haben. Diese Beziehung haben wir bereits 
oben anders aufgefasst und daraus den Pascal’schen Satz abgeleitet, 
auf welchen wir jetzt näher eingehen wollen. 


Seiner Wichtigkeit wegen soll er jedoch ordentlich bewiesen 
werden, was oben in Nr. 69 nicht geschehen ist. Lassen wir ab von 
den vier Strahlen B (a,b,c,d) und ac von den vier Strahlen B, (a,b, c, b) 
treffen, so erhalten wir vier Paare entsprechender Punkte zweier pro- 
jeetiver Punktreihen, nämlich: 


a, b, (Be, ab), (Bd, ab), 
a, (Bib,ao), c, (Bd, ac); 


da der Schnittpunkt a zwei entsprechende Punkte enthält, so sind die 
Punktreihen in perspectiver Lage, also laufen die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte B,b, Be, [(Bd, ab), (B,d, ac)] durch einen 
Punkt, oder, was dasselbe sagt, die drei Punkte: 


(B,b, Be), (Bd, ab), (Bd, ac) 


liegen auf einer Gerade; diese drei Punkte sind die Schnittpunkte 
gegenüberliegender Seiten des einfachen Sechsecks B,bacBd. 

Der Leser wiederhole den Beweis für eine andere Reihenfolge 
der Punkte. 

Dieser Satz ist offenbar auch umzukehren: Liegen die drei Schnitt- 
punkte von drei Geradenpaaren auf einer Gerade und fasst man die 
Paare als die gegenüberliegenden Seiten eines einfachen Sechsecks auf, 
so liegen die sechs Ecken desselben auf einem Kegelschnitt; denn 
seien die drei Geradenpaare ab, a,b,, @,b,, deren Schnittpunkte auf 
einer Gerade liegen, so haben wir, um das Sechseck zu erhalten, die 
Geraden in der Reihenfolge ab,a,ba,b, zu nehmen; die Ecken sind: 

aba, b,a,, a,b, bas, ayb,, bia. 


* Ein Pascal'sches Sechseck wurde früher Hexagramma mysticum genannt. 
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Diese sechs Ecken müssen nun auf einem Kegelschnitt liegen, 
weil die beiden Büschel: 
a,b, (a,b, a,b,, ba,, b,a), 
ab, (a,b, a,b,, baz, bia) 


projectiv sind. Die ersten vier Strahlen treffen nämlich die Gerade «a, 
und die letzten vier Strahlen die Gerade b in den Punkten: 

a,b, a,b,, a,4,, a,b,, 

ab, b.b., b az, a'b; 


jene Punkte liegen mit diesen perspectiv; denn der Punkt a,b ist 
gemeinschaftlich, und die drei anderen Verbindungsstrahlen b,,«,, 
(ab, a,b,) schneiden sich in einem Punkte, weil die Schnittpunkte ab, 
a,b,,a,b, in einer Gerade liegen. Damit ist der umgekehrte Satz er- 
wiesen und lässt sich, wie wir aus der Bezeichnung der sechs Ecken 
erkennen, auch so aussprechen: ; 

Wenn von den neun Punkten, in welchen die Seiten eines Dreieits 
aa,a, die Seiten eines andern bb,b, treffen, drei in gerader Linie liegen, 
so liegen die übrigen sechs auf einem Kegelschnitte. 

Ebenso lässt sich Brianchon’s Satz (Nr. 64) umkehren und anders 
aussprechen. Unter dem Pascal’schen und dem Brianchon’schen Sitze 
versteht man aber jetzt meistens den Satz und seine Umkehrung. 

Lässt man von den sechs Punkten eines Pascal’schen Sechsecks 
zweimal zwei benachbarte unendlich nahe an einander rücken, so gehen 
die verbindenden Seiten in Tangenten über; wählt man die Reihenfolge 
so, dass diese Seiten Gegenseiten werden, dann erhält man den “tz: 

Wenn einem Kegelschnitte ein vollständiges Viereck eingeschriben 
ist, so schneiden die Tangenten in zwei Ecken sich stets auf derjenigen 
Diagonale des Vierecks, durch deren gegenüberliegenden Diagonalpınkt 
die Verbindungsseite der beiden Ecken geht. 

Auf derselben Diagonale schneiden sich daher auch die Tangeıten 
in den beiden andern Ecken. 

Daraus folgt der Nr. 73, 84 erhaltene Satz, dass das Viereck das- 
selbe Diagonaldreieck wie das vollständige Vierseit der Tangeıten 
seiner Ecken ist, weleher Satz aber auch aus dem dualen durch 
Speeialisirung des Brianchon’schen Satzes sich ergebenden Satze folgt, 
da er in sich dual ist. 

Lässt man dreimal zwei Ecken eines Pascal’schen Sechsecks sich 
vereinigen, so dass drei Tangenten Sechseck-Seiten werden, so ergiebt 
sich der Satz von Nr. 70 über die Tangenten in den Ecken eines 
einem Kegelschnitte eingeschriebenen Dreiecks und analog aus dem 
Brianchon’schen der Satz von Nr. 67 über ein umgeschriebenes Dreieck. 
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Ferner sind die beiden Sätze von Pascal und Brianchon äusserst 90 
wichtig, um, wenn fünf Punkte oder fünf Tangenten eines Kegelschnitts 
gegeben sind, wodurch er eindeutig bestimmt ist, weitere Punkte, bezw. 
weitere Tangenten zu constrwiren. Es soll der zweite Punkt des Kegel- 
schnitts auf einem beliebig gegebenen Strahle construirt werden, 
welcher durch einen der fünf gegebenen Punkte geht; man hat dann 
diesen und den gesuchten zu Nachbarn in der Reihenfolge zu machen, 
so dass der gegebene Strahl Seite wird. Die fünf gegebenen Punkte 
seien 1,2,3,4,5 und durch 1 sei der Strahl gezogen, auf dem der 
gesuchte Punkt 6 liegen soll; so dass der Strahl die Seite 61 ist. 
Von der Pascal’schen Gerade kennen wir die Punkte: (12, 34), 
(34, 61); der dritte Punkt ist (23, 56); 23 giebt diesen dritten Punkt 
auf der durch jene beiden Punkte bestimmten Pascal’schen Gerade; 
wird er mit 5 verbunden, so giebt die Verbindungslinie auf dem ge- 
gebenen Strahle den Punkt 6. 

Statt zweier endlich getrennter Punkte kann man zwei unendlich 
nahe und ihre Verbindungslinie geben, d.h. einen Punkt der Curve 
und seine Tangente; man muss nur diese Punkte wiederum zu Nachbarn 
in der Reihenfolge machen, damit diese Tangente Seite wird. Man 
löse demnach die Aufgaben: 

Von einem Kegelschnitte sind vier Punkte und die Tangente in 
einem oder drei Punkte und die Tangenten in zweien gegeben; es sollen 
weitere Punkte construirt werden. 

Oder es sind wiederum fünf Punkte gegeben, die Tangente in 
einem ist zu suchen; wir denken uns den sechsten unendlich nahe 
neben diesem und auch als Nachbar in der Reihenfolge; die Tangente 
in 5 ergiebt sich also folgendermassen: man verbinde die Punkte (12, 45) 
und (34, 51) = (34, 61) durch die Pascal’sche Gerade, schneide diese 
mit 23; nach dem Schnitte geht die gesuchte Tangente. 

Der Leser bilde noch andere Specialisirungen, insbesondere auch 
dahin, dass unter den gegebenen Punkten sich auch unendlich entfernte 
befinden, die dann durch Geraden, die nach ihnen gehen, veran- 
schaulicht sind. 

Z.B. Von einer Hyperbel sind die eine Asymptote, d.h. ein 
unendlich ferner Punkt und seine Tangente, und dann noch drei andere 
Punkte gegeben; man ermittele die Richtung nach dem andern un- 
endlich entfernten Punkte und construire dessen Asymptote. Von einer 
Hyperbel sind beide Asymptoten gegeben und ein Punkt; man con- 
 struire weitere Punkte und die Tangente in diesem Punkte; es muss sich 
zeigen, dass auf jeder Gerade durch den Punkt der zweite Hyperbelpunkt 
` so liegt, dass die Sehne dieselbe Mitte hat wie die Strecke zwischen den 
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Asymptoten, auf der Tangente also der Berührungspunkt in diese Mitte 
fällt. Von einer Parabel ist die Richtung nach dem unendlich femen 
Berührungspunkte, also dieser Punkt und seine Tangente, die Ge, ge- 
geben nebst drei andern Punkten. 

Sehr lehrreich ist es, die dualen Constructionen zu formulren 
und auszuführen; der Schnitt einer Tangente mit der unendlich nahen 
ist ihr Berührungspunkt. 

Eine Hyperbel ist z. B. eindeutig bestimmt durch eine Asymptote 
und drei andere Tangenten, durch beide Asymptoten und eine beliebige 
Tangente: der constante Inhalt, der Nr. 81 gefunden wurde, muss 
sich bei diesen Constructionen ergeben. Eine Parabel ist eindeatig 
bestimmt durch vier Tangenten, zu denen ja als fünfte G» tritt. Man 
construire beispielsweise den Berührungspunkt dieser ausgezeichneten 
Tangente.* 

Die beiden Sätze von Pascal und Brianchon lassen sich in Ver- 
bindung bringen und führen dann zu einem neuen Satze Fassen wir 
nämlich in dem obigen Sechseck B,bacBd die Schnittpunkte der 
Gegenseiten auf: 

(B,b, Bd, (Bb,a6), (B9, ao), 
welche in gerader Linie liegen müssen, so haben wir zugleich drei 
Punktepaare, deren Verbindungslinien durch einen Punkt laufen 
nämlich: 
B, und b,B und c, (Bd,ab) und (B,d, ac). 

Nehmen wir diese als gegenüberliegende Ecken eines einfachen 

Sechsseits, so dass die Ecken desselben die Reihenfolge haben: 


B, (Bd,ac), c, 5b, (ba,dB), B 
und demnach die auf einander folgenden Seiten sind: 
Bi, (aan, 86,08, BB 


Diese sechs Linien müssen nach Brianchon’s Satze einen Kegel- 
schnitt berühren. Sie sind nichts anderes, als die Seiten der beiden 
Dreiecke abc und BB,d; wir schliessen hieraus den Satz: 


? 


Wenn die sechs Ecken zweier Dreiecke auf einem Kegelschnitt ligen, 
so berühren die sechs Seiten derselben einen zweiten Kegelschnitt; 
und den dualen Satz, welcher zugleich der umgekehrte ist: 
Wenn die sechs Seiten zweier Dreiseite einen Kegelschnitt berühren, 
so liegen die sechs Ecken derselben auf einem zweiten Kegelschnitt. 


* Dem Leser wird sehr empfohlen, diese Constructionen auszuführen unter 
möglichster Veränderung der gegebenen Stücke. 
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Da der Kegelschnitt sowohl durch fünf Tangenten als auch durch 
fünf Punkte eindeutig bestimmt ist, so lässt sich dasselbe Ergebniss 
auch so aussprechen: 

Haben zwei Kegelschnitte eine solche Lage zu einander, dass es ein 
Dreieck giebt, welches gleichzeitig dem einen um- und dem andern ein- 
geschrieben ist, so giebt es unzählig viele Dreiecke derselben Beschaffenheit. 

In der That, abc sei dem Kegelschnitte X? ein- und dem &? 
umgeschrieben; so ziehe man von dem beliebigen Punkte a’ von K? 
die Tangenten an $?, welche K? zum zweiten Male in b',c’ treffen; 
abe und a’b’e' sind beide dem K? eingeschrieben, also einem andern 
Kegelschnitte umgeschrieben; da dieser aber mit $? fünf Tangenten 
gemeinsam hat, so ist er mit ihm identisch, d.h. R? berührt nicht 
blos a'b', a'c’, sondern auch b'c. 

Wir wollen nun die vollständige Figur eines Sechsecks im Kegel- 
schnitt näher untersuchen und die von Steiner angegebenen Eigen- 
schaften derselben herleiten. 

Sechs Punkte eines Kegelschnitts 1,2,3,4,5,6 lassen sich auf 
60 verschiedene Arten zu einem einfachen Sechseck verbinden; von 
sämmtlichen 1.2.3.4.5.6 Permutationen liefern nämlich immer 
zweimal sechs dasselbe Sechseck, z. B.: 


123456/234561|345612]456123|1561234|612345 
654321/165432216543321654432165/543216, 


da man die sechs Ecken in derselben Reihenfolge in einem und in 
dem entgegengesetzten Sinne durchlaufen und ausserdem mit jeder 
Ecke beginnen kann. Die sechs Punkte bilden infolge dessen nur 
r,2:.3.4.5.6 
2.6 
nach dem Pascal’schen Satze die drei Schnittpunkte der gegenüber- 
liegenden Seiten in einer Gerade, z.B. beim Sechseck 123456 die 
Schnittpunkte: 


— 60 verschiedene Sechsecke. Bei jedem derselben liegen 


(12,45), (23,56), (34,.61). 


Soleher Pascal’schen Geraden erhalten wir also 60, und diese haben 
einen eigenthümlichen Zusammenhang. Genau auf dieselbe Weise, 
wie in dem in Nr. 66 behandelten speciellen Falle, wo der Kegelschnitt 
ein Geradenpaar ist, erhalten wir auch im allgemeinen Falle, dass die 
Pascal’schen Geraden für die drei Sechsecke: 


123456, 163254, 143652 


sich in einem Punkte schneiden. Denn in dem dortigen Beweise, dass 


Q, &, Q, in einen Punkt zusammenlaufen, wurde der Umstand, dass 
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a, b,c und ebenso a,, b,,c, in gerader Linie liegen, nicht benutzt. Die 
drei Sechsecke waren dort: 


ab,ea,be,.. au, bi,ce, oaccDb,, 
also in der jetzigen Bezeichnung: 
123456, 145236 oder 163254, 143652. 


Der Punkt, in welchen die drei Pascal’schen Geraden zusammen- 
laufen, heisst ein Steiner’scher Punkt. Ebenso laufen die Pascal’schen 
Geraden der drei Sechsecke: 


254361, 234165, 214563 


durch einen Steiner’schen Punkt, welcher der Gegenpunkt des ersteren 
genannt werde* Die erste Gruppe von drei Sechsecken ist nun so 
gebildet, dass die erste, dritte und fünfte Ecke festgehalten, die zweite, 
vierte und sechste cyclisch vertauscht werden, während bei der zweiten 
Gruppe die vorhin vertauschten Ecken fest bleiben und die übrigen 
drei cyclisch vertauscht werden. Die zweite Gruppe kann man auch 


schreiben: 163452, 143256, 123654. 


Sobald wir aus den sechs Punkten 1,2,3,4,5,6 irgend drei Punkte 
herausnehmen und sie an die ungeraden Stellen der Ecken versetzen, 
lassen sich die übrigen drei nur auf diese sechs Arten dazwischen als 
geradstellige Ecken einfügen; und die auf diese Weise erhaltenen sechs 
Sechsecke zerfallen in zwei Gruppen von je drei, für welche die drei 
Pascal’schen Geraden in einem Steiner’schen Punkte und seinem Gegen- 


6.5.4 
13 3 20 Arten 


sich zu dreien combiniren lassen, so laufen die 60 Pascal’schen Geraden 
zu je dreien durch 20 Steiner’sche Punkte, welche in zehn Paare von 
(Gegenpunkten zerfallen. Wir werden in einer später entworfenen Tabelle 
die 60 Sechsecke so zusammenstellen, dass die 20 Steiner’schen Punkte 
aus ihnen vollständig und in übersichtlicher Weise hervortreten. 


punkte zusammenlaufen. Da nun die sechs Punkte auf 


Theilen wir zweitens die sechs Punkte des Kegelschnitts in drei 
Paare ab, z. B.: 12, 34, 56, 


so lassen sich diese Paare unter einander und die Elemente jedes 
Paares unter sich, ohne dass ein Paar getrennt wird, auf alle mög- 
lichen Arten nur so vertauschen, dass acht verschiedene Sechsecke 


* Dass ein Steiner’scher Punkt und sein Gegenpunkt allemal conjugirte 
Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt sind, kann erst später, Nr. 114, gezeigt 
werden. 
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zum Vorschein kommen, weil von den sämmtlichen 48 hervorgehenden 
Sechsecken immer 6 identisch werden. Diese acht verschiedenen Sechs- 
ecke lassen sich aber in vier Paare zertheilen, welche, wenn wir sie 
sämmtlich mit 1 beginnen lassen, so lauten: 


123465 1253456/124565/1124356 
1436521143562/1134562|1134652, 


und jedes Paar besteht, wie wir sehen, aus zwei Sechsecken, deren 
Pascal’sche Geraden sich in einem Steiner’schen Punkte treffen. Nennen 
wir der Reihenfolge gemäss die Pascal’schen Geraden dieser acht 
Sechsecke: | N I | 

1? 2) 3) 4) 


Mu, Mes Mi, Mi 


so dass also l m, laMa, l;m;, lym, vier Steiner’sche Punkte sind, und 
nehmen wir zuerst nur drei Paare Pascal’scher Geraden heraus: 


lı von 123456, 1L,von 123465, I1,von 124365, 
m, von 143652, m, von 143562, m, von 134562; 
dann wird identisch: 
Qh) = (83, 56), 
(hls) = (34,51), 
(lm) = (12, 36), 
(m, m,) = (14, 56), 
(m,m) = (34, 62), 
(m4) = (12, 45). 
Diese sechs Punkte sind die Ecken zweier einfacher Sechsecke, deren 
auf einander folgende Seiten: 
las lay lg, Mi, Ma, Mg, bezw. 12,1, 56, m,, 34, l; 


sind. Sie haben drei nicht zusammenstossende Seiten gemein. Das 
zweite Sechseck ist nun offenbar ein Pascal’sches, d.h. einem Kegel- 
schnitt eingeschrieben, denn die Schnittpunkte der Gegenseiten: 


(12, mg) E (12, 35), (34, l) => (34, 61), (56, lz) ar (56, 24) 


liegen auf einer Gerade, der Pascal schen Gerade des Sechsecks 124356. 
Folglich müssen auch die drei Schnittpunkte der Gegenseiten des ersten 
Sechsecks, d. h.: 


lm, lom; Im, 
auf einer Gerade liegen. In gleicher Weise liegen 
lm, lm, Im, 


auf einer Gerade. 
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Mithin liegen alle vier Steiner’schen Punkte: 
Im, lm, lym, Im, 

auf derselben Gerade, welche Steiner- Plücker’sche Gerade* genannt 
wird, und da sich die sechs Punkte nur auf 15 Arten in drei Psare 
theilen lassen, wie leicht einzusehen ist, so folgt, dass die 20 Steiser- 
schen Punkte zu je vier. auf 15 Geraden liegen. 

Die 60 Sechsecke lassen sich nun in eine Tabelle bringen, aus 
welcher die Lage der 20 Steiner'schen Punkte zu den 15 Steier- 
Plücker'schen Geraden klar hervortritt; diese ist folgende: 


| 123456 163452 

p 143652 = 1143256 

163254 123654 
| 123465 132465 | 132455 
di, 143562 b, 142563 C, 142653 
153264 152364 162354 
| 124356 142536 132545 
ly 134652 ba 152634 Cy 152643 
164253 162435 162345 
124365 126453 123545 
A, 134562 bz 146352 Cz 153642 
154263 136254 163245 
153462 | 152463 162453 
& 143265 ßı 142365 Yı 142355 
123564 132564 132654 
164352 162534 162543 
&g 134256 Ps 152436 Ye 152346 
124653 142635 132645 
154362 ‚436492 163542 
Gy 134265 Ps 146253 Y3 153245 
124563 [126354 123645. 


Dies sind sämmtliche 60 verschiedenen Sechsecke; jedes derselben 
liefert eine Pascal’sche Gerade. Die Bildungsweise dieser Tabelle der 
60 Sechsecke ist ersichtlich. Wir gehen aus von dem Sechseck 123456 
und bilden, indem wir die ungeradstelligen Ecken festhalten, die 


* Ein Irrthum Steiners bezüglich dieser Geraden wurde durch Pläcker 
(1801— 1868) berichtigt. Vergl. hierzu Steiner’s Gesammelte Werke Bd. I, 5.224, 
S. 526, Anm. 14 und S. 450 Aufg. 54 und Plücker, Journal f. Mathematik Bd. 5, 8.280, 
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geradstelligen aber cyclisch vertauschen, die drei Sechsecke, deren 
Pascal’sche Geraden sich in einem Steiner’schen Punkte p treffen. 
Hieraus erhalten wir drei andere Gruppen von je drei Sechsecken, 
welche die Steiner’schen Punkte a,,a,, a, liefern, indem wir die sechs 
Punkte 1,...6 in drei Paare 12, 34,56 theilen und sowohl die Paare 
unter einander, als auch die Elemente je eines Paares unter sich ver- 
tauschen, ohne aber die Paare zu trennen. Zugleich bilden wir in 
der oben angegebenen Weise die Gegenpunkte =, «,, €g, &y. 

Eine zweite Gruppe von drei Steiner’schen Punkten b,, b,, bg, die 
mit p auf derselben Gerade liegen, erhalten wir, indem wir die sechs 
ursprünglichen Punkte in die drei Paare 14,25, 36 theilen und mit 
denselben die eben beschriebene Operation vornehmen; die in bekannter 
Weise zu bildenden Gegenpunkte sind ß,, ßs, ßs- Endlich theilen wir 
die gegebenen Punkte in die drei Paare 16,23,45 und gelangen da- 
durch zu den Punkten c,,«,,c,, die ebenfalls mit p in gerader Linie 
liegen, und deren Gegenpunkte y;, Yə, p3 sind. Hierdurch werden 
sämıntliche 60 Sechsecke erschöpft. 

Die Punkte p,#,a,,...7; sind die 20 Steiner’schen Punkte, in 
welchen sich die Pascal’schen Geraden zu je dreien schneiden, und 
zwar sind je zwei gleichnamige aus dem lateinischen und griechischen 
Alphabet Gegenpunkte. 

Die 15 Steiner- Plücker’schen Geraden, auf welchen diese 20 Punkte 
zu je vieren liegen, sind folgende: 


Pa, z lz | aa, Br rı 
p b, ba bs | T Aa Bo Va 
PACC | Aash Ys 
Qi bDi VaYs | AgbaYsYı | AgbzYı Ya 
IRD AN PEA A U OA OTOT 


C, ds Bo B3 | Cz Bg Êi | C3 ag Bibo- 


Die 15 Steiner- Plücker’schen Geraden schneiden sich also zu je drei 
in den 20 Steiner’schen Punkten. 

Diese 20 Punkte und 15 Geraden bilden hiernach eine solche 
Figur (Fig. 39), wie sie bereits in Nr. 22 und 66 aufgetreten ist.* 
Dass in der That die 20 Steiner’schen Punkte zu je vier auf den an- 
gegebenen 15 Steiner-Plücker’schen Geraden liegen, erkennen wir aus 
der obigen Tabelle nach dem für einen Fall durchgeführten Beweise, 
wenn wir noch berücksichtigen, dass dasselbe Sechseck, immer bei 


* Hesse, Eine Bemerkung zum Pascal’schen Theorem, Journal f. Mathemati 
Bd. 41, S. 269. 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 9 
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dem Punkte 1 angefangen, in doppelter Weise gelesen werden kann, 
z.B. 163254 und 145236. Dass aber die 15 Steiner-Plücker’schen 
Geraden zu je dreien sich in den 20 Steiner’schen Punkten schneiden, 
sehen wir aus dem letzten Schema, bei welchem je vier in derselben 
Horizontalreihe stehende Punkte immer in einer Gerade liegen ınd 
jeder der 20 Punkte in drei Horizontalreihen vorkommt. 


Fig. 39. 


Die weiteren Eigenschaften dieser Figur, welche Kirkman, Cayley 
(1821—1895) und Salmon hinzugefügt haben, finden in den Auf- 
gaben und Lehrsätzen am Schlusse des Buches Erwähnung. Auch 
bedarf die duale Betrachtung eines dem Kegelschnitt umgeschrieberen 
Sechsseits und die Erweiterung des Drianchon’'schen Satzes keiner 
Ausführung, weil man unter der Bezeichnung 1,2,3,4,5,6 ebenso 
sechs Tangenten eines Kegelschnitts, wie sechs Punkte desselben ver- 
stehen kann. 

Wir wollen aber das um- (oder ein-) geschriebene Polygon auf 
sieben und acht Seiten erweitern. Es sei 1234567 ein Siebeneck, 
dessen Seiten 12, 23, 34, 45, 56, 67, 71 einen Kegelschnitt berühren. 
Nehmen wir zunächst das Brianchon’sche Sechseck der sechs ersien 
Seiten 12,...67, dessen Ecken 2,3,4,5,6, (67,12) sind, so laufen 
in den Brianchon’schen Punkt zusammen 25,36, 4, (67,12) ; also 
liegen in einer Gerade (25, 36), 4, (67, 12), oder es laufen wiederım 
in einen Punkt zusammen: 67,12, |4,(25,36) . Folglich sind die 
Dreiecke mit den Ecken 7, 1,4, bint 6, 2, (25, 36) perspectiv, und 
es liegen in einer Gerade Fr desi Puskie 


(71,62), (14,25), (47,63). 
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Es sei: | (14,25)= a, 
(25, 36) = h, 
(36, 47) = 4, 
(47, 51) 4, 
51,62) a, 
(62, 73) = üs, 
(13, 14) = o; 


so ist die eben gefundene Geradlinigkeit identisch mit der von (71, a,a,), 
Atz; d.h wiederum: 7,1 und (a,a,, a,a,) liegen in gerader Linie. Da nun 


(az Q4, 004) um (47, 73)=17, (A405, a04) Tki (51, 14) =i 


so sehen wir, dass (A04, Q07), (Q105, 401) und (A; Qg, Q103) in gerader 
Linie liegen oder dass a,a,a,a,a,a, ein Pascalsches Sechseck ist. 
Wenn also 12,23,34,45, 56,67 einen Kegelschnitt berühren, so 
befinden sich die sechs Punkte a,, A4, A5, Qg, Az, Q, auf einem andern 
Kegelschnitt. Rücken wir in den Ziffern 1,...7 eyklisch vor, so er- 
halten wir: Wenn 23, 34,45,56, 67, 71 einen Kegelschnitt berühren, 
so liegen A4, Qz, Ag, Q7, Qj; Q auf einem Kegelschnitte, der aber mit 
dem vorigen identisch ist, weil sie die fünf Punkte A4, A5, Ag, A7; 4, 
gemeinsam haben Also: 

Wenn die Seiten eines Siebenecks 1234567 einen Kegelschnitt be- 
rühren, so liegen die Ecken des Siebenecks, dessen auf einander folgende 
Seiten die Diagonalen 

14,25,36,47,51, 62,73 
sind, auf einem andern Kegelschnitte. 


Lassen wir nun ein Achteck 12345678 einem Kegelschnitt um- 
geschrieben sein. Die Tangenten 12,23,...67 führten oben dazu, 
dass die Geraden 67,12,|4,(25,36), durch denselben Punkt gehen. 
Dies bedeutet, dass das Sechseck mit den Ecken 6, 1,4,7,2, (25, 36) 
oder mit den Seiten 36, 61,14,47,72,25 einem Kegelschnitte um- 
geschrieben ist. 

Wenn also 12,23,34,45,56,67 einen Kegelschnitt berühren, 
so sind auch 36,61,14,47,72,25 Tangenten eines Kegelschnitts. 
Rücken wir in unserm Falle, wo auch 78 und 81 jenen Kegelschnitt 
berühren, dreimal ceyklisch in den Ziffern vor, so folgt: weil 45, 56, 
67,78,81,12 einen Kegelschnitt tangiren, berühren auch 61, 14, 47, 
72,25,58 einen Kegelschnitt. Beide Kegelschnitte haben die Tan- 
genten 61,14,47,72,25 gemeinsam und sind identisch. Damit 
haben wir nun schon sieben Tangenten an demselben Kegelschnitt: 
36, 61, 14,47, 72,25,58; und rücken wir noch einmal vor, so ergeben 

g9* 
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sich 61,14...58,83 als Tangenten eines Kegelschnitts, also alle 
acht gleichartigen Diagonalen. 

Wenn ein Ackteck mit den Ecken 1, 2,3,4,5,6,7,8 einem Kegel- 
schnitte umgeschrieben ist, so berühren die acht Diagonalen 14, 47,72, 
25,58,83,36,61 einen andern Kegelschnitt.* 


$ 29. Das Auftreten der Involution beim Kegelschnitte. 


Fassen wir den Kegelschnitt als das Erzeugniss zweier projectiven 
Punktreihen A, A, auf, so liegt (Nr. 65) jeder Punkt (xy,, 2,4) auf der 
Berührungssehne fe, der beiden Träger (Fig. 40), die Berührungs- 
punkte ë, n der Strahlen rr,, ġġ, sind die vierten harmonischen 
Punkte, in Bezug auf r,r,, 
bezw. y,y,, zu dem Schnitte 
mit der Gerade fe,, und 
ihre Verbindungslinie £y 
geht durch den Punkt 
(E91, 29) (Nr. 67) und ist 
der dem fe, zugeordnete 
vierte harmonische Strahl 
in Bezug auf ry, und x,d. 
Jeder Punkt P von fe, 
kann ein solcher Punkt 
(XY, 2,9) sein und zwar 
auf unendlich viele Weisen, 
Denn wird durch ihn ein beliebiger Strahl gezogen, welcher A und X, 
in y und y, trifft, so muss der zugehörige Strahl yy mit ihm sich 
auf fe,, also in P treffen. Daraus folgt auch, dass jedem Strahl rr,, 
wenn P auf fe, gegeben ist, ein Strahl YY, zugeordnet wird, denn 
trifft Pr den Träger A, in y,, so muss %,) durch P gehen. So wird 
auch dem Berührungspunkte & von rx, derjenige 7 von Yyy, zugeordnet, 
und wir erhalten alle Tangentenpaare ry, YY, deren Berührungssehne 
&n durch P geht, welche also analog sind dem ursprünglichen Tan- 
gentenpaare AA, mit der Berührungssehne fe. 

Die beiden Strahlen Pry,, Pry beschreiben eine Involution 
(Nr. 67). 

Wenn nun P ein beliebiger Punkt in der Ebene des Kegelschnitts 
ist, so sei durch ihn eine die Curve schneidende Gerade gezogen; die 
Tangenten in den Schnitten nehmen wir als Träger A, A, der er- 


Fig. 40. 


* Aus einer Correspondenz von Schröter, Hurwitz und Töplitz entstanden, 
von welchem letzteren die hier mitgetheilten Beweise herrühren. 
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zeugenden Punktreihen, so dass die Schnitte die Punkte f und e, 
werden. Wir stellen die Involution um P in der beschriebenen Weise 
her und haben darzuthun, dass sie unabhängig ist von der Berührungs- 
sehne. Sei also &n7 eine andere durch P gehende Berührungssehne, 
zugehörig den beiden Tangenten rx,,yY,; wir wissen, dass diese so 
beschaffen sein müssen, dass xy, und 1,4 sich in P schneiden. In 
der Involution um P, die vorhin bei der Berührungssehne fe, sich 
ergab, bilden Prý, und Pr,y ein Paar und auch Pfe,, die Berührungs- 
sehne, und der Strahl nach dem gemeinsamen Punkte f,,e von Y und 
A, ein Paar. 

Nehmen wir nun gg, und yy, als Träger der Punktreihen und 
nennen ihren Schnitt x, so sind entsprechend x und Yy, die Schnitte 
der Tangente X, x, und y,, die von W,, ferner der Berührungspunkt & 
und x, ebenso æ und n; folglich erhalten wir für die Involution um P 
das Paar Pry,, Pr,y, das mit dem ersten von vorhin übereinstimmt, 
und das Paar P&n, Pæ. Beide Involutionen sind identisch, wenn 
diese drei Paare 


Pty, Ptt; Pie; Pe P&n, Px 


drei Strahlenpaare in Involution sind. Da & der vierte harmonische 
Punkt, in Bezug auf r und x,, zum Schnitte von gr, mit fe, ist, so 
sind Pry, und Prý harmonisch zu Pfe, und P&n; andererseits sind . 
wegen des vollständigen Vierseits der Geraden A, U, rr, YY, die- 
selben zwei Strahlen harmonisch zu Pe und Pz; folglich sind sie die 
Doppelstrahlen der Involution, die durch die Paare Pfe,, Pén; Pe, Px 
bestimmt ist; und demnach sind nach dem Satze von Nr. 46 die 
obigen drei Strahlenpaare in Involution. Also geben alle durch P 
gehenden Berührungssehnen dieselbe Involution um diesen Punkt. 

Folglich wird jeder Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts Grund- 
punkt einer ihm in Bezug auf denselben zugeordneten Strahlinvolution ; 
in dieser sind zwei Strahlen conjugirt, welche durch zwei entsprechende 
Punkte solcher den Kegelschnitt erzeugenden projectiven Punktreihen 
gehen, auf deren Berührungssehne der Punkt liegt, und gehen noch durch 
zwei andere entsprechende Punkte im umgekehrten Sinne. Diese Be- 
rührungssehne und der Strahl nach dem Schnittpunkte der Träger sind 
ebenfalls conjugirt. Die (reellen oder imaginären) durch den Punkt 
gehenden Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte oder Tangenten des 
Kegelschmitts sind die Doppelstrahlen. Die Involution ändert sich nicht, 
wenn die Berührungssehne um den Punkt gedreht wird. 


Bezeichnen wir auf der Berührungssehne die endliche Strecke 96 
zwischen f und e, mit fe,, hingegen die unendlich grosse im unendlich 
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fernen Punkt zusammenhängende (nach Staudt's Vorgang) mit f.e, 
und ähnlich auf andern Geraden, so werden, wenn irgend ein Ver- 
bindungsstrahl xx, die Strecke fe, trifft, die Strecken ef, e.f den 
Strecken e,.f, und e,f, in der Projectivität entsprechend, und alle Ver- 
bindungsstrahlen entsprechender Punkte treffen fe,. Trifft aber einer 
die Strecke f.e, so werden die Strecken ef, e.f den Strecken ef, 
e. fı entsprechend, und alle Verbindungsstrahlen treffen f. e. 


Im ersten Falle sind Pf und Pf, von Pyr und Pr, nicht getrennt 
oder getrennt, je nachdem P auf fe, oder auf f.e, liegt; die In- 
volution ist hyperbolisch, bezw. elliptisch; im zweiten umgekehrt. In 
beiden Fällen liegt, wenn die Involution hyperbolisch ist, P so, dass 
Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte durch ihn gehen, wenn sie 
aber elliptisch ist, so, dass keiner durch ihn geht. Nennen wir also das 
Gebiet, dass von den Verbindungsstrahlen oder, was dasselbe ist, den 
Tangenten erfüllt wird, ausserhalb des Kegelschnitts, dasjenige, in 
welches keine Tangente hineinkommt, innerhalb — der Kegelschnitt 
bildet die Grenze —, so sehen wir: Die einem Punkte zugehörige In- 
volution ist hyperbolisch bezw. elliptisch, je nachdem er ausserhalb oder 
innerhalb des Kegelschmitts liegt. Von äusseren Punkten kommen zwei 
reelle Tangenten, die Doppelstrahlen. 


Fällt P auf den Kegelschnitt, also nach f (oder e,), so ist auf 

jedem Strahle Pry, der Punkt x der f, also ist der conjugirte Strahl 

Pry der Strahl ff,, die Tangente A von f; die Involution wird para- 
bolisch. 


97 Ingleichen wird jede Gerade in der Ebene eines Kegelschnitts Träger 
einer ihr in Bezug auf denselben zugeordneten Involution. Man nehme 
zwei erzeugende projective Strahlbüschel wm solche Punkte des Kegel- 
schnitts, dass die Tangenten sich auf der Gerade schneiden: Es sind in der 
Involution conjugirt solche Punkte, die auf entsprechenden Strahlen liegen, 
und liegen dann stets noch auf zwei andern entsprechenden Strahlen im 
umgekehrten Sinne. Jener Tangentenschnitt und der Schnitt mit der Ver- 
bindungslinie der Grundpunkte sind auch conjugirt. Die auf der Gerade 
liegenden (reellen oder imaginären) Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
oder die Schnittpunkte der Gerade mit dem Kegelschnitte sind die Doppel- 
punkte der Involution. Sie ändert sich nicht, wenn der Tangentenschmitt 
auf der Gerade verschoben wird. 


Durch jeden Punkt gehen Geraden, welche den Kegelschnitt 
(reell) schneiden. Die Tangenten bilden den Uebergang von (reell) 
schneidenden zu nicht (oder imaginär) schneidenden Geraden. Da beim 
innern Punkte diese Uebergangsform fehlt, so haben wir: 
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Alle Geraden, welche durch einen innerhalb eines Kegelschnitts ge- 
legenen Punkt gehen, schneiden ihn (reell). 

Eine nicht (reell) schneidende Gerade hat nur äussere Punkte. 

Sei X eine beliebige Gerade in der Ebene eines Kegelschnitts 
(Fig. 41) und a einer ihrer Punkte, von welchem sich ein Tangenten- 
paar an den Kegelschnitt legen lässt, welches in B und B, denselben 


Fig. 41. 


berührt; wird alsdann ein beliebiger Punkt P des Kegelschnitts mit B 
und B, verbunden, so treffen nach dem obigen Satze BP und B,P 
die Gerade X in zwei conjugirten Punkten p und ~ derjenigen In- 
volution, welche ihr in Bezug auf den Kegelschnitt zugehört; a und «, 
der Tangentenschnitt und der Schnittpunkt mit der Berührungssehne, 
geben ein zweites Paar; und wenn Bx, B, p sich in P, schneiden, so 
ist BP,,B,P, das zweite Paar entsprechender Strahlen, welches das 
Paar pm liefert. 

Die Tangente in P ist der vierte harmonische Strahl, in Bezug 
auf PB, PB,, zu dem Strahle Pa nach dem Schnitte der Tangenten 
in B, B, (Nr. 71), trifft also X in dem vierten harmonischen Punkt b, 
der dem a in Bezug auf px zugeordnet ist. Durch denselben vierten 
harmonischen Punkt b geht auch die Tangente in P,. Das vollständige 
Viereck BB,PP, lehrt, dass p, x auch zu «, ß harmonisch sind,» wo 
ß der Schnitt von PP, und X ist. Also sind p, x die Doppelpunkte 
der Involution, die durch a,b; «,ß bestimmt ist, und demnach ge- 
hören nach dem kürzlich benutzten Satze von Nr. 46 p,n; a,a; b,ß 
zur nämlichen Involution; oder b, ist ein drittes Paar der Involution, 
welche der Gerade X in Bezug auf den Kegelschnitt zugehört. 

Wenn z =(BB,, PP) ist, so sei nun die diesem Punkte zu- 
gehörige Involution aufgesucht. Die Berührungssehne BB,« und der 
Strahl va nach dem Tangentenschnitt sind in ihr conjugirt, ebenso 
die durch © gehende Berührungssehne PP,ß und der Strahl zb nach 
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dem Tangentenschnitt b. Zwei Strahlenpaare der Involution gehen 
daher durch zwei Punktepaare der vorhinigen, mithin geht jedes 
Strahlenpaar jener durch ein Punktepaar dieser; die beiden Involutionen 
sind perspectiv (Nr. 50). 

Wir haben also zu der Gerade X einen Punkt x gefunden von der 
Eigenschaft, dass die ihm zugehörige Involution perspectiv ist zu der, 
welche der Gerade zugehört. Bemerken wir, dass x auf der Berührungs- 
sehne der vom Punkte a auf X kommenden Tangenten, in Bezug auf 
die Berührungspunkte B, b,, der dem Schnitte mit X zugeordnete 
vierte harmonische Punkt ist, wie das Viereck BB, PP, lehrt. Der 
Punkt x ist aber ebenso auch der vierte harmonische Punkt auf PP;; 
so dass, wenn P sich auf dem Kegelschnitte bewegt und P, mit ihm, 
die Sehne PP, sich um den Punkt x, der als vierter harmonischer 
Punkt auf BB, bestimmt ist, dreht und X je in einem Punkte schneidet, 
der dem x harmonisch zugeordnet ist in Bezug auf P und P.. Die 
Tangenten in P, P, schneiden sich immer auf X. 

Der Punkt x kann jeder Punkt in der Ebene sein; wir legen 
durch einen beliebigen Punkt x eine Sehne BD,, construiren den 
Schnitt a der Tangenten in den Punkten B, B, und den vierten 
harmonischen Punkt «, der x in Bezug auf B, B, zugeordnet ist, so 
ist die Verbindungslinie a« die Gerade X, zu der der Punkt x gehört. 


$ 50. Pol und Polare, conjugirte Punkte und Strahlen in Bezug 
auf den Kegelschnitt. Polardreieck oder -dreiseit. 


Die in dem vorigen Paragraphen durchgeführte Untersuchung 
giebt eine Menge von wichtigen Eigenschaften des Kegelschnitts, 
welche unter dem Namen der Polareigenschaften bekannt sind. Die 
zuletzt besprochene Bewegung des Punktes P auf dem Kegelschnitt, 
bei welcher der Punkt x unverändert bleibt, giebt den Satz: 

Zieht man durch einen Punkt in der Ebene eines Kegelschmitts 
Strtihlen, welche denselben in je zwei Punkten treffen, so ist der Ort des 
vierten harmonischen, dem gegebenen in Bezug auf die Schnittpunkte zu- 
geordneten Pumktes auf jedem Strahl eine gerade Linie, welche den Kegel- 
schnitt nicht trifft, sobald der Punkt innerhalb des Kegelschnitts liegt, 
dagegen durch die beiden Berührungspunkte der von dem gegebenen Punkte 
an den Kegelschnitt zu legenden Tangenten geht, sobald der Punkt ausser- 
halb des Kegelschnitts liegt. 

Die letzte Bemerkung geht daraus hervor, dass, wenn durch den 
gegebenen Punkt eine Tangente des Kegelschnitts geht, auf diesem 
Strahl die beiden Schnittpunkte, also zwei zugeordnete von vier har- 
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monischen Punkten zusammenfallen, folglich auch der vierte dem festen 
Punkt harmonisch zugeordnete in jene beiden hineinfallen muss (Nr. 13), 
und umgekehrt, wenn von vier harmonischen Punkten zwei nicht zu- 
geordnete zusammenfallen, in diesen nothwendig auch einer der beiden 
übrigen hineinfallen muss. 

Hieraus ergiebt sich ein bequemes Mittel, durch einen gegebenen 
Punkt O die Tangenten an den Kegelschnitt zu ziehen, welcher ge- 
zeichnet vorliegt: Man ziehe durch O zwei beliebige Strahlen, welche 
in a und «, b und ß demselben begegnen; die Schnittpunkte (aß, ba) 
und (ab,«ß) mit einander verbunden geben eine Gerade, die den 
Kegelschnitt in denjenigen beiden Punkten trifft, deren Verbindungs- 
linien mit O das gesuchte Tangentenpaar bilden; denn wegen der har- 
monischen Eigenschaft des Vierecks aba«ß (Nr. 16) geht jene Gerade 
durch die vierten harmonischen Punkte auf den beiden durch O ge- 
zogenen Strahlen. Trifft die so ermittelte Gerade den Kegelschnitt 
nicht, so giebt es keine Tangenten durch O. Wenn der Kegelschnitt 
aber durch fünf Punkte a,b,c,d,e gegeben ist, so hat man mit Hülfe 
des Pascal’schen Satzes (Nr. 90) auf den Geraden, welche O mit zwei 
von diesen Punkten a, b verbinden, die zweiten Schnitte «, ß zu suchen. 

Dieselbe Gerade ist aber andererseits auch der Ort des Tangenten- 
schnitts b (Fig. 41), also gilt der Satz: Zieht man durch einen Punkt 
in der Ebene eines Kegelschnitts Strahlen, welche denselben in je zwei 
Punkten treffen, und bestimmt die Tangenten in letzteren, so ist der Ort 
des Schnittpunktes eines jeden solchen Tangentenpaares eine gerade Linie, 
welche mit der im vorigen Satze erhaltenen identisch ist. 

Hiernach gehört zu jedem beliebigen Punkt x in der Ebene eines 
Kegelschnitts eine bestimmte Gerade X, welche immer reell vorhanden 
ist, weil es, wo auch der Punkt x liegen mag, immer Strahlen durch 
ihn giebt, welche dem Kegelschnitt in zwei reellen Punkten begegnen. 
Diese dem Punkte x zugehörige Gerade X heisst die Polare des Punktes 
in Bezug auf den Kegelschnitt; sie kann auf die eine oder andere 
angegebene Art construirt werden und besitzt nach dem Vorigen die 
charakteristische Eigenschaft, dass die in Bezug auf den Kegelschnitt 
ihr zugehörige Involution mit der dem Punkte zugehörigen perspectiv 
liegt. Ist der Punkt ausserhalb des Kegelschnitts gelegen, so ist seine 
Polare die Berührungssehne des aus ihm an den Kegelschnitt zu 
legenden Tangentenpaars; ist der Punkt innerhalb des Kegelschnitts 
gelegen, so giebt es zwar kein Tangentenpaar aus ihm an den Kegel- 
schnitt, aber die Polare hört nicht auf zu existiren, sondern ist eine 
bestimmte in der angegebenen Weise zu construirende Gerade, welche 
in diesem Falle mit dem Kegelschnitt keinen Punkt gemein hat; ihre 
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Involution ist elliptisch. Liegt endlich der Punkt auf dem Kegelschnitt 
selbst, so erkennen wir aus der zweiten Construction, dass seine Polare 
die Tangente des Kegelschnitts in diesem Punkte ist. Die Tangente 
des Kegelschnitts erscheint also als besonderer Fall der Polare für 
solche Punkte, welche auf dem Kegelschnitt selbst liegen. 

100 Wir schliessen ferner aus der in der obigen Figur (Fig. 41) vor- 
genommenen Bewegung, indem wir den Punkt b auf der Gerade X 
fortlaufen lassen und bemerken, dass die Berührungssehne des Tangenten- 
paares aus ihm an den Kegelschnitt durch den festen Punkt x läuft, 
und dass der Strahl bæ zu X in Bezug auf die Tangenten bP und 
bP, harmonisch ist, weil diese Strahlen durch vier harmonische Punkte 
auf PP, gehen, den folgenden Satz: 

Legt man aus den Punkten einer (Gerade in der Ebene eines Kegel- 
schnitts die Tangentenpaare am denselben, so läuft die Verbindungslinie 
der Berührungspunkte durch einen festen Punkt; construirt man je den 
vierten harmonischen Strahl, welcher der Gerade zugeordnet ist in Bezug 
auf das Tangentenpaar, so läuft dieser vierte harmonische Strahl durch 
denselben Punkt. Schneidet die gegebene Gerade den Kegelschnitt in zwei 
reellen Punkten, so ist der feste Punkt der Schnittpunkt der beiden 
Tangenten in ihnen, liegt also ausserhalb des Kegelschnitts. Trifft 
die gegebene Gerade den Kegelschnitt nicht, so ist der auf die eine 
oder andere Weise zu ermittelnde Punkt innerhalb des Kegelschnitts gelegen. 

Hiernach gehört zu jeder beliebigen Gerade X in der Ebene eines 
Kegelschnitts ein bestimmter Punkt x, welcher immer reell vorhanden 
ist, wie auch die Gerade in der Ebene liegen mag, weil es immer 
Punkte auf ihr giebt, deren Tangentenpaare an den Kegelschnitt reell 
sind. Dieser Punkt heisst der „Pol“ der Gerade in Bezug auf den 
Kegelschnitt. Er besitzt die charakteristische Eigenschaft, dass die 
ihm zugehörige Involution mit der der Gerade zugehörigen perspectiv 
liegt; beide sind also gleichzeitig elliptisch oder hyperbolisch.h Wenn 
insbesondere die Gerade eine Tangente des Kegelschnitts ist, so wird 
ihr Pol der Berührungspunkt. Zu dem Pol einer gegebenen Gerade 
gelangen wir, indem wir aus zwei solchen Punkten derselben, welche 
ausserhalb des Kegelschnitts liegen, die Tangentenpaare an denselben 
legen und den Schnittpunkt der Berührungssehnen aufsuchen, oder 
wenn die gegebene Gerade den Kegelschnitt in zwei reellen Punkten 
schneidet, indem wir den Schnittpunkt der in diesen beiden Punkten 
gezogenen Tangenten aufsuchen. 

Es geht daraus, dass gleichzeitig in unserer Figur X die Polare 
von x und & der Pol von X ist, ein inniger Zusammenhang zwischen 
Pol und Polare hervor: 
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Die Polare eines beliebigen Punktes hat denselben zu ihrem Pol, und 
der Pol einer beliebigen Gerade hat zu seiner Polare diese Gerade. 

Für den äusseren Punkt b auf X (Fig. 41) ist die Berührungssehne P P, 
Polare; sie geht durch den Pol x und schneidet die Gerade X in dem 
Punkte ß, welcher zu b in der X zugehörigen Involution conjugirt ist. 
Wenn aber X reell schneidet, so hat sie auch innere Punkte und für 
diese müssen wir, wenn wir nur reelle Elemente im Beweise verwenden 
wollen, anders schliessen. Wenn also b ein innerer Punkt auf X ist, 
so sind alle durch ihn gehenden Geraden reell schneidend; auf bx ist b 
vierter harmonischer Punkt, dem x zugeordnet in Bezug auf die 
Schnitte, also auch x dem b zugeordneter; d. h. die Polare von b geht 
durch æ. Und der Schnitt dieser Polare mit X ist der dem b in Be- 
zug auf die Schnitte dieser Gerade harmonisch zugeordnete Punkt, also 
der ihm conjugirte in der Involution, welche X in Bezug auf den 
Kegelschnitt zugehört und von der die Schnitte die Doppelpunkte sind. 

Mithin ergiebt sich der Satz: 

Bewegt sich ein Punkt y auf einer Gerade X in der Ebene eines 
Kegelschnitts, so läuft seine Polare Y durch einen festen Punkt x, den 
Pol von X, und trifft X in demjenigen Punkte, welcher der conjugirte 
zu y ist in der Involution, die der Gerade X in Bezug auf den Kegel- 
schnitt zugehört, während der Verbindungsstrahl des festen Punktes x mit 
dem veränderlichen Punkte y der conjugirte Strahl zu der Polare Y in 
derjenigen Involution ist, welche dem Punkt x in Bezug auf den Kegel- 
schnitt zugehört. Um also auf einer beliebigen Gerade die ihr in Bezug 
auf den Kegelschnitt zugehörige Involution zu erhalten, haben wir zu 
jedem Punkte x derselben den Schnittpunkt & seiner Polare mit der 
gegebenen Gerade zu bestimmen; dann sind immer x, & zwei conjugirte 
Punkte der Involution. 

Ebenso gilt der duale Satz: 

Dreht sich ein Strahl Y um einen festen Punkt x in der Ebene 
eines Kegelschnitts, so bewegt sich sein Pol y auf einer Gerade X, der 
Polare von x. Der Punkt y und der Schnittpunkt von Y mit X sind 
conjugirte Punkte derjenigen Involution, welche der Gerade X in Bezug 
auf den Kegelschnitt zugehört, der Strahl Y und der Verbindungsstrahl 
von x mit y conjugirte Strahlen der Imvolution, welche dem Punkt x in 
Bezug auf den Kegelschnitt zugehört. 

Aus der Erzeugung des Kegelschnitts durch zwei projective Punkt- 
reihen kann man zur Zuordnung von Polare und Pol auch in folgender 
Weise gelangen. Die beiden Punktreihen seien wiederum A und U; 
die Gerade sei X. Sie schneide A und A, in x und Yı; deren ent- 
sprechende Punkte seien x, und y; wir wissen, dass der Punkt &$=(rY,, Y£) 
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auf der Berührungssehne fe, von A und X, liegt. Auf yr, constnurt 
man den & zugeordneten vierten harmonischen Punkt x in Bezug auf Y 
und x,. Das ist der Pol von X. Um uns zu überzeugen, dass es der 
nämliche Punkt ist, wie der in der vorangehenden Betrachtung der 
Gerade X zugeordnete, haben wir nachzuweisen, dass, wenn wir aus 
zwei Punkten von X -die Tangentenpaare construiren und in Bezug 
auf sie den der Gerade X zugeordneten vierten Strahl, diese beiden 
Strahlen durch den in der obigen Weise erhaltenen Punkt x gehen. 
Die Tangenten aus x sind A und gr; sie und die Gerade X treffen 
yr, in y,x, und ë, also muss der vierte harmonische Strahl durch x 
gehen; ebenso bei den Tangenten aus ).. 


Leiten wir die Haupteigenschaften von Pol und Polare aus der 
jetzigen Construction ab. Durch x sei eine zweite Gerade Y gelegt; 
sie schneide A und A, in 3,t,, denen 3, und t entsprechen. Auch 
(t,t4)=n und (yt,,ty,)=& liegen auf der Berührungssehne fe. 
Weil y,x,;&,=* harmonisch sind, so sind es (durch Projection aus t,) 
auch &,&,; &,n, weil t4 = Y, welche durch n geht, nach Voraussetzung 
den Punkt x enthält; folglich sind, wenn von 4, auf tz, projieirt wird, 
auch t, 3,; (t3,, X), n harmonisch, der vierte harmonische Punkt also 
zu t, 3,5 n, d.i. der Pol y von Y nach unserer jetzigen Construction, 
liegt auf X. Wenn daher Y durch x geht, so fällt y auf X. 


Wir drehen weiter X um einen Punkt p; x und ġ, bewegen sich 
perspectiv und daher h und x, projectiv. Folglich umhüllt Yg, einen 
Kegelschnitt, welcher X und XA, berührt und auch fe,, denn in diese 
Gerade fällt yr,, wenn X durch den Schnittpunkt e, f, von A und X, 
geht. Die Punkte y,x,,& der veränderlichen Tangente bewegen sich 
daher auf den festen Tangenten A, W,,fe,. Es sei aus dem Punkte x 
auf irgend einer der Tangenten die zweite Tangente P an diesen Kegel- 
schnitt gezogen, so werden die vier Tangenten A, W; fe, P von allen 
Tangenten harmonisch geschnitten, weil von einer, derjenigen, auf der 
jener Punkt x genommen ist. Folglich liegen alle x auf dieser P. 
Wenn also X sich um einen Punkt p dreht, so bewegt sich x auf 
einer Gerade P. 

Zwei Lagen von X reichen zur Bestimmung dieser P aus; sie 
seien X’, X" und die zugehörigen P bestimmenden Punkte «, X". 
Weil P durch «', x" geht, so muss der Pol auf X’, X" liegen, also 
der Schnittpunkt p sein. Die Gerade P ist also so beschaffen, dass 
der Pol der gegebene Punkt p ist. 


* Diese abkürzenden Ausdrucksweisen, in denen Ņ und x,, & und x, bezw. t 
und å als zugeordnet gekennzeichnet sind, mögen künftighin gebraucht werden. 
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Dies giebt eine Construction der Polare eines Punktes, wenn der 
Kegelschnitt durch projective Punktreihen erzeugt gedacht wird. 

Der Leser möge hieraus die Construction des Pols einer Gerade 
in Bezug auf einen durch fünf Tangenten gegebenen Kegelschnitt ab- 
leiten und die duale Betrachtung machen. 

Weil die einem Punkte oder einer Gerade in Bezug auf einen 
Kegelschnitt zugeordneten Involutionen in sich projective Doppel- 
gebilde sind, so folgt der bemerkenswerthe Satz: 

Die Polaren sämmtlicher Punkte einer geraden Punktreihe in Bezug 
auf einen Kegelschnitt bilden ein mit der Pumktreihe projectives Strahl- 
büschel, und die Pole sämmtlicher Strahlen eines ebenen Strahlbüschels 
in Bezug auf einen Kegelschnitt bilden eine mit dem Strahlbüschel pro- 
jectiwe gerade Punktreihe. 

Nehmen wir jetzt zwei beliebige projective Punktreihen A und 
M, so bilden die Polaren in Bezug auf einen Kegelschnitt zwei mit 
jenen, also unter sich projective Strahlbüschel B und 5,; die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen von B, B, sind die Pole der Verbindungs- 
strahlen entsprechender Punkte von A, W,; beide Erzeugnisse sind, wie 
wir wissen, Kegelschnitte und die Tangenten des einen die Polaren 
der Punkte des andern, ebenso wie die Punkte des einen die Pole der 
Tangenten des andern sind. Einer Gerade, die den einen Kegelschnitt 
schneidet, und ihren Schnittpunkten entspricht ein Punkt und die 
beiden Tangenten aus ihm an den andern Kegelschnitt; rücken jene 
Schnittpunkte zusammen, dann vereinigen sich auch diese Tangenten; 
also einer Tangente des einen Kegelschnitts und ihrem Berührungs- 
punkte entspricht ein Punkt des andern und seine Tangente. Daher 
gilt der Satz: 

Die Polaren sämmtlicher Punkte eines Kegelschnitts KƏ in Bezug 
auf einen beliebigen andern Kegelschnitt 0? umhüllen einen dritten Kegel- 
schnitt R, und die Pole sämmtlicher Tangenten des Kegelschnitts K@ in 
bezug auf C® sind die Punkte desselben Kegelschnitts R&P, in der Weise, 
dass jede Tangente (und der Berührungspunkt) des einen Kegelschmitts 
einen Punkt (und die Tangente) des andern Kegelschnitts zum Pol 
(und zur Polare) in Bezug auf den Kegelschmitt C® hat. 

Hieraus folgt zugleich, dass, wenn man von irgend einem Punkt P 
die Polare L in Bezug auf den Kegelschnitt X annimmt, auch der 
Pol ® von L und die Polare Q von P rücksichtlich des Hülfskegel- 
schnitts C® für den neuen Kegelschnitt &® Pol und Polare sein 
werden. Dies giebt ein einfaches Kennzeichen dafür, ob der Polar- 
kegelschnitt &® Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist; nämlich: Liegt 
der Mittelpunkt von CC®) ausserhalb von K®, so ist RƏ Hyperbel; 
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liegt er auf K®, so ist 8@ Parabel; liegt er innerhalb K®, so ist 
Q) Ellipse. 

Daraus erhalten wir eine directe Ueberführung von Eigenschaften, 
des Kegelschnitts in andere (polare), z. B. des Pascal’schen Satzes in 
den Brianchon’schen Satz, und erkennen eine vollkommene Dualtät 
von Eigenschaften des Kegelschnitts, wie sie ursprünglich schon in len 
Grundelementen enthalten ist, von denen wir ausgegangen sind, wnd 
wie sie infolge dessen in den weiteren Sätzen uns wiederholt entgegen- 
getreten ist. Dies gegenseitige Entsprechen der Punkte einer Ebene 
und der Geraden in derselben mit Hülfe eines festen Kegelschntts 
(Basis) ist ein fruchtbares Prineip zur Auffindung neuer Wahrheten 
(Polarisation) und der Ausgangspunkt einer umfangreichen The«rie 
(Theorie der reciproken Polaren von Poncelet) geworden. 

Wir nennen zwei solche Punkte in der Ebene eines Kegelschntts 
æ und y, für welche die Polare des einen durch den andern ght, 
also auch die Polare des zweiten durch den ersten, zwei conjugrte 
Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt und in gleicher Weise zwei sokhe 
Strahlen X und Y, für welche der Pol des einen auf dem andrn 
liegt, also auch der Pol des zweiten auf dem ersten, zwei conjugrte 
Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt zu nennen. Es sind dann zwei 
eonjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt immer auch conjugirt 
in derjenigen Involution, welche ihrer Verbindungslinie, und zwei œn- 
jugirte Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt auch conjugirt in ter- 
jenigen Involution, welche ihrem Sehnittpunkte in Bezug auf len 
Kegelschnitt zugehört. Dies lässt sich auch so aussprechen: Sänmt- 
liche Paare conjugirter Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt, weche 
auf derselben Gerade liegen, bilden die Involution, welche dieser Gerede, 
und sämmtliche Paare conjugirter Strahlen in Bezug auf den Kegelschnitt, 
welche durch denselben Punkt gehen, bilden die Involution, welche diesem 
Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt zugehört. Hieraus folgt, dass es 
durch: jeden beliebigen Punkt ein Paar und im allgemeinen nur ein 
Paar rechtwinkliger conjugirter Strahlen in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt giebt; es sei denn, dass die dem Punkte zugehörige Involution 
orthogonal ist, wo dann sämmtliche Paare conjugirter Strahlen zu 
einander rechtwinklig sind. Dieser Fall wird uns später beschäftigen. 
($ 35.) 

Es seien y und x,, Y und Y, zwei Paare in Bezug auf enen 
Kegelschnitt conjugirter Punkt; sie sind entsprechende Punkte zw>ier 
projeetiver Punktreihen auf den Geraden xy, xY, von denen jede in 
ihre Gerade eingeschnitten wird durch den Polarenbüschel der Purkt- 
reihe der andern Gerade; entsprechende Punkte sind durchweg œn- 
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jugirt. Dem Schnittpunkte (xY, £,4,), als Punkt der einen oder andern 
Gerade, entspricht je ein eonjugirter auf der zweiten; die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte ist also seine Polare, andererseits ist sie 
aber die Berührungssehne % der beiden projeetiven Punktreihen, und 
deshalb muss auf ihr der Punkt (ry,, 9x,) liegen. Folglich ist dieser 
Punkt zu (xý, x,y) eonjugirt, und wir haben den von Hesse ge- 
fundenen Satz:* 

Wenn x und x,, y und Y, zwei Paare in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt conjugirte Punkte sind, so sind auch (rY, x£) und (£9, £9) 
conjugirt. Oder: 

Wenn zweimal zwei (Gegenecken eines vollständigen Vierseits in 
Bezug auf einen Kegelschnitt conjugirt sind, so sind es auch die dritten 
Gegenecken; ein solches Vierseit wird ein Polvierseit des Kegelschnitts 
genannt. 

Und dual: 

Wenn zweimal zwei Gegenseiten eines vollständigen Vierecks in 
Bezug auf einen Kegelschmitt conjugirt sind, so sind es auch die dritten 
(regenseiten (Polviereck). 

Es seien a, b,c drei Punkte, AX, X, © ihre Polaren in Bezug auf 
einen Kegelschnitt; ferner 


„=B6, N T -WB: 


es sind dann a und b,, b und a, conjugirt, also auch (ab, a,b,) und 
(aa,,bb,),. Nun ist Œ = a,b, Polare von c, 4 = AB der Pol von ab, 
also ct, die Polare von (ab, a,b,), demnach enthält sie den Punkt 
(aai, bb,). Die Geraden aa,,bb,,cc, laufen in einen Punkt zusammen 
und die Dreiecke abc, a,b,c, sind perspectiv. Also: 

Ein Dreieck und seine Polarfigur in Bezug auf einen Kegelschnitt 
liegen immer perspectiv.F* 

Zu einem Punkte x gehören unendlich viele eonjugirte Punkte in 
Bezug auf den Kegelschnitt, die alle auf der Polare X liegen; zu 
einem beliebigen Punkt y derselben gehören wiederum auch unendlich 
viele conjugirte Punkte, die auf der durch x gehenden Polare Y liegen. 
Die beiden Polaren X und Y schneiden sich nun in einem Punkte z, 
dessen Polare Z nach dem Vorigen die Verbindungslinie xy sein muss. 


* Journal für Mathematik Bd. 20 S. 301. 

** Wenn b das Perspectivitätscentrum und D die Perspectivitätsaxe ist, 
welche die Polare von ® ist, so ist sowohl das Punktquadrupel abc als das 
Geradenquadrupel ABED von der Beschaffenheit, dass jedes der vier Elemente 
von den übrigen in gleicher Weise abhängt. Diese Bemerkung verdanke ich 
einer mündlichen Mittheilung von Rosanes. (Anmerkung von Schröter.) 
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Solche drei Punkte x,y,2, von denen je zwei ein Paar conjugrter 
Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt sind, und deren Polaren X, Y, Z 
die (gegenüberliegenden) Seiten ihres Dreiecks sind: 


X=ys, TYT=sı, Z=1, 


bilden ein Polardreieck, sich selbst conjugirtes Dreieck, Tripel con- 
jugirter Punkt in Bezug auf den Kegelschnitt, oder wenn man nehr 
seine Seiten ins Auge fasst, ein Polardreiseit, sich selbst conjugrtes 
Dreiseit, Tripel conjugirter Strahlen, weil offenbar auch je zwei Seiten 
conjugirt sind, indem jede durch den Pol der andern geht. 

Ein Polardreieck giebt mit einem beliebigen Punkte immer ein 
Polviereck, mit einer beliebigen Gerade immer ein Polvierseit. 

Aus Fig. 41 wissen wir, dass « und X Pol und Polare sind, also 
Diagonalpunkt und gegenüberliegende Diagonale des Vierecks BB, PP, 
und ebenso sind natürlich p und xx, x und xp Pol und Polare; dıher 
ist das Diagonaldreieck ein Polardreieck. Also: 

Das Diagonaldreieck eines einem Kegelschnitt eingeschriebenen voll- 
ständigen Vierecks oder eines demselben umgeschriebenen vollständigen 
Vierseits ist immer Polardreieck in Bezug auf ihn. 

Erinnern wir uns, dass ein solches Viereck und das Vierseit der 
Tangenten seiner Ecken dasselbe Diagonaldreieck haben. 

Es sei O wiederum ein Punkt, aus dem die einen Kegelschnitt 
erzeugenden projectiven Punktreihen A, M, durch involutorische Strahl- 
büschel projieirt werden (Nr. 67); sind dann Oxy,, Ox,) zwei con- 
jugirte Strahlen dieser Involution, so bilden A, W,, zr, YY, ein dem 
Kegelschnitt umgeschriebenes Vierseit; gý, x,y sind zwei Diagoralen 
desselben, mithin conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt. 

Wenn also die einen Kegelschnitt erzeugenden projectiven Goilde 
aus einem Punkte durch eine Involution projieirt oder von einer Gerade 
in einer Involution geschnitten werden, so ist diese Involution die dem 
Punkte, der Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt zugehörige. 

Diese Polardreiecke spielen eine wichtige Rolle in der Theorie 
der Kegelschnitte und sind in dreifach unendlicher Mannigfaltigkeit 
vorhanden. Ein Punkt x von drei Punkten eines Tripels kann will- 
kürlich in der Ebene angenommen werden, der zweite Punkt y ist 
dann auf die Polare X beschränkt und kann auf dieser auch noch 
willkürlich gewählt werden; der dritte z ist aber durch diese baden 
bestimmt, nämlich der Schnittpunkt der Polaren X, Y. 

Zu einem beliebigen Punkte x in der Ebene eines Kegelschaitts 
giebt es unendlich viele Paare yz, welche mit ihm zusammen ein 
Polardreieck bilden; sie liegen sämmtlich auf der Polare X des 
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Punktes æ und bilden die Involution, welche dieser Gerade in Bezug 
auf den Kegelschnitt zugehört. 


Es seien xx,%, und y0, 9, zwei zu demselben Kegelschnitte ge- 
hörige Polardreiecke. Nach dem Hesse’'schen Satze ist (xY, x,y) zu 
(r9, 2,9.) eonjugirt; Pol von xy ist der Schnitt (££, 9,9,), der von 
ty, ist (%X,0,4); die Verbindungslinie ist also die Polare von 
(29, 2,9); sie enthält (xY,, x9). Indem so die drei Punkte (rY,, Yg), 
(Vi Ya, XX2) und (VY, xax) in gerader Linie liegen, ist ry,y,yr,r, ein 
Pascal’sches Sechseck. 

Die Ecken zweier zu demselben Kegelschnitte K gehörigen Polardreiecke 
sind stets sechs Punkte eines zweiten Kegelschnitts K, und die Seiten 
sechs Tangenten eines dritten &,. 

Dem Kegelschnitte K, sei ein Polardreieck xx,x,s des Kegel- 
schnitts K eingeschrieben; Ņ sei ein beliebiger Punkt von K,; seine 
Polare Yin Bezug auf K schneide K, in y,, Yz, welche Punkte also zu y 
conjugirt sind für X. Man vervollständige yy, durch Y',, der auch 
auf Y liegen muss, zum Polardreiecke von K. Dann liegen die 
sechs Ecken von rx,t, und ġ9,9', auf einem Kegelschnitte, der aber 
mit K, identisch ist, weil er mit ihm die fünf Punkte g£, £i, £o, Y, Yı 
gemeinsam hat. Also fallen y, und 4, zusammen in den zweiten 
Schnitt von K, mit Y; und yy,y, ist ein Polardreieck von K. Da 
y beliebig auf X, gewählt ist, haben wir: 

Wenn einem Kegelschnitte ein Polardreieck eines andern ein- 
geschrieben ist, so sind ihm unendlich viele eingeschrieben; jeder von 
seinen Punkten ist Ecke eines dieser Dreiecke, die Schnitte seiner Polare 
nach dem andern Kegelschnitte sind die beiden übrigen. Es können 
sich also unter den Dreiecken solche befinden, bei denen nur eine Ecke 
und die Gegenseite reell sind. 


Dual: Wenn einem Kegelschnitte ein Polardreiseit eines andern um- 
geschrieben ist, so sind ihm unendlich viele umgeschrieben; jede von 
seinen Tangenten kann Seite sein, die Tangenten aus ihrem Pole nach 
dem andern Kegelschnitte sind die beiden übrigen. 


Kommen wir aber nochmals auf die obige Figur von drei Kegel- 
schnitten zurück: die Ecken von zwei Polardreiecken von K liegen 
auf einem zweiten X, und ihre Seiten berühren einen dritten &,. 
Diese beiden Kegelschnitte K, und &, sind polar zu einander in Bezug 
auf K, weil die Polaren von sechs Punkten von K, nach K Tangenten 
von $, sind. Ist also x ein Punkt von X,, so berührt seine Polare 
nach K den &,; ihre Schnitte mit X, bilden mit x ein Polardreieck 
von K, und folglich berühren auch die beiden andern Seiten den &,. 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 10 
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- Mithin haben wir unendlich viele Dreiecke, welche Polardreiecke von K, 
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dem K, ein- und dem $, umgeschrieben sind. 

Die Tangenten von &, schneiden K und K, in zwei harmonisdıen 
Punktepaaren, die Punkte von K, senden an K und &, zwei harmonische 
Tangentenpaare. 

Es sei abc wiederum ein Polardreieck von X; ein beliebiger 
Punkt 3 von K werde mit a und b verbunden; die Verbindungslirien 
schneiden X zum zweiten Male in y und x; wenn nun bc die yz in £, 
ca die gą in y schneidet, so sind a und & conjugirt, also harmonisch 
zu ) und 3, ebenso b und y zu x und 3; daher 


aéy A ybr 
und weil 3 sich selbst entspricht, gehen an, bé, xy durch denselben 
Punkt, oder xy geht durch c= (an, bE). Also: 

Wenn zwei Seiten eines einem Kegelschnitte eingeschriebenen Dreicks 
durch zwei Ecken eines Polardreiecks desselben gehen, so geht die dritte 
Seite durch die dritte Ecke. Oder: 

Man kann einem Kegelschnitte unendlich viele Dreiecke einschreüen, 
deren Seiten durch die Ecken eines Polardreiecks gehen, und unendich 
viele umschreiben, deren Ecken auf den Seiten dieses Dreiecks liegen. 
Jeder Punkt des Kegelschnitts kann Ecke eines von jenen, jede Tangente 
Seite eines von diesen Dreiecken sein. 

Wir halten c und 3 fest, während a,b die Involution conjugirter 
Punkte auf der Polare von c durchlaufen; yy geht immer durch c. 

Projieirt man aus einem Punkte des Kegelschnitts die Punktepcare 
der Involution conjugirter Punkte auf einer Gerade, so gehen die Sehnen, 
welche die Schnittpunkte der Strahlenpaare mit der Curve unter einander 
verbinden (Durchbohrungssehnen), alle durch einen festen Punkt, den Pol 
der Gerade. 

Bei jedem Polardreiecke haben wir drei Imvolutionen comjugwter 
Punkte auf den Seiten und drei Involutionen conjugirter Strahlen um 
den Ecken; je zwei, die zu Seite und Gegenecke gehören, sind perspestiv 
und daher gleichartig. Von den drei einen oder andern ist stets zine 
elliptisch, die beiden andern sind hyperbolisch. Oder von den drei Eden 
des Polardreiecks liegt stets eine innerhalb des Kegelschnitts und die beiden 
andern ausserhalb, die Gegenseiten dieser schneiden, die Gegenseite jener 
schneidet nicht. 

Denn wenn die erste Ecke eines Polardreiecks eine innere ist, so 
schneidet die Gegenseite als ihre Polare nicht, und die auf ihr ge- 
legenen Ecken sind also äussere Punkte. Ist die Ausgangsecke aber 
eine äussere, so schneidet die Gegenseite, die auf ihr gelegenen Ecken 
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sind harmonisch zu den Schnitten; also ist die eine auch ausserhalb, 
die andere innerhalb des Kegelschnitts gelegen. 

Zu drei Punkten auf den Seiten eines Polardreiecks, die auf einer 
Gerade liegen, sind in den Involutionen bezw. conjugirt drei Punkte, 
deren Verbindungslinien mit den Gegenecken in einen Punkt zusammen- 
laufen, den Pol jener Gerade. 

Die sechs Punkte, in denen ein Kegelschnitt die Seiten eines ihm 
zugehörigen Polardreiecks abc schneidet (von denen freilich zwei nicht 
reell sind), bilden 24 Brianchon’sche Sechsecke. Denn sind die Schnitte 
4,05 Di, D; Ci, &, so haben wir z.B. auf be,ca die harmonischen 
Punkte cha a, cab,b,; also laufen ab = c,,a,b,,a,b, in einen Punkt 
zusammen, und A A c b, bsc ist ein Brianchon’sches Sechseck. 


& 31. Von einem Kegelschnitte getragene projective Gebilde und 
Involutionen. Weitere Folgerungen aus den Polar-Eigenschaften. 


Wie wir in Nr. 34, 35 zu krummen projectiven Punktreihen auf 108 
einem Kreise gelangt sind, so erhalten wir analog krumme projective 
Punktreihen auf einem Kegelschnitte, wir brauchen ihn nur zu schneiden 
mit zwei projeetiven Strahlbüscheln, deren Scheitel auf ihm liegen, 
vereinigt, wie a.a.O., oder getrennt. Entsprechend sind in den krummen 
Punktreihen zwei Punkte, durch welche entsprechende Strahlen der 
Büschel gehen. Projieiren wir diese krummen Punktreihen wiederum 
aus beliebigen zwei Punkten des Kegelschnitts (oder aus demselben), 
so sind, infolge der Fundamental-Eigenschaft des Kegelschnitts, die 
projieirenden Strahlenbüschel bezw. den früheren projectiv, also auch 
unter einander. 

Genau wie beim Kreise finden wir eine ausgezeichnete Gerade, auf 
welcher alle Punkte (xY9,,x,9) liegen, wo x und x,, y und y, irgend welche 
Paare entsprechender Punkte der krummen Punktreihen sind, und welche 
den Kegelschnitt in den (reellen oder imaginären) Doppelpunkten dieser 
Punktreihen schneidet. Drei Paare entsprechender Punkte bestimmen 
sie, und sie dient dazu, weitere entsprechende Punkte zu gewinnen. 

Es seien dual auf zwei Tangenten eines ‚Kegelschnitts (oder auf 
dieselbe) projective Punktreihen gelegt; durch entsprechende Punkte 
ziehe man die zweiten Tangenten. Man erhält dadurch entsprechende 
Elemente zweier projeetiver Tangentenbüschel, die dann wiederum in 
zwei beliebige Tangenten entsprechende Punkte projectiver (gerader) 
Punktreihen einschneiden. Hier haben wir einen ausgezeichneten Punkt, 
durch den alle Verbindungslinien (xy,, tiy) gehen, wo £, x,; Y, Y, irgend 
welche Paare entsprechender Strahlen der projeetiven Tangentenbüschel 

10* 
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sind. Durch ihn gehen die (reellen oder imaginären) Doppelstrahlen der 
büschel. 

Ferner fanden wir (Nr. 68), dass, wenn x und æ ein Punkt des 
Kegelschnitts und seine Tangente sind, der Büschel um einen festen 
Punkt des Kegelschnitts und die Punktreihe auf seiner Tangente der- 
artig projectiv sind, dass der nach x gehende Strahl und der Schnitt- 
punkt mit x einander entsprechen. Daher sind auch die krumme 
Punktreihe auf dem Kegelschnitt und sein Tangentenbüschel projectiv mit 
z und x als entsprechenden Elementen. 

Zwei krumme projective Punktreihen auf einem Kegelschnitt führen 
sofort zu zwei projectiven Tangentenbüscheln, in denen Tangenten sich 
entsprechen, die in entsprechenden Punkten berühren, und umgekehrt. 

In den Doppelpunkten jener berühren die Doppelstrahlen dieser; 
also folgt, dass die ausgezeichnete Gerade der ersteren die Polare des 
ausgezeichneten Punktes der letzteren ist. Wir wollen dies jedoch auch 
erkennen, ohne eventuell imaginäre Elemente zu benutzen. Es seien 
TX VY, 33, drei Paare entsprechender Punkte der Punktreihen; dann 
sind £2., YY, ZZ, ihre Tangenten, drei Paare entsprechender Strahlen 
der Büschel. Die ausgezeichnete Gerade verbindet die Punkte (rY,, 1,9) 
und (Xz £3), im ausgezeichneten Punkte schneiden sich (£y, æy) 
und (x2,,2,2). Nun ist vy, der Pol von £Yy,, æy der von tiġ; also 
(xy,,&y) die Polare von (£Y, £xı9) und ebenso (xw2,,x,2) die von 
(t3 3); woraus dann die Behauptung folgt. 

Jetzt seien die krummen projectiven Punktreihen auf dem Kegel- 
schnitte die Schnitte mit zwei @nvolutorischen projectiven Büscheln um 
einen Punkt der Curve. Die Fundamental-Eigenschaft, dass die beiden 
demselben Strahle in beiderlei Sinne entsprechenden Strahlen sich 
immer decken und dass dies durchweg geschieht, sobald es einmal ge- 
schieht, geht über auf die krummen Punktreihen, von diesen auf die 
beiden Büschel, die sie aus irgend einem andern Punkte des Kegel- 
schnitts projieiren, aber auch auf die Tangentenbüschel und auf die 
Punktreihen, die diese in irgend eine Tangente einschneiden; und eben- 
so könnten wir von involutorischen projectiven Punktreihen auf einer 
Tangente ausgehen. Wir gelangen so zum Begriffe einer krummen 
Punktinvolution und einer Tangenteninvolution auf einem Kegelschnitte, 
bezw. um ihn. 

Jede Involution der einen Art inducirt sofort eine der andern, in 
welcher die Tangenten, bezw. Berührungspunkte conjugirter Elemente der 
ersteren conjugirt sind; in den Doppelpunkten der einen berühren die 
Doppelstrahlen der andern. Die krumme Punktinvolution wird aus 
jedem Punkte des Kegelschnitts durch eine Strahleninvolution projieirt, die 
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Tangenteninvolution von jeder Tangente in einer Punktinvolution ge- 
schnitten. 

Wenn gr, 9), zwei Paare conjugirter Punkte der krummen Punkt- 
involution sind, so entsprechen den Punkten y, %;, Y, Y, der einen der 
beiden involutorischen (krummen) Reihen die Punkte x,,2,4,,) der 
andern. Also liegt auf der ausgezeichneten Gerade, die wir hier 
wiederum Imvolutionsaxe nennen, sowohl (£Y,,xX,9) als auch (xy, £101), 
ferner aber auch, wenn wir ġġ, in rx, überführen, der Punkt (£g, x, £), 
d. i. der Schnittpunkt der Tangenten x und x, von g, £% 

Auf der Involutionsaxe der krummen Punktinvolution liegen also die 
zwei Diagonalpunkte des vollständigen Vierecks zweier Paare conjugirter 
Punkte, in denen sich Seiten schneiden, welche nicht comjugirte Punkte 
verbinden, und die Schnitte der Tangenten in conjugirten Punkten, also 
conjugirter Strahlen der Tangenteninvolution; damit erhält diese Linie 
auch eine Beziehung zu dieser Involution. 

Sie selbst hat ein Involutionscentrum mit den dualen Eigenschaften 
zu denen der Involutionsaxe der Punktinvolution: Durch dasselbe gehen, 
wenn aus zwei Paaren ein vollständiges Vierseit gebildet wird, diejenigen 
beiden Diagonalen desselben, welche Ecken verbinden, in denen nicht 
conjugirte Strahlen sich schneiden, sodann aber auch alle Verbindungs- 
linien der Berührungspunkte conjugirter Strahlen, also conjugirter Punkte 
der Punktinvolution. Damit kommt dies Centrum der Tangenteninvolution 
in Beziehung zur Punktinvolution. 

Diese wichtige Eigenschaft, dass alle Verbindungslinien conjugirter 
Punkte einer krummen Punktinvolution in einen Punkt zusammen- 
laufen, haben wir in Nr. 43 beim Kreise kennen gelernt und können 
den dortigen Beweis für den allgemeinen Kegelschnitt wiederholen und 
dann für den Fall der Tangenteninvolution dualisiren. 

Jede der beiden Involutionen hat also ein Centrum und eine Axe; 
in das Centrum der Punktinvolution laufen die Verbindungslinien con- 
jugirter Punkte zusammen, und es ist für jedes der oben genannten 
vollständigen Vierecke der (feste) dritte Diagonalpunkt, während die 
beiden anderen (veränderlichen) auf der Axe liegen. Auch hieraus er- 
hellt, dass sie Pol und Polare in Bezug auf den Kegelschnitt sind. 

Auf der Axe der Tangenteninvolution liegen alle Schnittpunkte con- 
jugirter Strahlen, und sie ist die dritte Diagonale aller obigen Vier- 
seite, während die beiden andern im Centrum sich schneiden. 


Gehören die beiden Involutionen so zusammen, dass comjugirte 
Strahlen der einen in comjugirten Punkten der andern berühren, so sind 
ihnen Centrum und Axe gemeinsam. 
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Den letzten Satz von Nr. 106 kann man nun auch so aussprechen: 
Wird die Involution in Bezug auf einen Kegelschnitt conjugirter 
Pımkte auf einer Gerade aus irgend einem Punkte des Kegelschnitts auf 
denselben projieirt, so ergiebt sich immer dieselbe krumme Involution, die- 
jenige nämlich, welche die Gerade zur Axe und ihren Pol zum Centrum hat. 


Sind gr, 9, zwei Paare der krummen Punktinvolution, so hat 
ihr Viereck das Centrum und ein Paar der geraden Involution zu 
Diagonalpunkten. Oder jedes Paar 85, der geraden Involution kann 
auf zwei Weisen in dasselbe Paar xx, der krummen projieirt werden; 
die beiden Projectionscentren 4,4, bilden ein Paar der letzteren. 

Duales gilt für eine Tangenteninvolution. 


Jede krumme Involution führt zu einem Centrum. 


Auch umgekehrt führt jeder Punkt als Centrum zu einer krummen 
Involution auf einem gegebenen Kegelschnitte, oder, was dasselbe ist, 
jeder Strahlbüschel . schneidet eine solche ein. Zwei durch den Punkt 
gezogene Strahlen (die den Kegelschnitt schneiden) geben zwei Paare; 
durch diese ist eine Involution auf der Curve bestimmt, und der Punkt, 
durch den ja zwei der Verbindungssehnen laufen, ist das Centrum. 

Beweisen wir aber, wegen der Wichtigkeit dieses Satzes, noch 
direct, dass drei Strahlenpaare, welche drei eingeschnittene Punktepaare 
aus irgend einem Punkte des Kegelschnitts projieiren, in Involution 
sind. Es seien a«, bß,cy diese drei Punktepaare auf dem Kegelschnitte, 
deren Verbindungssehnen durch den gegebenen Punkt p gehen. Die 
Büschel a (b,c,y,«) und b (a,c,y,ß) sind perspectiv mit eyp als 
perspectivem Durchschnitt, mithin sind auch a (b,c,y,«) und b(ß,y,c,«a) 
projectiv; also sind, wegen der projectiven Grundeigenschaft des Kegel- 
schnitts, auch B (b,c,y,«) und B (ß,y,c,«a) projeetiv, wenn D ein 
beliebiger Punkt der Curve ist; dies bedeutet, da Be und By sich in 
beiderlei Sinne entsprechen, dass Bc, By; Ba, Ba; Bb, BR in In- 
volution sind. 

Von dem früheren Satze, von dem der eben bewiesene die Um- 
kehrung ist, möge nun der Specialfall erwähnt werden, dass die Strahl- 
involution, deren Grundpunkt auf einen Kegelschnitt gelegt wird, eine 
orthogonale sei; er giebt den Satz: 

Wenn man um einen Punkt eines Kegelschnitts als Scheitel einen 
rechten Winkel dreht, so dreht sich die Verbindungslinie der zweiten 
Schnittpunkte der Schenkel um einen festen Punkt, der sich auf der 
Normale des Scheitels befindet, d. h. derjenigen Gerade, die in ihm auf 
seiner Tangente senkrecht steht. Denn diese Normale ergiebt sich als 
Verbindungslinie, wenn der eine Schenkel in die Tangente fällt. 
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Dual zu obigem Satze haben wir: 

Die Tangentenpaare, die von den Punkten einer Gerade an einen 
Kegelschnitt kommen, bilden eine Tangenteninvolution. 

Wir fanden in Nr. 106, dass, wenn aaa ein Polardreieck eines 
Kegelschnitts und o ein Punkt desselben ist, die Sehne, welche die 
zweiten Schnitte p,q von oa,o« verbindet, durch die dritte Ecke a 
geht. Ist also r der zweite Schnitt von oa, so geht ebenso pr durch 
«, qr durch a, und wir haben ein Viereck opqr mit einer beliebig 
gegebenen Ecke dem Kegelschnitte eingeschrieben, für welches das 
Polardreieck aaa Diagonaldreieck ist. | 

Jenen Satz können wir auch verwenden zur Lösung der Aufgabe: 

Einen Kegelschnitt zu comstruiren, der durch drei gegebene Punkte 
Pis Po, Pa geht umd eine gegebene Punktinvolution auf der Gerade A zur 
zugehörigen hat. Ist dieselbe hyperbolisch, so haben wir ihre reellen 
Doppelpunkte und damit fünf reelle bestimmende Punkte; ist sie aber 
elliptisch, so verschaffen wir uns für den Kegelschnitt, der, ausser 
durch die drei reellen, durch zwei conjugirte imaginäre Punkte bestimmt 
ist, die durch eine reelle elliptische Involution vertreten werden, von 
welcher sie die Doppelpunkte sind, weitere reelle Punkte. Wir schneiden 
A mit PəPs, PsPı>, PıPa IN Si, S2; Sz, Suchen zu diesen die conjugirten 
Oi, 62,6% in der gegebenen Involution und andererseits die vierten 
harmonischen 0,, 05, 03 ZU Pa; P3; Sı, bezw. Pa, Pi; Sa und Pi, P23 S33 dann 
sind ọ, 61; 9f, 936; die Polaren von s,, S$», S$ in Bezug auf den verlangten 
Kegelschnitt und laufen in den Pol von A zusammen. Dass sie durch 
denselben Punkt gehen, kann man in folgender Weise erkennen: Wir 
wissen aus Nr. 55, dass 


9, 05,515 0 S25 Q13 09535 

je in gerader Linie liegen; wenn nun a Schnitt von 0,6,, 0,6, ist, so 
zeigt das Viereck 9,0,0,0, dass ao, durch den sechsten Punkt in In- 
volution zu 5,,6,5 5, 6; Sg gehen muss, also durch ø, oder 0,0, 
durch a. Es seien q, gə, q die zweiten Schnitte von a (P,, Ps, Ps) 
mit der Curve. Das Polardreieck as,o, lehrt, dass die Verbindungs- 
linie der zweiten Schnitte q, p von p,a und 9,5 durch o,, und das 
Polardreieck as,o,, dass q,9, durch 6, geht; also ist 


dı = (P293, P302); 
wir erhalten demnach in den drei Schnittpunkten: 
di = (P203, P302), % = (P301, P103), % = (P102, P291), 


wie wir es wünschen, drei weitere Pumkte des Kegelschnitts, so dass er 
schon überbestimmt ist. Die sechs Punkte bilden das Pascal’sche 
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Sechseck P, də P3qıP2qz; dessen Gegenseiten sich in den in gerader Linie 
gelegenen Punkten o,, 6>, 6, schneiden. 
Führen wir auf diese Aufgabe die weitere zurück: Den Kegelschnitt 


zu construiren, der durch einen gegebenen Punkt p, geht und für den 


113 


zwei auf A und DB gegebene Involutionen die zugehörigen sind. Der 
Fall, wo beide hyperbolisch sind, hat für uns kein Interesse, weil wir 
da die Involutionen durch ihre vier Doppelpunkte ersetzen können. 
Ist eine hyperbolisch, so haben wir den vorigen Fall; besonders 
interessant ist der dritte Fall, dass beide elliptisch sind, in dem es 
also sich darum handelt, den Kegelschnitt zu constrwiren, der durch 
einen reellen Punkt und zweimal zwei conjugirt imaginäre gegeben ist, 
welche durch zwei elliptische Imvolutionen vertreten sind. Wir wollen 
aber den zweiten Fall nicht ausschliessen. 


Die Gerade, welche die Punkte verbindet, die in den beiden In- 
volutionen dem Schnittpunkte AB conjugirt sind, ist offenbar die 
Polare & dieses Punktes. Wenn nun diese Involutionen conjugirter 
Punkte aus p, auf den Kegelschnitt in krumme Involutionen projicirt 
werden, so sind die Centren, die Pole von A und Y, beide auf © ge- 
legen, und die Punkte des Kegelschnitts auf © werden also aus p, 
durch das gemeinsame Paar der beiden projieirenden Strahlinvolutionen 
projieirt. Da mindestens eine von ihnen elliptisch ist, so ist dies 
Paar reell und nach früherer Construction (Nr. 44) zu ermitteln; seine 
Schnitte pı, pp mit © sind zwei reelle Punkte des Kegelschnitts. 


Man kann aber nun leicht noch zwei weitere Punkte gewinnen. 
Es seien a der Pol von X und a,« die Schnitte von p;p», pip, mit M, 
welche ein Paar der Involution auf X bilden; dann ist aa« ein Polar- 
dreieck; p,« treffe den Kegelschnitt nochmals in p,, pa = € trifft in 
Pz, daher geht p,p, durch a. Weil also p,p, durch a, 9,p, durch a 
geht, so muss p,9, durch « gehen; demnach ist 


Pa = (« Pa, aPp;), 


und wenn b,ß die analogen Punkte auf B sind, so ergiebt sich der 
fünfte Punkt 
Ps = (Pz, bP3). 
Die dualen Aufgaben werden entsprechend gelöst. 


An den Satz, dass zwei in Bezug auf einen Kegelschnitt polare 
Dreiecke perspectiv liegen, wollen wir die Lösung einer interessanten 
Aufgabe knüpfen. 

Die Ecken des einen Dreiecks seien a,b,c, die Seiten des andern, 
ihre Polaren, A, B, C und seine Ecken BC =a, CA =b, Ab=c 
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(Fig. 42), so schneiden sich nach jenem Satze aa,bb,cc in einem 
Punkte o; wenn nun «,ß, y die Schnitte (oa, A), (ob, B), (oc, C) 
sind, so bilden diese ein neues Dreieck, welches mit den beiden vorigen 
perspectiv liegt. Nun zeigt aber die harmonische Eigenschaft des voll- - 
ständigen Vierecks ab«ß, wenn wir sie auf die Seiten und Diagonalen 
aus dem Diagonalpunkte c anwenden, dass auch die Strahlen «ß, «y 
harmonisch zu den aa und A liegen. 

Es sind ferner a und A Pol und \ 
Polare in Bezug auf den Kegel- 
schnitt; begegnet ihm daher die 
Gerade «ß in zwei Punkten z und 

zt, so wird der andere Schnittpunkt 

y von za mit dem Kegelschnitt von 

z durch a und den Schnittpunkt 
mit A harmonisch getrennt werden; 
folglich muss y auf dem vierten 
harmonischen Strahl «y zu az; 

A, aa liegen. Ziehen wir anderer- 
seits zta, welches in yt dem Kegelschnitt zum andern Male þe- 
gegnen möge, so muss auch yt auf «y liegen, oder ay trifft den 
Kegelschnitt in den beiden Punkten y,y'!. Die beiden Seiten «ß und 
«y treffen also den Kegelschnitt in zwei solchen Punktepaaren zz! 
und yy', dass zy und z'y! durch a gehen, daher zy! und z'y sich 
in a, auf der Polare A schneiden; in gleicher Weise treffen die beiden 
Seiten «f und fy den Kegelschnitt in zwei solchen Punktepaaren zz! 
und vgt, dass zx und z'x! sich in b treffen, also zx! und zt% sich 
in b auf der Polare B schneiden; endlich aber treffen die beiden 
Seiten ßy und «y den Kegelschnitt in zwei solchen Punktepaaren zs! 
und yy', dass von den beiden Schnittpunkten (xy, «!y') und (syt, «'y) 
der eine c ist und der andere c auf der Polare C liegt; es fragt sich 
nur noch, welcher c ist und welcher c,? Dies ist nicht schwer zu ent- 
scheiden, denn die sechs Punkte z, z', y, y', x, x! auf dem Kegelschnitt 
bilden ein Pascal’sches Sechseck zzyx'z!y!, bei dem die Schnittpunkte 
der Gegenseiten auf einer Gerade liegen; da nun 


Fig. 42. 


(x3, x!z!) = b, 

(yz, y7) =a, 

(ey), xy) -r 94 

sin, denn die willkürlich angenommenen Punkte a,b,c liegen nicht 
in einer Gerade; folglich ist 


(£y, 'y') = c. 


so muss der dritte 
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Das dem Kegelschnitte eingeschriebene Dreieck xyz hat also die 
Eigenschaft, dass seine drei Seiten durch die gegebenen Punkte a,b, c 
gehen, und das andere Dreieck x'y!z! hat dieselbe Eigenschaft. Daraus 
fliesst die Auflösung der Aufgabe: 


Es ist ein Kegelschnitt gegeben und drei beliebige Punkte a, t, c, 
man soll ein Dreieck dem Kegelschnitt einschreiben, dessen Seiten durch 
a, b, c gehen. 


Auflösung. Man construire zu a,b,c die Polaren A, B, ©, deren 
Schnittpunkte 


ERT dar Aer 


seien; die Verbindungslinie aa trifft A in «, bb trifft B in ß, cc 
trifft C in y. Die Seiten des Dreiecks «ßy treffen den Kegelschritt 
in drei Punktepaaren, welche die Ecken zweier der Aufgabe genügenden 
Dreiecke sind, nämlich «ß in z und 2t, ßy in x und zt, ya in y und y! 
und zwar, wenn man die Schnittpunkte von «ß mit dem Kegelschritt 
durch z und z! bezeichnet hat, so trifft za in y, zta in y!, zb in g 
und z'b in zt, xy und x'y! schneiden sich in c; es giebt also zwei 
Dreiecke xyz und x'y'z! von der gewünschten Beschaffenheit, so dass 
die Seiten yz, zx, xy resp. durch a,b,c gehen und ebenso y!z!, 2'21, 
x'y'. Diese beiden Dreiecke können auch imaginär werden, wenn 
nämlich eine Seite des Dreiecks «ßy den Kegelschnitt nicht trifft, 
woraus dann folgt, dass auch die andern ihn nicht treffen können, 
Auch können beide Dreiecke zusammenfallen; welche Bedingung muss 
alsdann zwischen den gegebenen Punkten a,b,c obwalten? Ist ins- 
besondere abc ein Polardreieck in Bezug auf den Kegelschnitt, 
so giebt es, wie wir in Nr. 106 gesehen haben, nicht blos zwei 
Auflösungen der Aufgabe, sondern unendlich viele; sie ist wn- 
bestimmt. 


Andererseits aber kann diese Aufgabe auch mit Hülfe krummer 
projectiver Punktreihen gelöst werden. Es sei gy ein beliebiger Punkt 
auf dem Kegelschnitte, y der zweite Schnitt von rc, dann wiederum x der 
zweite Schnitt von ya, und x, der zweite Schnittpunkt von 35. Wenn 
z auf der Curve bewegt wird, so beschreiben y und 4, deren Ver- 
bindungslinie sich um c dreht, involutorische projective Punktreihen 
auf dem Kegelschnitte, ebenso y und 3, 3 und gı, also beschreiben 
auch g und x, projective Punktreihen. Drei Lagen von x geben drei 
Paare entsprechender Punkte; mit diesen construirt man die aus- 
gezeichnete Gerade; deren Schnitte mit der Curve, wenn sie vorhanden 
sind, sind die ersten Ecken der beiden Dreiecke, aus denen man damm 
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durch den obigen Prozess je die zweite und dritte Ecke erhält; bei 
ihnen muss derselbe zum Ausgangspunkt zurückführen.* 

Was die Aufsuchung des gemeinsamen Paars zweier Involutionen 
auf derselben Gerade oder um denselben Punkt anlangt, so kann man 
theoretisch ebenso auf dem Kegelschnitte arbeiten, wie es in Nr. 44 
auf dem Kreise geschehen ist; für die praktische Lösung ist natürlich 
dieser vorzuziehen. 

Schliesslich soll noch diejenige Eigenschaft der Steiner'schen Punkte 
beim Pascal’schen Sechsecke (Nr. 92) nachgewiesen werden, welche 
mit den Polarbeziehungen des Kegelschnitts zusammenhängt und auf 
die wir schon in der dortigen Anmerkung hingewiesen haben. 

Hierzu müssen wir uns die Betrachtung a. a. O. vergegenwärtigen: 

Die beiden Sechsecke 123456 und 143652 liefern zwei Pascal’sche 
Geraden, welche durch die Punkte 

(12, 45) u; (23, 56) = &, 
beziehungsweise 

(12, 86) = y, (14, 56) = y: 
bestimmt werden; c,c, und p,y schneiden sich in dem Steiner’schen 
Punkte p. 

Die Punkte c, &, Yı, %2 sind Diagonalpunkte von vier voll- 
ständigen Vierecken, die dem Kegelschnitt eingeschrieben sind und 
deren übrige Diagonalpunkte sind: 


(14,25)=a,, (25,86)= œ, (16,23)=a, (16,45) = a; 

(15, 24) =b; (26,35) =b; (13,26) = ß,; (15, 46) = fz; 
so dass a,b,6,, agbs, &PßıYı, &aĥ2Yə Polardreiecke in Bezug auf den 
Kegelschnitt sind. 


Es ist 
12 = cy, 56-99, 16 = œa, 25 = (40, 


(12, 56) = (a 71, Caya), (16, 25) = (a,0,, 0,9). 


Da nun die Punkte (12,56) und (16,25) als Diagonalpunkte eines 
dem Kegelschnitte eingeschriebenen Vierecks conjugirt sind in Bezug 
auf ihn, so liegt 


also 


(či z, Ay ag) 
auf der Polare von 
(c Yis &Y2)- 


* Ueber die Geschichte dieses Problems vergl. Chasles, Aperçu historique 
(oder deutsche Uebersetzung von Sohncke: Geschichte der Geometrie) Note XI; 
sowie auch Göpel, Journal für Mathematik Bd. 36 S. 317. 
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156 Durchmesser, Mittelpunkt, conjugirte Durchmesser, Axen. 
Diese Polare verbindet die Punkte 


(abi, œb) und (m,b,,«ß,); 
also liegen in einer Gerade die drei Punkte 


(a,b, 0, ßı); (a ba, &% Pa); (aidz, &,,), 


oder die Dreiecke mit den Ecken 


Mi, Xis (a, d,,&ßı), bezw. Qp; Qa; (a,b,, &,ßs) 


liegen perspectiv. Die Schnittpunkte ihrer entsprechenden Seiten snd 


(a&i, Ag), (zbi, zba), (aß, &a Bo) 
und liegen in einer Gerade. Folglich liegt (a,«,, a,«,) auf der 
Polare von 
P = (aß, YıPa)- 
Dieser Punkt (a,«@,,4,«,) ist aber der Schnittpunkt der Pascal’schen 


Geraden der Sechsecke 
143256 und 163452, 


also der Steiner'sche Gegenpunkt x von p; somit sind p und = ca- 
jugirt, und wir erhalten den Satz: 

Jedes Paar Steiner'scher Gegenpunkte ist ein Paar conjugirter Punkte 
in bezug auf den Kegelschnitt*® 


$ 32. Durchmesser und Mittelpunkt, die Involution der conjugirter 
Durchmesser und die Axen des Kegelschnitts. 


Besondere Fälle der allgemeinen Polaritätsbeziehungen des Kegel- 
schnitts führen zu denjenigen Eigenschaften desselben, welche am be- 
kanntesten sind und meist zum Ausgangspunkt für die Untersuchurg 
der Kegelschnitte gewählt werden. Nehmen wir einen unendlich fernen 
Punkt als Pol, so haben wir (Nr 99) durch ihn Strahlen zu ziehen, 
d.h. Parallele, welche den Kegelschnitt in zwei Punkten treffen, und 
den vierten harmonischen, dem unendlich entfernten zugeordneten 
Punkt zu construiren; dieser ist (Nr. 13) die Mitte zwischen den beiden 
Schnittpunkten, also: Die Mitten in beliebiger Richtung gezogener paralleler 
Sehnen eines Kegelschnitts liegen auf einer Gerade. Eine solche Gerade 
heisst Durchmesser des Kegelschnitts und ist die Polare eines unendlich 
entfernten Punktes. Die Tangenten in den Schnittpunkten eines Durch- 
messers laufen parallel, nämlich durch den im Unendlichen liegenden 


* Vergl. Hesse, Journal für Mathematik Bd. 24 8.40; @. Bauer, Abhand- 
lungen der Baierischen Akademie. II.Cl. Bd.XI, Abth. MI. 
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Pol. Ziehen wir ein zweites Parallelstrahlenbüschel, so liegen die 
Mitten der durch den Kegelschnitt abgeschnittenen Stücke auf einem 
zweiten Durchmesser, der Polare des zweiten unendlich entfernten 
Grundpunktes; der Schnittpunkt beider Durchmesser ist der Pol der 
Verbindungslinie beider unendlich entfernten Punkte, d.h. der unendlich 
entfernten Gerade Go. Auf jedem durch diesen Schnittpunkt zweier 
Durchmesser gehenden Strahl werden also durch den Kegelschnitt zwei 
Punkte bestimmt, deren Mitte jener Punkt ist, jeder solcher Strahl 
ist die Polare eines bestimmten Punktes im Unendlichen und jeder 
unendlich ferne Punkt sendet seinen polaren Durchmesser durch diesen 
Punkt. 

Sämmtliche Durchmesser des Kegelschnitts laufen durch einen festen 
Punkt, welcher der Mittelpunkt des Kegelschnitts heisst und der Pol 
der unendlich entfernten Gerade Ga ist. 

Alle Durchmesser werden durch diesen Punkt halbirt; die Curve ist 
also in Bezug auf ihn symmetrisch. Die Tangenten in symmetrischen 
Punkten sind parallel. 

Bei der Hyperbel ist der Mittelpunkt der Schnittpunkt der beiden 
Asymptoten (Nr. 80), weil diese die Polaren (Tangenten) der unendlich 
entfernten Punkte des Kegelschnitts sind; er liegt also ausserhalb der 
Hyperbel. Bei der Ellipse liegt er innerhalb derselben; weil Ge die 
Ellipse nicht schneidet. Bei der Parabel tritt die Eigenthümlichkeit 
ein, dass ihr Mittelpunkt auf ihr selbst liegt, nämlich ihr unendlich 
entfernter Punkt ist; da nämlich die unendlich entfernte Gerade 
Tangente der Parabel ist (Nr. 76), so ist ihr Pol der Berührungspunkt. 
Also ist der unendlich entfernte Punkt der Parabel zugleich der Mittel- 
punkt derselben, und alle ihre Durchmesser laufen parallel nach ihrem 
unendlich entfernten Punkte. 

Wegen ihres endlichen Mittelpunktes heissen Ellipse und Hyperbel 
auch centrische oder Mittelpunkts- Kegelschnitte. 

Wie jedem Punkte und jeder Gerade in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt eine bestimmte Involution zugehört (Nr. 96, 97), so auch der 
unendlich entfernten Gerade und dem Mittelpunkt; sind Punkt und 
Gerade Pol und Polare in Bezug auf den Kegelschnitt, so liegen beide 
Involutionen perspectiv. Folglich liegt die dem Mittelpunkt in Bezug 
auf den Kegelschnitt zugehörige Involution mit der der unendlich entfernten 
Gerade zugehörigen perspectiv. Wir erhalten zwei conjugirte Strahlen 
der dem Mittelpunkt zugehörigen Involution, indem wir einen beliebigen 
Durchmesser ziehen und den Pol desselben mit dem Mittelpunkte ver- 
binden, d.h. den Ort der Mitten der zu ihm parallelen Sehnen be- 
stimmen. Zwei solche Durchmesser des Kegelschnitts, von denen einer 
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der Ort der Mitten der zu dem andern parallelen Sehnen und infolge 
dessen auch der andere der Ort der Mitten der zu dem ersten parallelen 
Sehnen ist, oder, was dasselbe sagt, zwei solche Durchmesser, von deren 
jeder seinen Pol auf dem andern hat, heissen conjugirte Durchmesser 
des Kegelschnitts. Die sämmtlichen Paare conjugirter Durchmesser des 
Kegelschnitts bilden eine Involution. Diese dem Mittelpunkte in Bezug 
auf den Kegelschnitt zugehörige Involution ist elliptisch bei der Ellipse, 
hyperbolisch bei der Hyperbel; denn aus dem Mittelpunkt kommen an 
die Hyperbel reelle, an die Ellipse imaginäre Tangenten, welche Doppel- 
strahlen der Involution sind. Die unendlich ferne zur Durchmesser- 
Involution perspective hat die unendlich fernen Punkte der Curve zu 
Doppelpunkten. Die Doppelstrahlen der hyperbolischen Involution der 
conjugirten Durchmesser einer Hyperbel sind die Asymptoten der Hyperlel; 
je zwei conjugirte Durchmesser der Hyperbel sind daher den beiden 
Asymptoten harmonisch zugeordnet. 

Beim Kreise stehen ersichtlich zwei conjugirte Durchmesser suf 
einander senkrecht; die Imvolution für den Mittelpunkt eines Kreises ist 
also eine orthogonale oder circulare (Nr. 49). Die einem Kreise zugehörige 
Involution auf der unendlich fernen Gerade ist die ausgezeichnete I, in 
der je zwei unendlich ferne Punkte conjugirt sind, welche in senkrechien 
Richtungen liegen, und deren imaginäre Doppelpunkte die absoluten Punkte 
sind (Nr. 62). 

Bei der gleichseitigen Hyperbel sind die Asymptoten rechtwinklig; 
also bilden je zwei conjugirte Durchmesser mit einer Asymptote (und 
ebenso mit der andern) gleiche Winkel; die dem Mittelpunkt der gleich- 
seitigen Hyperbel zugehörige Involution ist gleichseitig-hyperbolisch. 

Bei der Parabel, deren Mittelpunkt im Unendlichen und auf der 
Curve liegt, nimmt die ihm zugehörige Involution parabolischen Charakter 
an, dass die zu allen Durchmessern conjugirten in einem einzigen, der 
unendlich entfernten Gerade, vereinigt sind (Nr. 38, 96).* 

Zwei conjugirte Durchmesser und die unendlich entfernte Gerade 
bilden ein Polardreieck des Kegelschnitts. 

Jedem Durchmesser des Kegelschnitts gehört eine bestimmte In- 
volution in Bezug auf den Kegelschnitt zu, der Mittelpunkt des Kegel- 
schnitts ist allemal Mittelpunkt derselben, die beiden Schnittpunkte 
des Durchmessers mit dem Kegelschnitt sind ihre Doppelpunkte, welche 
bekanntlich vom Mittelpunkte gleich weit abstehen. 


* Von diesen wichtigen Involutionen rühren die Namen: elliptisch, hyperbolisch, 
circular, gleichseitig-hyperbolisch, parabolisch her, sowie die älteren, besonders 
von Steiner und auch in den früheren Auflagen dieses Buches gebrauchten Namen : 
Asymptoten, Asymptotenpunkte für Doppelstrahlen, Doppelpunkte einer Involutien. 
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Bei der Ellipse sind alle diese Involutionen auf den Durchmessern 
hyperbolisch, d. h. jeder Durchmesser der Ellipse schneidet, als durch 
einen innern Punkt gehende Gerade (Nr. 97), dieselbe in zwei reellen 
Punkten, welche gleich weit vom Mittelpunkte abstehen. Da die un- 
endlich entfernte Gerade keinen Punkt der Ellipse enthält, so liegt 
sie ganz in dem von den Tangenten der Ellipse erfüllten Gebiet der 
Ebene; aus jedem ihrer Punkte giebt es also zwei reelle Tangenten an 
die Ellipse und die Verbindungslinie der Berührungspunkte ist em 
Durchmesser; jeder Durchmesser der Ellipse schneidet also dieselbe in 
zwei reellen Punkten, und in jeder beliebigen Richtung giebt es zwei 
parallele Tangenten der Ellipse. 

Anders verhält es sich bei der Hyperbel; hier zerfallen die Durch- 
messer in zwei Arten. Die Involutionen auf den einen Durchmessern 
sind hyperbolisch, die auf den andern elliptisch, und beide Arten 
werden durch die Asymptoten, auf denen, als Tangenten, die Involution 
parabolisch ist (Nr. 97), von einander getrennt, so dass also zwei con- 
jugirte Durchmesser der Hyperbel immer verschiedenen Arten an- 
gehören. Die unendlich entfernte Gerade enthält nämlich zwei Punkte 
der Hyperbel und zerfällt durch dieselben in zwei Theile, von denen 
der eine Punkte ausserhalb der Hyperbel, der andere Punkte innerhalb 
der Hyperbel enthält. Für die ersteren ist die zugehörige Involution 
hyperbolisch, sie liefern also reelle Tangentenpaare, die beiden Be- 
rührungspunkte sind die Schnittpunkte eines Durchmessers der Hyperbel, 
welcher in diejenigen Asymptoten-Scheitelräume hineinfällt, in denen 
überhaupt die Hyperbel enthalten ist (Nr. 81, Fig. 36); für die unendlich 
entfernten Punkte des andern Theils ist aber die Involution elliptisch, 
also auch die auf der Polare befindliche, d. h. diese Durchmesser treffen 
die Hyperbel nicht und liegen in den beiden andern Asymptoten - Scheitel- 
räumen, in denen kein Punkt der Hyperbel enthalten ist. Diejenigen 
Durchmesser der Hyperbel, welche in das eine Paar Scheitelräume zwischen 
den Asymptoten hineinfallen, treffen dieselbe in je zwei reellen Punkten, 
die gleichweit vom Mittelpunkte abstehen; diejenigen Durchmesser aber, 
welche in das andere Paar Scheitelräume hineinfallen, treffen die Hyperbel 
nicht; zwei conjugirte Durchmesser der Hyperbel fallen in verschiedene 
Scheitelräume, weil sie den Asymptoten harmonisch zugeordnet sind. 
Hieraus folgt, dass es nicht in allen Richtungen parallele Tangentenpaare 
der Hyperbel giebt, sondern nur in denjenigen Richtungen, welche in die 
beiden Scheitelräume zwischen den Asymptoten hineinfallen, die nicht die 
Zweige der Hyperbel enthalten. 

Bei der Parabel endlich ist die jedem Durchmesser derselben 
(d. h. einem durch den unendlich entfernten Punkt der Parabel gehenden 
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Strahl) zugehörige Involution, weil sein Mittelpunkt im Unendlichen 
liegt (Nr. 38), eine gleichseitig-hyperbolische, von der nur ein Doppel- 
punkt im Endlichen liegt. Also jeder Durchmesser der Parabel trifft 
dieselbe nur in einem endlichen Punkte, der andere ist der unendlich 
entfernte Punkt der Parabel. 

Aus jedem unendlich fernen Punkt kommt nur eine endliche Tangente 
(Nr. 78), die in diesem endlichen Schnittpunkte des polaren Durchmessers 
berührt; die andere Tangente ist @.. Ausgenommen ist der unendlich 
ferne Punkt der Parabel, durch den, wie durch jeden Punkt eines 
Kegelschnitts, nur eine Tangente geht, die eigene Tangente, hier 
die Go. 

Die in den Schnittpunkten zweier conjugirten Durchmesser der 
Ellipse gezogenen Tangenten bilden ein der Ellipse umgeschriebenes 
Parallelogramm, dessen parallele Gegenseitenpaare den conjugirten 
Durchmessern parallel laufen; die Diagonalen dieses Parallelogramms 
bilden ein zweites Paar conjugirter Durchmesser, weil sie mit der 
unendlich entfernten Gerade das Diagonaldreieck eines dem Kegelschnitt 
umgeschriebenen Vierseits, also ein Polardreieck bilden (Nr. 104). 

Und allgemeiner: 

Die Diagonalen irgend eines dem Kegelschnitt umgeschriebenen Paral- 
lelogramms sind stets comjugirte Durchmesser desselben, und die Gegen- 
seitenpaare eines beliebigen dem Kegelschnitt eingeschriebenen Farallelo- 
gramms laufen allemal parallel zwei conjugirten Dwrchmessern desselben; 
die Diagonalen schneiden sich auch hier im Mittelpunkt. 

Oder einfacher: Die Sehnen, welche einen Punkt des Kegelschnitts 
mit den Endpunkten eines Durchmessers verbinden (Supplementarsehnen), 
sind zu comjugirten Durchmessern parallel. 

Bei der Hyperbel schneidet nur einer von zwei conjugirten Durch- 
messern dieselbe in zwei reellen Punkten P und P!; die Tangenten 
in denselben laufen dem andern parallel; treffen die Tangenten in P 
und P! die Asymptoten in a und b, 
bezw. a! und b! (Fig. 43), so sind die 
Berührungspunkte P und P* die Mitten 
von ab, a'b! (Nr. 81); da aber die Mitte 
von PP! der Mittelpunkt M der Hy- 
perbel ist, so sind die vier Punkte a, b, 
at, bt die Ecken eines Parallelogramms, 
dessen Gegenseitenpaare den beiden conjugirten Durchmessern der 
Hyperbel parallel laufen, indem ab! und atb mit PP! parallel sind. 
Verändern wir den durch den Mittelpunkt M gezogenen Durchmesser 
PP!, so verändert sich dies Parallelogramm, dessen Gegenseitenpaare 


Fig. 43. 
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allemal zwei conjugirten Durchmessern parallel laufen und dessen 
Flächeninhalt constant bleibt (Nr. 81). 

Ebenso wie das eine Gegenseitenpaar ab, atb! die gegebene 
Hyperbel einhüllt, hüllt auch das andere eine neue Hyperbel ein; denn 
betrachten wir die Asymptoten als die erzeugenden Punktreihen der 
gegebenen Hyperbel, so sind in ihrem Schnittpunkte die Flucht- 
punkte r und q, vereinigt (Nr. 80), und es ist also Ma. Mb = const. 
Nun ist aber bM = Mb; der Punkt bt durchläuft also eine mit der 
von b durchlaufenen gleiche Punktreihe; also sind auch die von a und b! 
durchlaufenen Punktreihen projectiv und haben ebenfalls ihre Flucht- 
punkte r und q, in M vereinigt. Die andern Gegenseiten ab! und atb um- 
hüllen also gleichfalls eine Hyperbel, welche dieselben Asymptoten hat, 
wie die erste, und ganz in die beiden andern Scheitelräume der Asymptoten 
hineinfällt; diese zweite heisst die conjugörte Hyperbel (oder complementäre 
Hyperbel) der gegebenen (Fig. 44). Die Mittelpunkte Q, ©! der andern 
Gegenseiten unseres Parallelogramms sind die 
Berührungspunkte der conjugirten Hyperbel; 


QQ ist also ein Durchmesser derselben und N dr 
RU, ı/, i 


hat PP' zu seinem conjugirten Durchmesser. 2 aM 
Die Involution der conjugirten Durchmesser ist \ \a177 AU 
daher fiir die beiden conjugirten Hyperbeln die- \ KAS ! / ip 
selbe, und sie ergänzen sich in der Weise, dass al A i 
diejenigen Durchmesser, welche die eine Hyperbel er FA; N 

in zwei reellen Punkten treffen, die andere nicht / f fa A is 
treffen und umgekehrt; zwei conjugirte Hyperbeln IK [4 È N 
haben nicht allein dieselben Asymptoten, sondern Wa NN 
auch dieselbe Potenz und können durch die- \ 


selben beiden Punktreihen erzeugt werden, wenn man in ihrem 
Schnittpunkte die Fluchtpunkte r und q, vereinigt; die conjugirte 
Hyperbel erhält man alsdann dadurch, dass man den einen der beiden 
Träger um den festen Schnittpunkt herumbewegt um 180°, so dass die 
beiden Hälften des Trägers sich vertauschen. Wir bemerken noch, 
dass, während P und P! die Doppelpunkte der dem Durchmesser PM P! 
zugehörigen Involution in Bezug auf die ursprüngliche Hyperbel sind, 
die Punkte Q und Q' conjugirte Punkte in Bezug auf dieselbe Hyperbel 
sind; denn die Polare von a geht durch P und läuft parallel aa!, 
folglich durch @!, ist also PQ! und die von b! ist P!Q!; mithin ist 
ab! die Polare von Q'; da somit die Polare von Q! durch Q geht, so 
sind Q und @! conjugirte Punkte in Bezug auf die ursprüngliche 
Hyperbel und bilden dasjenige Punktepaar der dem Durchmesser Q M Q! 
in Bezug auf diese Hyperbel zugehörigen Involution, dessen Punkte 
Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 11 
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vom Mittelpunkte M gleich weit abstehen. Auf den beiden conjugirten 
Durchmessern MP und MQ repräsentiren also diese beiden Strecken, 
welche den Hälften der Seiten des Parallelogramms aba!b! gleich sind, 
zwei solche Längen, dass die Quadrate derselben den absoluten Werth 
der Potenz liefern, welche der einen und der andern Involution auf 
diesen Durchmessern in Bezug auf die Hyperbel zugehören, wobei aber 
festzuhalten ist, dass allemal die eine Involution hyperbolisch, die 
andere elliptisch, also die eine Potenz positiv, die andere negativ ist. 

Die dem Mittelpunkte des Kegelschnitts zugehörige Involusion 
der conjugirten Durchmesser hat, wie jede Strahlinvolution (Nr. 47), 
ein Paar zu einander rechtwinkliger conjugirter Strahlen und nur ein 
einziges Paar, die Axen der Involution, wofern sie nicht orthogonal 
ist. Also: 

Der Kegelschnitt hat immer ein Paar zu einander rechtwinkliger 
conjugirter Durchmesser und nur ein einziges Paar; diese heissen die 
Axen des Kegelschnitts* Eine Ausnahme hiervon macht der Kreis, 
welcher unendlich viele Axenpaare hat. 

In Bezug auf einen Durchmesser ist der Kegelschnitt schräg 
symmetrisch: die durch den Durchmesser halbirten Verbindungslinien 
symmetrischer Punkte sind zum conjugirten Durchmesser parallel. In 
Bezug auf eine Axe ist er normal symmetrisch oder symmetrisch im 
engeren Sinne. 

Um die Axen des Kegelschnitts zu finden, hat man also die Axen 
derjenigen Involution aufzusuchen, welche dem Mittelpunkt in Bezug 
auf den Kegelschnitt zugehört und welche durch zwei Paare conjugirter 
Durchmesser bestimmt wird. 

Bei der Hyperbel sind die Axen unmittelbar zu finden; sie sind 
nämlich die Halbirungslinien der Winkel zwischen den Asymptoten, 
wie aus den Eigenschaften der hyperbolischen Involution hervorgeht, 
weil die Asymptoten die Doppelstrahlen sind. 

Bei der Ellipse seien zwei conjugirte Durchmesser und die (stets 
reellen) Schnittpunkte derselben mit der Ellipse A und A!, B und B! 
ermittelt (Fig. 45), womit zugleich zwei Paare conjugirter Durchmesser 
bekannt sind; denn ziehen wir durch A und A! die Parallelen zu BB! 
und durch B und B! die Parallelen zu AA!, so erhalten wir ein 
Parallelogramm «ßy6d, welches der Ellipse umgeschrieben ist, und 
dessen Diagonalen nach dem Obigen ein zweites Paar conjugirter 
Durchmesser sind. Die Axen der durch diese zwei Paare conjugirter 


* „Axen des Kegelschnitts‘ ist der ältere Name; er hat zu dem Namen 
„Axen einer Strahlinvolution“ geführt. 
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Strahlen vollständig bestimmten Involution lassen sich nun in elemen- 
tarer Weise wie folgt construiren: Die Involution des Mittelpunkts M 
trifft die Seite «f, deren Mitte A ist, in einer Involution, von welcher 
A der Mittelpunkt (dem unendlich entfernten conjugirt) und «, ß 
conjugirte Punkte sind; denken wir 
uns über «ß als Durchmesser den 
Kreis geschlagen und in A das Perpen- 
dikel auf «ß errichtet, welches den 
Kreis in den Punkten P und Q treffen 
möge, so wird das durch P und Q 
gelegte Kreisbüschel die Gerade «aß in 
der betrachteten Involution schneiden. 
Der Kreis, welcher durch P, Q und M 
geht, schneide in x,$; so sind Mg 
und M& zwei conjugirte Durchmesser, 
und da sie auf einander senkrecht stehen, weil xé ein Durchmesser 
dieses Kreises ist, so sind sie die gesuchten Axen der Ellipse. 

Da die Axe eines Kegelschnitts ein solcher Durchmesser desselben 
ist, dessen conjugirter auf ihm senkrecht steht, oder für den die 
Tangente in einem Schnittpunkt zu ihm rechtwinklig ist, so können 
wir auch für die Parabel die Axen ermitteln. Alle nach dem unend- 
lich entfernten Punkte der Parabel (ihrem Mittelpunkte) gehenden 
Parallelstrahlen sind Durchmesser derselben; jeder schneidet sie nur 
noch in einem einzigen im Endlichen liegenden Punkt, und es ist ein 
solcher zu suchen, dessen Tangente senkrecht auf dieser Richtung ist; 
wir haben also eine Tangente aus demjenigen unendlich entfernten 
Punkte an die Parabel zu legen, welcher in der zu der Richtung 
sämmtlicher Durchmesser senkrechten Richtung lieg. Da es durch 
jeden unendlich entfernten Punkt nur eine endliche Tangente an die 
Parabel giebt, so giebt es auch nur eine zur Durchmesser-Richtung 
senkrechte Tangente. Ihr Berührungspunkt heisst der Scheitel der 
Parabel und der Durchmesser durch ihn Axe der Parabel. Ge ist ihr 
in der parabolischen Involution des Mittelpunkts, wie jedem andern 
Durchmesser, conjugirt, also die andere Axe. Die Parabel hat daher 
nur eine im Endlichen liegende Axe. Die Construction derselben lässt 
sich, wenn die Parabel gezeichnet vorliegt, so bewerkstelligen: 

Man ziehe zwei beliebige parallele Sehnen der Parabel und ver- 
binde deren Mitten; zu dieser Verbindungslinie ziehe man zwei senk- 
rechte, also mit einander parallele neue Sehnen der Parabel und ver- 
binde deren Mitten. Diese Verbindungslinie ist die gesuchte Axe der 
Parabel. 


Fig. 45. 
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Dass auch bei der Parabel jeder Durchmesser Axe schräger und 
die Axe eine Axe normaler Symmetrie ist, bedarf wohl nur der Er- 
wähnung. 


$ 35. Construction der Axen und einige daraus hervorgehenden 
metrischen Beziehungen. 


Die Schnittpunkte der Axen mit dem Kegelschnitt heissen, wie 
bei der Parabel, auch bei Ellipse und Hyperbel Scheitel, und die end- 
liche Strecke auf jeder Axe zwischen den beiden Scheitel wird im 
engeren Sinne Aze des Kegelschnitts genannt, die Hälfte dieser Strecke 
Halbaxe. Suchen wir die Grösse der Axen zu bestimmen. Die im 
vorigen Paragraphen angegebene Construction ergab nur die Richtung 
derselben; wir erhalten die Grösse, wenn wir berücksichtigen, dass 
die Scheitel einer Axe die Doppelpunkte der Involution sind, welche 
ihr in Bezug auf den Kegelschnitt zugehört; M ist Mittelpunkt dieser 
Involution; der Punkt x (Fig. 45) und der Schnittpunkt seiner Polare 
bestimmen ein anderes Paar conjugirter Punkte. Die Polare von æ 
muss aber durch A gehen, weil A der Berührungspunkt einer aus x 
an den Kegelschnitt gehenden Tangente ist; sie muss ferner senkrecht 
auf Mx stehen, weil sie durch den Pol von Mg, d.h. den unendlich 
entfernten Punkt des conjugirten Durchmessers oder der andern Axe 
gehen muss. Sie ist also das aus A auf Mx gefällte Perpendikel; 
möge es in æ" treffen, so ist Mx. Mx'! die Potenz der auf der Axe 
befindlichen Involution; sei Mx.Mx'= a°, wo die Grösse a durch 
elementare Construction leicht zu ermitteln ist, die Scheitel sind dann 
die Endpunkte der nach beiden Seiten von M aus aufgetragenen 
Strecke a; also ist 2a die Länge der einen Axe. Treffe gleicherweise 
das aus A auf M& gefällte Perpendikel in &', und sei ME. ME = b?, 
so wird die nach beiden Seiten von M aus auf die zweite Axe auf- 
getragene Strecke b die Scheitel der zweiten Axe bestimmen, deren 
Länge 2b ist. 

Bei der Ellipse, wo alle Durchmesser reell schneiden, sind beide 
Grössen a’, b? positiv, bei der Hyperbel, wo von zwei conjugirten 
Durchmessern der eine reell, der andere imaginär schneidet, ist nur 
eine positiv, die andere negativ. Die Axe mit dem grösseren Halb- 
axen- Quadrate a?, bei der Hyperbel also die reell schneidende, bei der 
Ellipse die grössere, heisst Hauptaxe, die andere Nebenaxe; bei der 
Ellipse sagt man auch grosse und kleine Axe. Bei der Hyperbel ist 
also b imaginär. 

Sind bei einer Ellipse die Axen gleich, so ist das durch die 
Tangenten in den Scheiteln gebildete, der Ellipse umgeschriebene 
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Rechteck ein Quadrat, dessen Diagonalen also auch zu einander recht- 
winklig sind; die dem Mittelpunkte zugehörige Involution hat daher 
zwei Paare rechtwinkliger conjugirter Strahlen, ist also (Nr. 49) 
orthogonal. 

In einem Punkte A, nach dem der Durchmesser AIMA= A 
geht, sei die Tangente an einen Kegelschnitt gezogen (Fig. 46) und 
mit der Durchmesser-Involution geschnitten. In der entstehenden 


Ellipse. sa Hyperbel, 
iski he ae eo 
A A i AE xi A 
bX N FR ` JA Fe ar 
i / A A y E 
LPEE ee RT a De N ' 
M; AAS B A t l 
el / re 
ee ae 


Involution ist, wie schon oben bemerkt, A der Mittelpunkt, weil der 
conjugirte Durchmesser 5 zu jenem der Tangente parallel ist. Wenn 
zwei andere conjugirte Durchmesser A,, B, in a,b schneiden, so ist 
Aa.Ab die Potenz dieser Involution. Es sei AC die zu B, parallele 
Sehne aus A, dann ist die Supplementarsehne CA! zu A, parallel. 

Die dem Durchmesser P in Bezug auf den Kegelschnitt zugehörige 
Involution wird aus jedem Punkte des Kegelschnitts in die krumme 
Involution auf ihm projieirt, die den Pol von B, den unendlich fernen 
Punkt von A, zum Centrum hat, so dass A, A! in der letzteren con- 
jugirt sind; also sind die Schnitte at, bt von CA, CA! mit B conjugirte 
Punkte jener Involution; ihr Mittelpunkt ist M und ihre Potenz ist 
Ma. Mb!. Nun ist Aa = Mbt, Ab = — Mat; also: Aa. Ab = — Mat. Mb. 

Die Involution, welche in eine Tangente eines Kegelschnitts durch 
die Durchmesser- Involution eingeschnitten wird, hat den Berührungspunkt 
zum Mittelpunkt, und ihre Potenz ist entgegengesetzt gleich der Potenz 
der Imvolution, welche dem der Tangente parallelen Durchmesser in 
Bezug auf den Kegelschnitt zukommt, oder dem Quadrate seines Halb- 
messers. 

Dieses Halbmesser-Quadrat ist bei der Hyperbel negativ, also 
jene Involution hyperbolisch; Doppelpunkte sind die Schnitte mit den 
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Asymptoten. Folglich ist bei der Hyperbel das Quadrat eines imaginären 
Halbmessers entgegengesetzt gleich dem Quadrate der Hälfte der Strecke 
auf der parallelen Tangente zwischen den Asymptoten. 

Wir ziehen nun noch durch A die Parallelen zu A, und Ð, 
welche B, und A, in b,,a, schneiden; sie sind die Polaren von b 
und a, also b,, a, bezw. diesen Punkten conjugirt, und demnach 
Mb.Mb, und Ma. Ma, die Halbmesser-Quadrate von B,, A,, die mit 
B’, A,’ bezeichnet werden mögen. Es seien nun p und 9, die Winkel 
(A, B) und (A,, B,), so können wir den Inhalt von MAa und N Ab 
doppelt ausdrücken und erhalten: MA . Aa .sin g = Ma . Mh, . sia p, 
MA- YA. sing = Mb.Ma, .sing,, also: MA?.Aa.bA.sn®p 
= Ma.Ma,.Mb.Mb,.sin’p, oder: 

I. A? Bs sm p = A". Bi sin p, = atb? 

Bei der Ellipse sind alle vier Halbmesser reell, bei der Hyperbel 
je einer imaginär und daher beide Seiten der Gleichung negativ. Bei 
der Ellipse führt die Ausziehung der Wurzel: AB sin ọ = 4, B, sing, 
zu dem Satze: 

Die von den Tangenten in den Endpunkten conjugirter Durchmesser 
einer Ellipse gebildeten Parallelogramme haben constanten Inhalt. 

Ersetzt man bei der Hyperbel die beiden negativen Halbmesser- 
Quadrate durch ihre absoluten Werthe, die Quadrate der halben 
Strecken der parallelen Tangenten zwischen den Asymptoten, so ergiebt 


sich unsere Beziehung als identisch mit dem Satze von der constanten 
Potenz der Hyperbel (Nr. 81). 


Nach Formel IV in Nr. 5 mit der dort bemerkten Erweiterung ist: 
Mo?.bA+ MW. Aa+ MA?.ab +bA.Aa.cab=0, 
oder: bA aA ; 
Me. go +40. — = MA’+5A.An, 
Me. Ya + u. = MA+ bA. Aa, 
SRN Ma. Ma + Mb . Mb, = MA? +4 bA. Aa; 
II. 4’ + B?= A?+ B?= a? + DR. 


Die Summe der Quadrate zweier conjugirter Halbmesser eines Kegel- 
schnitts ist constant. 

Wir wiederholen, bei der Hyperbel ist stets das eine Quadrat 
negativ; in Wirklichkeit handelt es sich also bei ihr um Differenzen. 

Bezeichnen wir lieber die Potenz der einem Durchmesser A zu- 
gehörigen Involution, um die Bezeichnung einer eventuell negativen 
Grösse durch ein Quadrat zu vermeiden, mit P4, so haben wir die 
Formeln I und II in der Gestalt zu schreiben: 
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Pis Fromo RnS Pr nET N aa 
P4 + Pg = Pa, + Pr, = P, + Po 


Weil o 
AM M 
so ist: Ma’ Ma, 6A 
A ci Ma ri ba’ 
ebenso: 


Mb? Mb, aA, 
B? Mb w 


also: 


Ma,’ , Mb,’ _ 

A: + B,? 1 
oder: 2 y? 

re 


denn Ma, Mb, sind die Coordinaten von A in Bezug auf die beiden 
conjugirten Durchmesser A, und B, als schiefwinklige Coordinatenaxen. 
Aus diesen metrischen Beziehungen zwischen den Paaren con- 
jugirter Durchmesser geht für die Ellipse ein weiteres ausgezeichnetes 
Paar hervor, die gleichen conjugirten Durchmesser der Ellipse. 
Für sie muss sein wegen I und II: 


u’ sin ẹ = ab, 
2 E Ea EO, 


wo u die Länge der gleichen conjugirten Halbmesser und ® ihren 
Winkel bedeutet. 
Mithin ist: 

u er sin $ Hab t ı® k. 


EN a’+b” 

In dem der Ellipse umgeschriebenen Rechteck, das von den vier 
Tangenten in den Scheiteln gebildet wird, ist der Winkel zwischen 
den Diagonalen dieses Rechtecks = ð; und da die Diagonalen selbst 
ein Paar conjugirter Durchmesser sind, so sind sie die gesuchten 
gleichen conjugirten Durchmesser der Ellipse ihrer Lage nach. Die 
Axen der Ellipse halbiren also die Winkel zwischen den gleichen con- 
Jugirten Durchmessern derselben. 

Wir fanden oben, dass, wenn bei einer Ellipse a = b, für jedes 
Paar conjugirter Durchmesser A, B der Winkel ein rechter ist; 
mithin ist: AB= a? A’+ B?=2a?, woraus folgt: A= B = œ; d.h. 
alle Halbmesser sind gleich. = 

Die Ellipse mit gleichen Axen ist ein Kreis. 


Die Ermittelung der Länge der Axen 2a und 2b der Ellipse war 
auf die elementare Aufgabe zurückgeführt, ein gegebenes Rechteck in 
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ein Quadrat zu verwandeln: Mx. Mx'= a? und M&. Mg = b? (Nr.122); 
allein die nähere Betrachtung der dortigen Figur (Figur 45) zeigt, dass 
wir gar nicht nöthig haben, diese Aufgabe besonders zu lösen, sondern 
dass die Figur selbst auch die Länge der Axen der Ellipse liefert und 
zugleich zu einigen interessanten Eigenschaften derselben führt. Es 
sei wiederum (Fig. 47) M der Mittelpunkt der Ellipse, MA der Halb- 
messer A, die Tangente und die Normale in A gezogen, auf letzterer 

Fig. 47. die Lunge 4A P= AQ = Mb=B 
des conjugirten Halbmessers zu A 
nach beiden Seiten hin abgetragen, 
durch die Punkte P, Q, M der 
Kreis gelegt, welcher in æ und & 
die Tangente in A trifft, so dass 
Mx und M& die Richtungen der 
Axen der Ellipse sind, und endlich 
aus A auf Mx und MẸ die Perpen- 
dikel Axt und A&! gefällt; dann 
ist Mx. Mx!= a? und ME. M&!=b%. 
Ziehen wir nun noch die Linien 
MP und MQ und schneiden sie 
mit Ax! in a und at, mit A&! in b 
und b!, so zeigt eine einfache Betrachtung, dass Ma = Ma'=a und 
Mb = Mý =b wird, also die Längen der Halbaxen unmittelbar aus 
der Figur zu entnehmen sind. 

In der That, zunächst ist, weil die Punkte P,0,x,8,M auf 
einem Kreise liegen: L PMgx = L Px = L PẸA undLQMzx=L0QEA4; 
weil aber A die Mitte von PQ und AẸ senkrecht auf PQ, ist 
LPEA=LOQEA, folglich auch: _PMz=L0QMx; d.h. die Axen 
halbiren die Winkel zwischen den beiden Strahlen MP, MQ. Folg- 
lich hätten wir nach der Construction der Punkte P und Q nur 
nöthig gehabt, den Winkel und Nebenwinkel zwischen den Strahlen 
MP und MQ zu halbiren, um die Richtungen der Axen der Ellipse 
zu erhalten, ohne den Kreis um PQM zu legen und die Schnitt- 
punkte x, & mit der Tangente in A aufzusuchen. Aus der Gleich- 
heit der Winkel PM&x und QMz folgt, dass Ma = Mat, und ebenso 
ist Mb = Mb. Die Parallele zu MQ durch A muss, weil AP = AQ 
ist, PM in m halbiren, und des Parallelismus wegen ist auch m A = ma, 
also, da das Dreieck aAb bei “A rechtwinklig ist, ma = mb = mA 


= $ MQ; mithin ab = MQ. Andererseits muss die Parallele durch 4 
zu MP die MQ in m! halbiren und m!b! = m!A = m'a =} MP sein, 
also haben wir absolut: 
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ab= MO; Me = Mid Pb = 9b); 
| MP He MH EaP E 

Es ist: LAMI = PMx = Pez = PEA folglich Aa Mt w P&A; 
daher la: AP= Mat: EA = xx: Ar, da ME und tA beide auf wm 
senkrecht, also parallel sind; daher: A xtazg ~ A Pz und Latar = A Pz; 
nun ist auch sta M = AP¢, also xaM = xP = 90°.. Und Ma? 
= Mz Mr =a Ma=a. Ebenso Mb =b. 

Auf den Strahlen MP und MQ werden also von M aus durch die 
aus A auf die Axen gefällten Perpendikel Strecken abgeschnitten, welche 
paarweise gleich sind und die Längen der Halbaxen a und b liefern. 

Ferner ergiebt sich aus den obigen Relationen: 

| MP=a-bJb, 
MQ=aH+b. 

Die Abstände des Mittelpunktes M von den beiden Punkten P und 
Q sind Summe und Differenz der beiden Halbaxen der Ellipse. 

Oder auch: ab=a+b, 

| atbt= a — b, 
welche Relationen sich ebenso leicht in Worte kleiden lassen. 

Aus der Aehnlichkeit der drei symmetrischen Vierecke £ PzQ, 
Maxa' und b Mb! ergeben sich andere metrische Beziehungen von 
geringerer Wichtigkeit. Wenn wir die Schnittpunkte der Gerade PQ, 
welche die Normale der Ellipse im Punkte A ist, mit den beiden 
Axen durch A und Y bezeichnen, so ist, weil xM || Ab, &M || Aal, 


auch dem Vorzeichen nach: 
AU Mb AB aM a 


32, 20.0.0 
Hieraus ergiebt sich: 


AU b? 
1) 18T a 
und 
2) AA. AB = P. 


Die Normale in einem beliebigen Punkte A -der Ellipse trifft die 
Axen derselben in zwei solchen Punkten A und X, dass das Verhältniss 
der Abschnitte AA, AB constant bleibt, gleich dem Verhältniss der 
Quadrate der Axen, und: | 

Das Rechteck aus den beiden Abschnitten auf der Normale einer 
Ellipse vom Fusspunkte A bis zu den Schnittpunkten mit den Axen ist 
gleich dem Quadrate desjenigen Halbmessers der Ellipse, welcher dem 
nach dem Punkte A hin gehenden conjugirt ist. 

Man erkennt leicht die Aehnlichkeit der Dreiecke MPYA und 
Mx0; daraus ergiebt sich auf der einen Axe: MX. Mx= MP.MQ 
= a?’—b?=const. Auf der andern Axe erhält man ebenso: MB. M&=b?— a? 
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Also: Tangente und Normale eines Punktes einer Ellipse schneiden 
auf jeder der beiden Axen vom Mittelpunkte aus Strecken ab, deren 
Product constant ist, gleich der Differenz der Quadrate der Halbaxen, 
positiv auf der grossen, negativ auf der kleinen Axe. Die Schnitt- 
punkte bilden daher je eine Involution, die auf der ersteren Axe hyper- 
bolisch, auf der andern elliptisch ist. Die beiden Potenzen sind ent- 
gegengesetzt gleich (Nr. 137). 

Die Betrachtung der obigen Figur 47 führt auch zu einer be- 
kannten graphischen Construction der Ellipse, welche sich für praktische 
Zwecke empfiehlt. Lassen wir nämlich den Punkt A auf der Ellipse 
sich verändern, so beschreiben die Punkte a und a' den Kreis um M, 
welcher a zum Radius hat, und die Punkte b und bt den Kreis um M, 
der b zum Radius hat; auch die Punkte P und Q beschreiben mit 
diesen concentrische Kreise, deren Radien «—b und a+b sind. 
Gehen wir daher umgekehrt von zwei Kreisen um M mit den Radien 
a und b aus, lassen, nachdem durch M zwei rechtwinklige Geraden 
als Axen gezogen sind, einen Strahl durch M in « und a! den ersten, 
in ß und ft den anderen Kreis treffen, so werden die durch « auf die 
a-Axe, durch ß auf die b-Axe gefüllten Perpendikel sich in einem 
Punkte A der Ellipse treffen (Fig. 48). Die Benutzung von «!, ß!; 
&, Bt; «'ß liefert drei andere Punkte A", A’, A" der Ellipse, von denen 

Fig. 48. einer der diametralgegenüberliegende, 
/ die beiden andern die zu A in Bezug 
auf die Axen symmetrischen Punkte 
sind. Die Bewegung des durch M 
willkürlich gezogenen Strahles Maß 
führt nach und nach zu sämmt- 
lichen Punkten der Ellipse. Die 
— beiden Kreise berühren die Ellipse 
in ihren Scheiteln. 

Unsere Betrachtung liefert aber 
auch die Normale und mithin auch 
die Tangente des construirten Ellipsen- 
punktes. Wenn die benutzten Punkte 
«œ, B auf derselben oder verschiedenen 
Seiten von M liegen, so trägt man MQ =a + b, bezw. MP = a — b 
auf demselben Strahle von M nach der Seite des Punktes œ auf; durch 
Q, bezw. P geht die Normale. 

Die Figur 48 führt noch zu einer andern Entstehungsweise der 
Ellipse. Die Parallele durch A zu Mß« schneide die a-Axe in a, die 
b-Axe in b, so ist aA = MB =b, bA=Ma=a, also ba=a—b. 
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Folglich bewegt sich eine Strecke von der festen Länge a — b mit 
ihren Endpunkten auf den beiden rechtwinkligen Axen; der Punkt A 
liegt ausserhalb. Man ziehe zweitens durch A die Gerade, welche mit 
den Axen die nämlichen Winkel bildet, wie die eben gezogene Aab; 
ihre Schnitte mit denselben seien a!, b!, so liegt nun A zwischen diesen. 
Wiederum aber it !A=aA=b, W"A=bA=a; aber nun ist 
a'b'=a+b. Und wir erhalten folgende Erzeugung der Ellipse: 

Dewegt sich eine feste Strecke mit ihren Endpunkten auf zwei festen 
zu einander rechtwinkligen Geraden, so erzeugt jeder Punkt der Gerade, auf 
der sie sich befindet, mag er innerhalb oder ausserhalb liegen, eine Ellipse; 
für dieselbe sind die festen Geraden die Axen, und zwar ist je die Ent- 
fernung des Punktes von dem auf der einen Axe sich bewegenden End- 
punkte der Strecke gleich der Halbaxe auf der andern Axe. Die Strecke 
ist gleich der Differenz oder der Summe der Halbaxen, je nachdem der 
erzeugende Punkt ausserhalb oder innerhalb liegt. 

Auf diesem Satze beruht der sogenannte Hllipsenzirkel. 

Wir können aber zwei Erweiterungen eintreten lassen. Zunächst 
werde die Rechtwinkligkeit der beiden Geraden, auf denen die End- 
punkte a,b der Strecke gleiten, aufgegeben (Fig. 49a). Wenn M ihr 
Schnittpunkt ist, so behält der Kreis Mab bei der Bewegung seinen 


Radius r = bei; wir ziehen (in irgend einer Lage) durch den 


a 
2 sin a Mb 
erzeugenden Punkt ® (auf ab) den Durch- Fig. 49a. 
messer a’b’' dieses Kreises; nun ist \ 
Va. Ph = Pa. PO. Daraus folgt, dass 
P auch zu a’, b' eine feste Lage hat. 
Ferner bleibt auch die Entfernung des 
Punktes B vom Mittelpunkt © des Kreises 
unverändert, vom Dreieck OPa also alle 
drei Seiten, mithin auch IX POa oder 
a'Oa und demnach auch der halb so grosse 
<ka' Ma, und ebenso b Mb. Das be- 
deutet, dass die Geraden Ma’, Mb’ fest 
bleiben. Dies sind zwei rechtwinklige Ge- 
raden, da a'p'ein Durchmesser des Kreises 
ist. Damit ist Ẹ auf die Gerade einer 
Strecke gebracht, welche mit ihren Endpunkten auf zwei rechtwinkligen 
Geraden gleitet, und hat auf ihr feste Lage zu diesen Endpunkten. 


Dewegt sich eine Strecke von fester Länge mit ihren Endpunkten 
auf zwei beliebigen Geraden, so beschreibt jeder Punkt auf ihrer Gerade 
eine Ellipse. 
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Jetzt liege der Punkt ® ausserhalb der Gerade ab, behalte aber 
eine feste Lage zu den Endpunkten a, b der Strecke, sodass das 
rel Dreieck ab®B sich congruent bleibt 
TER (Fig. 49b). In Bezug auf den Kreis 
ee Mab mit dem Mittelpunkte © gilt 
| dasselbe wie vorhin; auch der Centri- 
ta winkel adb=2aMb bleibt, also 
auch das Dreieck aDb und das Vier- 


A | eck aOb®, und wenn wir wieder 
BT | durch P den Durchmesser a'b' ziehen, 
A Y auf dem die Diagonale OP liegt, so 

nn - F 
b zeigt sich, dass ® feste Lage zu a’, b' 


hat. Die Constanz der Winkel a’ Ma, 
b'Mb ergiebt sich wie vorhin. 

Wenn also eine Strecke von fester Länge mit ihren Endpunkten auf 
zwei beliebigen Geraden gleitet, so beschreibt jeder mit ihr fest verbundene 
Punkt eine Ellipse. 

Der Mittelpunkt © bewegt sich auf einem Kreise um M mit dem 
Radius r (Fig. 49c); folglich tangirt der Kreis Mab oder (D) ständig 
den Kreis (M) um M mit doppelt so grossem Halbmesser von innen, 
immer im Gegenpunkte von M. 
Wir nehmen, jetzt die bequemeren 
Punkte a', b, die sich auf recht- 
winkligen Geraden bewegen, be- 
nutzend, als Ausgangslage von (D) 
die, wo a’ gerade in M zu liegen 
kommt und b' in den zugehörigen 
Berührungspunkt t,, der auf der 
Gerade liegt, auf welcher sich b’ 
bewegt. Sei nun eine andere Lage 
von (©) betrachtet, wo t der Be- 
rührungspunkt, so erkennt man 
leicht, dass der Bogen b't von (D) 
gleich ist dem Bogen t,t von (M), 
weil der Centriwinkel b'Ot des ersten doppelt so gross ist als der t, Mt 
des zweiten. Dies beweist, dass der innere Kreis auf dem äusseren rollt. 
Curven, erzeugt durch Punkte, welche von einem Kreise mitgenommen 
werden, der auf einem festen Kreise rollt, heissen Epieykloiden oder 
Hypocykloiden, je nachdem der rollende Kreis ausserhalb oder innerhalb 
des festen Kreises sich befindet. Die Ellipse hat sich damit als Special- 
fall einer Hypocykloide herausgestellt, wenn nämlich der rollende Kreis 


Fig. 49c. 
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halb so grossen Radius hat als der feste. Punkte, die auf dem rollenden 
Kreise selbst (in diesem Specialfalle) liegen, bewegen sich auf geraden 
Linien durch M. 

Die Formeln 1) und 2) in Nr. 126 sind dort auf eine Weise be- 
wiesen, welche nur für die Ellipse brauchbar ist; wir wollen einen 
allgemeineren für Ellipse und Hyperbel zugleich giltigen Beweis geben. 
Wir erinnern uns von Nr. 122: wofern die beiden Axen von der 
in A berührenden Tangente in x und & getroffen werden und «', §* die 


Ellipse. a Hyperbel. 
= ug 
o PA 
pie Di i = s. I SX 
/ & | 
j ENN. i i Khk. | p- St 
m /a |x ern Aus (£ A 
| 


Fusspunkte der aus A auf die Axen gefällten Lothe, der Polaren von 
x, &, sind, so sind Mx.Mx! und Mg. ME! die beiden Halbaxen- 
Quadrate a°, b°; bei der Hyperbel ist das eine negativ; wir wollen an- 
nehmen das zweite. Wir zeichnen (Fig. 50) nun noch die Normale 
von A, welche wiederum die Axen m Y, treffe; dann hat man 
immer mit Berücksichtigung der Vorzeichen: 
AB AI Mat 
AU aA Act 
Mat AEO EM gy SAME MEME, 
AEO AES Mg Mx Myg. ? 
also: AB Ma.Ma a Pa 
AA MEM ESETI Ph 
Bei der Hyperbel ist b? negativ; um dies deutlicher zur Er- 
scheinung zu bringen, setzen wir lieber — b? statt b°; dann ist b reell, 
und zwar ist es die halbe Strecke auf der Tangente in einem Scheitel 
der Hauptaxe zwischen den Asymptoten. Unsere Formel lautet dann 
für die Hyperbel: 2.1 H 
AU b? 
Dieselbe Aenderung machen wir bei jedem Paare conjugirter 
Halbmesser, deren Quadrate dann 4°, — B? sind; dadurch geht die 
Formel IJI in Nr. 124 für die Hyperbel über in: 


4 — B= A Ba — Be. 
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Ferner folgt aus der Aehnlichkeit von AAzx und 4 Y: 


AN A 

Ti, oder AU.AB- An. Ab; 
die Figuren zeigen, dass diese Gleichung, wenn die Vorzeichen be- 
rücksichtigt werden: AU. AB = — Ax. A& geschrieben werden muss. 


Auf der Tangente von A sind nun die Punkte x, & conjugirt in der 
durch die Durchmesser-Involution eingeschnittenen Involution, also 
Ax. A deren Potenz; diese ist (Nr. 123) entgegengesetzt gleich dem 
Halbmesser-Quadrat Pg des zum Durchmesser MA conjugirten Durch- 
messers, B? bei der Ellipse, — B? bei der Hyperbel. Also ist: 

AU. AB = + P’. 

An die Figur 48 kann die Bestimmung des Inhalts einer Ellipse 
angeschlossen werden. Es sei A der Fusspunkt von A« auf der 
Hauptaxe, so ist WA: Aa = b:a. Zieht man unendlich nahe Ordinaten 
senkrecht zu dieser Axe für die Ellipse und den grösseren Kreis, 
welcher 2a zum Durchmesser hat, so werden beide Halbfiguren in un- 
endlich schmale Lamellen getheilt, von denen die auf derselben unendlich 
kleinen Grundlinie stehenden immer das Verhältniss b:a haben. Also 
haben auch die halben und die ganzen Flächen von Ellipse und Kreis 


dies Verhältniss; demnach hat die Ellipsenfläche den Inhalt 


b 
— ‚an = abr. 
Q 


Der Inhalt der Ellipse mit den Axen 2a, 2b ist abx. 


$ 34. Bestimmung solcher Punkte, von welchen an einen Kegelschnitt 
zwei rechtwinklige Tangenten kommen. 


Wir wollen jetzt solche Punkte in der Ebene eines Kegelschnitts 
aufsuchen, fiir welche die zugehörige Involution gleichseitig-hyperbolisch ist. 
Da dann die Doppelstrahlen rechtwinklig zu einander sind, so kommt 
die vorliegende Frage darauf hinaus, den Ort des Schnittpunktes zweier 
zu einander rechtwinkliger Tangenten des Kegelschnitts aufzusuchen. 

Wir betrachten zunächst Ellipse und Hyperbel gemeinsam. 

Wenn von einem Punkte p zwei rechtwinklige Tangenten aus- 
gehen (Fig. 51), so gehen von dem zu ihm in Bezug auf den Mittel- 
punkt M symmetrischen Punkte p' ebenfalls zwei rechtwinklige Tan- 
genten aus, die zu jenen in Bezug auf M symmetrisch und also ihnen 
parallel sind. Es entsteht daher ein umgeschriebenes Rechteck pqp'q'; 
seine Diagonalen pp', qq’ sind conjugirte Durchmesser A, B. Sei £ der 
Berührungspunkt von pq, so ist die Parallele durch ¢ zu gg’ die Polare 
von p; sie schneide pp’ in p,, dann haben wir in p und p, conjugirte 
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Punkte der zu A gehörigen Involution; also ist Mp. Mp, = 4°, und 
ebenso, wenn gg’ von der Parallelen durch £ zu pp’ in q, getroffen 
wird, ist Mg. Mq, = B®. 

Wir addiren: A?+ B?= Mp.Mp, + Mg. Maq,. Bei der Ellipse 
sind beide Summanden positiv; ferner ist absolut Mq = Mp, Mq, = p,t 
= p,p, also A’+ B?= Mp (Mp, + Mq,) = Mp’; denn der Berührungs- 
punkt £ liegt zwischen p und g, also p, zwischen M und p. 


Fig. 51. 
Ellipse. Hyperbel. 


A 


: ns 


Bei der Hyperbel haben die beiden Summanden ungleiche Vor- 
zeichen, und es ist genau zu untersuchen, welcher der absolut grössere 
ist. Da es nur auf die Grösse der gleichen Strecke Mp, Mq ankommt, 
so spielen die Punkte p,q gleiche Rolle; wir können also annehmen, 
dass p auf dem reell, q auf dem imaginär schneidenden Durchmesser 
liege, so dass Mp. Mp, positiv, Mqg.Mg, negativ ist. Letzteres 
fordert, dass t ausserhalb pq auf der Seite von p liegt, woraus dann 
folgt, dass p, ausserhalb p'p auf der Seite von p sich befindet; wiederum 
ist absolut Mg = Mp, Mq,=p,t=pp,< Mp,. Somit ist das negative 
Produkt Mg. Mg, das absolut kleinere und die algebraische Summe 
beider positiv und zwar gleich Mp mal der absoluten Differenz von 
Mp, und Mq, oder von Mp, und pp,, d.i. Mp, also gleich Mp’. 

In beiden Fällen haben wir demnach: 

Mp = Mg’= A? + B= a?+b? = const. 

Die Punkte, von denen rechtwinklige Tangenten an die Ellipse oder 
Hyperbel kommen, haben also die constante Entfernung Ya? + b? vom 
Mittelpunkte, liegen daher auf einem Kreise um denselben, den man den 
Directorkreis des Kegelschnitts zu nennen pflegt. 
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Alle der Curve umgeschriebenen Rechtecke sind ihm eingeschrieben, 
bei der Ellipse insbesondere das, welches in den Scheiteln berührt. 

Bei dieser Curve sind a? und b? (oder A? und B?) beide positiv, 
mithin ist es auch a? + b?. 

Wir fanden eben, dass, wenn ein umgeschriebenes Rechteck vor- 
handen ist, A?+ B? positiv ist, also auch a?°+ b°”. Bei der Hyperbel 
ist b? negativ; ersetzen wir wieder b? durch — b?, so erhalten wir: 
My?’= Mg?’ = a?’— b?; es muss daher a >b sein. Folglich besitzt nicht 
jede Hyperbel einen Directorkreis, sondern nur dann, wenn a >b ist. 

Die Bedingung für die Möglichkeit des Directorkreises kann man 
auch anders aussprechen. Ist 9 der Winkel zwischen den Asymptoten, 
in welehem die Hyperbel sich befindet, so erkennt man leicht infolge 


der geometrischen Bedeutung des jetzigen b (Nr. 129): 
1 b 
tg 6} = E 
b <a, bezw. b >a bedeutet: < 90°, 9 > 90°. 

Fin Directorkreis ist also bei einer Hyperbel nur dann vorhanden, 
wenn der die Hyperbel enthaltende Asymptotenwinkel < 90° ist; sein 
Radius ist Va? — b°. 

a=b macht = 90°; die Hyperbel ist gleichseitig, der Radius 
des Directorkreises 0. 

Bei der gleichseitigen Hyperbel redueirt sich der Directorkreis auf 
den Mittelpunkt; nur von diesem kommen rechtwinklige Tangenten, 
die Asymptoten. 

Wenn b >a ist, dann kann man von einem Directorkreise mit 
imaginärem Halbmesser Ya? — b? sprechen. 

Wir wissen ja auch, dass die Parallelen durch den Mittelpunkt 
zu den Tangenten der Hyperbel in die die Curve nicht enthaltenden 
Asymptoten-Scheitelwinkel fallen; sind diese Winkel < 90°, so sind 
keine rechtwinkligen Strahlen in ihnen möglich. 

Wir entnehmen dem Vorangehenden auch den Satz: 

Die Durchmesser, welche nach den Schnitten einer Tangente eines 
centrischen Kegelschnitts mit dem Dürectorkreise gehen, sind conjugirt. 


Bei der Parabel giebt es keine zwei parallelen Tangenten, sondern 
in jeder beliebigen Richtung eine und nur eine Tangente; folglich 
existiren keine der Parabel umgeschriebenen Rechtecke, wohl aber 
unzählig viele rechten Winkel, deren Schenkel die Parabel berühren. 

Die beiden von einem Punkte der Axe der Parabel ausgehenden 
Tangenten, welche rechtwinklig zu einander sind, sind symmetrisch 
in Bezug auf die Axe und bilden mit ihr Winkel von 45°; da es in 
jeder der beiden Richtungen, welche mit der Axe diesen Winkel bilden, 
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nur eine Tangente giebt, so haben wir nur einen derartigen Punkt auf 
der Axe. Die Berührungspunkte dieser beiden Tangenten liegen eben- 
falls symmetrisch zur Axe; sind sie wieder f,e, (Fig. 52) und der Schnitt 
e, fi, so ist ef = ẹ& fi, also sind die erzeugenden Punktreihen auf diesen 
Tangenten gleich. Die auf der Axe gelegene Mitte der Berührungs- 
sehne fe, sei F; dann ist eF = fF, weil < fe F = 45°. 

Tragen wir nun eine beliebige Strecke fr von f aus auf fe und 
die gleiche Strecke fix, von f, auf fe, ab, so ist yy, eine Tangente der 
Parabel. Es ist Dreieck fy F œ fix, F, weil sie zwei Seiten und den 
eingeschlossenen Winkel (45°) gleich haben; es folgt daher: y F = g F 
und LxFr, = 90°, also ist jeder der Fig. 52. 
beiden andern Winkel des Dreiecks 
Fr, gleich 45°. Nun treffen Fr 
und Fy, die Träger der beiden Punkt- 
reihen, weil F auf der Berührungs- 
sehne liegt, in zwei neuen ent- 
sprechenden Punkten 4,9 (Nr. 65), 
deren Verbindungslinie ebenfalls eine 
Tangente der Parabel sein muss (man 
erkennt auch leicht, dass ey = e& Y). 
In dem Dreieck yyy, steht y,r, auf 
yxy senkrecht (in e), und auch Yg 
auf y,x (in F), also ist r, der Höhen- 
punkt dieses Dreiecks, und folglich 
steht auch xx, auf ġġ, senkrecht; d. h. wir haben zwei neue zu einander 
senkrechte Tangenten der Parabel gefunden, die sich in P treffen. 
Verändern wir die willkürlich angenommene Tangente yy, der Parabel, 
so erhalten wir sämmtliche Paare rechtwinkliger Tangenten derselben 
und können nun leicht den Ort ihrer Schnittpunkte P ermitteln. Da 
nämlich x, der Höhenpunkt des Dreiecks yyy, ist, so liegen die vier 
Punkte x, ,, P, e auf einem Kreise, und es ist L Pey, = L Pry = 45°; 
also liegt P auf derjenigen Halbirungslinie % des Winkels zwischen 
den beiden Trägern, welche senkrecht auf der Parabelaxe steht; diese 
gerade Linie bleibt aber fest, während wir die Tangente xx, verändern, 
und wir erhalten daher folgendes Resultat: 

Der Ort des Scheitels eines rechten Winkels, dessen Schenkel Tan- 
genten einer Parabel sind, ist eine gerade Linie, welche senkrecht steht 
auf der Axe der Parabel in demjenigen Punkte, in welchem die beiden 
unter 45° zur Axe geneigten Tangenten der Parabel sich treffen. 

Man nennt diese Gerade die Leitlinie oder Directrix der Parabel; aus 
letzterem Namen ist dann die Benennung „Directorkreis“ gebildet worden. 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 12 
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Der Punkt F ist der Pol dieser Linie, denn sie sind Diagonal- 
punkt und gegenüberliegende Diagonale in dem Vierseit der vier Tan- 
genten ee, ffi, Et, YY,- 

Wollen wir dieses Resultat mit dem für Ellipse und Hyperbel 
gefundenen in Uebereinstimmung bringen, so können wir die gefundene 
Gerade auch als einen Kreis mit unendlich grossem Radius ansehen, 
ist ja auch bei der Parabel der Mittelpunkt, der ja zugleich der des 
Directorkreises ist, unendlich fern. 

Wir erwähnen noch folgende Eigenschaft des Directorkreises. Es 
sei xyz ein Polardreieck eines Kegelschnitts, M der Mittelpunkt der 
Curve; wenn x, der Schnittpunkt (Mx, yz) ist (Fig. 53), so ist Mæ. Mz, 
die Potenz der diesem Durchmesser Mx—= A des Kegelschnitts zu- 
gehörigen Involution, also = A? oder — A?, je nachdem x und æ, auf 


derselben oder entgegengesetzten Fig. 53. 

Seite von M liegen. Den conjugirten M, 
Durchmesser B zu Mæ erhalten re... 
wir, indem wir durch M die Parallele Ee Pa 


zu yz ziehen; wird dieselbe von xy wu: ORUL HR 
in s getroffen, so muss die durch e | /*® — >x 
zu Mg gezogene Parallele, die Polare $ 
von s, sie in dem conjugirten Punkte s, treffen, so dass Ms. Ms, die 
Potenz auf dem conjugirten Durchmesser ist für die Involution, welche 
ihm in Bezug auf den Kegelschnitt zugehört, also = B? oder — .B#, 
je nachdem er den Kegelschnitt trifft oder nicht. Für die Ellipse 
gelten die Werthe A? und B?, für die Hyperbel A? und — B? oder B? 
und — 4°; in beiden Fällen aber ist die Summe constant und zwar, 
wie wir gesehen haben, gleich dem Quadrate des’ Radius R des 
Directorkreises, also: Mg. Ma, + Ms. Ms, = R. 

Nun ist 


daher: 


Ms.Ms, &Y.%2, 
M e A E 


wenn & der zweite Schnittpunkt des Kreises xyz mit x,x ist, dann ist 
(auch dem Vorzeichen nach): 

ae a = Me... er 
oder Ms. Ms, = Mx.x,5= Mx (M&— Mx); also: Ms. Ms, + Mg. Mz 
= R= Mx. M; und da Mx.Me& die Potenz des Punktes M in 
Bezug auf den um xyz beschriebenen Kreis bedeutet, so folgt: Der 


Mittelpunkt eines Kegelschnitts hat in Bezug auf den einem beliebigen 
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Polardreieck des Kegelschmitts umgeschriebenen Kreis immer dieselbe 
Potenz, welche gleich ist dem Quadrate des Radius des Directorkreises. 
Oder auch: Der Directorkreis eines Kegelschnitts schneidet jeden einem 
Polardreieck umgeschriebenen Kreis rechtwinklig. 

Für die Parabel ergiebt sich: 

Die sämmtlichen Polardreiecken in Bezug auf eine Parabel um- 
geschriebenen Kreise haben ihre Mittelpunkte auf der Leitlinie der 
Parabel. 

Aus den obigen Ausdrücken für die Halbmesser-Quadrate (oder 
Potenzen der Involutionen) von A und B ergiebt sich: 


Mx.Mx,.Ms.Ms sin? ọ = P, . P,, 


wo œ wieder den Winkel der beiden conjugirten Durchmesser A und B 
bezeichnet; wenn man mit p,, Ps, pa die drei Perpendikel aus M auf die 
Seiten y2, zæ, æy des Polardreiecks bezeichnet und bemerkt, dass 
Mi .snp=p, 

a Be SR 
Mz ER æg sin (x2y)’ 
.. Ma .sing =p 
ist und demnach: 
ZEN Ty 
æg sin (wzy) 


Me, Mg? sin? p= piP Py: iy 
ferner nach dem Obigen: i 
Ms. Ms, UY. nz 

so folgt: i we 

y zA 
P,. P, = p, PPs ' IT, 

= 2. PPPs", 
wo r den Radius des dem Polardreieck umgeschriebenen Kreises be- 
deutet.* 
Bis jetzt ist diese Formel noch nicht in Bezug auf die Vor- 
zeichen als richtig erkannt. Die Seiten von xyz theilen die Ebene in 
sieben Räume: a) den Innenraum, b) die drei Scheitelräume der Innen- 
winkel, ce) die drei Aussenräume über den Seiten. Wenn M im Innen- 
raume liegt, so werden beide Potenzen Mg . Mx, und Ms. Ms, negativ, 
also beide Halbmesser-Quadrate, was weder bei der Ellipse noch bei 
der Hyperbel möglich ist. Liegt M in dem Scheitelraume bei x, wie 


oben in der Figur, so sind beide Potenzen positiv; sollte M in einem‘ 


der andern derartigen Räume liegen, so ist æ durch y oder # zu er- 
setzen und die Figur dem entsprechend zu ändern. Liegt aber M in 


* Diese Sätze sind zuerst von Faure in den Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques 1. Ser. Bd. 19 S. 234 und Bd, 20 S. 55 ausgesprochen. 
ar 
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dem Aussenraume über yz, so ist Mx.Mx, positiv und Ms. Ms, 
negativ. 

Also hat der Mittelpunkt eines (centrischen) Kegelschnitts zu einem 
Polardreiecke immer folgende Lage: er liegt in einem der Scheitelräume 
oder einem der Aussenräume, je nachdem die Curve Ellipse oder Hyperbel ist. 

Setzt man nun fest, dass jedes der Lothe p,p, p; positiv oder 
negativ ist, je nachdem es auf derselben Seite von yz, zæ, xy liegt 
wie das Dreieck xyz oder auf der andern, so sind bei der Lage, wie 
sie der Mittelpunkt einer Ellipse haben muss, zwei Lothe negativ, 
eins positiv, und wie sie der einer Hyperbel haben muss, eins negativ, 
zwei positiv. Folglich ist bei dieser Festsetzung die Formel: 

P.PR=-teV”"=2pmP; .', 
worin » den absoluten Werth des Radius bezeichnet, auch dem Vor- 
zeichen nach richtig. 

Das Ergebniss von Nr. 133 kann auch geschrieben werden: 

Pı +Pr= P + P; = PR; 
wo P«, die Potenz des Mittelpunkts des Kegelschnitts in Bezug auf 
den irgend einem Polardreiecke umgeschriebenen Kreis bedeutet. 


$ 35. Bestimmung solcher Punkte, für welche die einem Kegel- 
schnitte zugehörige Involution rechtwinklig ist: Brennpunkte 
des Kegelschnitts. 

Punkte, denen in Bezug auf einen Kegelschnitt eine orthogonale 
Involution zugehört, bei welcher je zwei conjugirte Strahlen zu einander 
rechtwinklig sind, müssen, falls sie vorhanden sind, innerhalb des 
Kegelschnitts liegen; d.h. es dürfen keine reellen Tangenten durch sie 
gehen, weil die orthogonale Involution ein besonderer Fall der elliptischen 
ist. Wir können aber den Ort, wo wir sie überhaupt zu suchen haben, 
noch mehr beschränken; denn es ist leicht einzusehen, dass sie nur 
auf den Axen des Kegelschnitts liegen können. Es sei P irgend ein 
nicht auf einer Axe des Kegelschnitts liegender Punkt; zu dem Durch- 
messer durch P gehört ein conjugirter Durchmesser, der nicht zu ihm 
rechtwinklig ist; conjugirt zu jenem in der zu P gehörigen Involution 
ist die durch P zu diesem gezogene Parallele. Die Involution enthält 
zwei nicht rechtwinklige conjugirte Strahlen und ist also nicht ortho- 
gonal. Die Punkte von der verlangten Eigenschaft sind demnach auf 
den innern Abschnitten der Axen zu suchen. 

Sei æ ein beliebiger Punkt einer Axe des Kegelschnitts (Fig. 54) 
und X seine Polare, die in u senkrecht auf der Axe steht, dann wird 
die dem Punkte œ zugehörige Involution in folgender Weise erhalten: 
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Wir ziehen einen beliebigen (von der Axe verschiedenen) Strahl Z 
durch x, welcher in y die Polare X treffe, und bestimmen den Pol z 
von Z, welcher nothwendig auf X liegt; während sich Z bewegt, wird 
sich auch æz = Y verändern, und Y,Z sind immer zwei conjugirte 
Strahlen der dem Punkte x zugehörigen Involution, y und z gleichzeitig 
zwei conjugirte Punkte der der Gerade X zugehörigen Involution, deren 
Mittelpunkt offenbar « ist. Der Strahl zu und die auf ihm Senkrechte 
durch x sind die Axen der Involution für den Punkt x; wenn nun die 
beiden eonjugirten Strahlen Y und Z auch zu einander rechtwinklig 


Fig. 54. 


wären, so hätte diese Involution zwei rechtwinklige Paare und wäre 
mithin orthogonal (Nr. 49). Dies ist aber für einen beliebig auf der 
Axe angenommenen Punkt x nicht der Fall, und wir werden solche 
besonderen Punkte aufzusuchen haben, welche diese Eigenschaft be- 
sitzen. Betrachten wir die dem Punkte x zugehörige Involution und 
die mit ihr perspectiv liegende der Polare X zugehörige, so ist, weil 
u der Mittelpunkt der letzteren ist, allemal wy .uz= const. In dem 
Dreieck xyz ist zu eine Höhe, die beiden andern Höhen yv und zw 
schneiden sich daher in einem Punkte & der ersteren, d.h. der Axe 
des Kegelschnitts, und wir haben wegen ähnlicher Dreiecke: yu .uz 
= u&.ux = const.; folglich wird, wie wir auch das Punktepaar yz auf 
der Polare verändern, der Höhenpunkt & des Polardreiecks xyz un- 
verändert bleiben; also haben wir den Satz gefunden: 


Alle Polardreiecke eines Kegelschnitts, welche einen bestimmten Punkt 
einer Axe desselben zur Ecke haben, haben den nämlichen Höhenpunkt, 
der ebenfalls auf dieser Axe liegt. 


www.rcin.org.pl 


136 


182 Punkte, deren Involution rechtwinklig ist: Brennpunkte. 


Für v. sind die Strahlen vg, vy, welche gleichzeitig conjugirt und 
rechtwinklig sind, die Axen der zugehörigen Involution, für w ebenso 
wg und wz. Die Punkte x und & besitzen also die Eigenschaft, dass 
für jeden Punkt P des über xë als Durchmesser beschriebenen Kreises 
die Strahlen Px und P& die Axen der ihm in Bezug auf den Kegel- 
schnitt zugehörigen Involution sind. Geht insbesondere durch æ (oder £) 
eine Tangente des Kegelschnitts, deren Pol der Berührungspunkt P, 
ist, so muss P g (oder P,x) senkrecht auf der Tangente stehen, d.h. 
die Normale in P, sein. Die Punkte x und & sind also auch die 
Durehschnittspunkte von Tangente und Normale eines gewissen Kegel- 
schnittpunktes mit der in Betracht gezogenen Axe, natürlich auch des 
zu ihm in Bezug auf die Axe symmetrisch liegenden Kegelschnitt- 
punktes (Nr. 126). 

Verändern wir jetzt den Punkt x auf der Axe des Kegelschnitts, 
so verändert sich mit ihm auch ë. Wenn aber einmal die dem Punkte 
x zugehörige Involution orthogonal ist, so muss das Dreieck yxz bei 
x rechtwinklig werden, oder der Höhenpunkt & mit dem Eckpunkt v 
zusammenfallen, und umgekehrt, wenn der Höhenpunkt eines solchen 
Dreiecks mit dem auf der Axe gelegenen Eckpunkte zusammenfällt, 
so ist das Dreieck rechtwinklig. Wir werden also zunächst zu unter- 
suchen haben, ob und wie oft es vorkommt, dass x und & zusammen- 
fallen. Um zu dem Punkte æ den Punkt & zu finden, haben wir nur 
nöthig, einen beliebigen Strahl Z durch x zu ziehen und aus dem 
Pol z das Perpendikel auf Z zu fällen, welches die Axe in & trifft. 
Halten wir der Einfachheit wegen, indem wir x fortrücken, die Richtung 
von Z fest, so wird der Pol z auf dem zu dieser Richtung conjugirten 
Durchmesser Mz sich bewegen, die Senkrechte zw bleibt auch sich 
parallel. 

Die Punkte x und u sind eonjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt, 
also durchlaufen sie projective Punktreihen; da uz beständig senkrecht 
steht auf der Axe Mx, so durchlaufen z auf der festen Gerade Mz 
und u auf der Axe ähnliche Punktreihen, also durchlaufen auch z 
und æ projective Punktreihen Da ferner z&w sich ebenfalls beständig 
parallel bleibt, so durchlaufen # und & ähnliche Punktreihen; also 
müssen schliesslich auch x und & projective Punktreihen durchlaufen. 
Dass dieselben aber auch involutorisch liegen, erhellt so: Um zu einem 
Punkte x den zugehörigen & zu finden, ziehen wir durch x einen be- 
liebigen Strahl Z und fällen aus dem Pole desselben z das Perpendikel 
auf Z, welches in & die Axe trifft. Die beiden Strahlen, welche x und 
& einschneiden, sind rechtwinklig und conjugirt, und da das beides 
reciproke Eigenschaften sind, so folgt, dass jeder der beiden Punkte 
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x,& aus dem andern in gleicher Weise sich ergiebt; d. h. wenn & zu & 
eonstruirt ist und nun x nach ë kommt, dann kommt & nach x. Die 
beiden von x und & beschriebenen projectiven Punktreihen liegen also 
involutorisch, und die Doppelpunkte dieser Involution sind die gesuchten 
Punkte, deren in Bezug auf den Kegelschnitt zugehörige Involutionen 
orthogonal sind. 

Der Mittelpunkt des Kegelschnitts ist auch in dieser Involution 
Mittelpunkt, da er dem unendlich fernen Punkte eonjugirt ist; denn 
fällt æ ins Unendliche, so ist der Strahl Z parallel zur Axe, sein Pol z 
liegt auf der andern Axe, diese ist daher das aus z auf Z gefällte 
Loth und der Mittelpunkt M dessen Schnittpunkt. 

Es giebt also auf jeder der beiden Axen zwei solche Punkte, und 
es bleibt noch zu untersuchen, ob dieselben reell oder imaginär, d.h. 
die in der angegebenen Weise auf den Axen des Kegelschnitts con- 
struirten beiden neuen Involutionen, die wir — zur Unterscheidung von 
den den Axen in Bezug auf den Kegelschnitt zugehörigen Involutionen, 
deren Potenzen die Halbaxen-Quadrate sind — die Focalinvolutionen 
des Kegelschnitts nennen wollen, hyperbolisch oder elliptisch sind. 
Da der Mittelpunkt des Kegelschnitts M auch für diese Involutionen 
Mittelpunkt ist, so ist nur zu untersuchen, ob ein solches auf einer 
der Axen befindliches Punktepaar xé durch M getrennt wird, oder 
nicht; im ersten Falle wird die Involution elliptisch, im zweiten 
hyperbolisch sein. 

Conjugirte Punkte x, € unserer Involution auf einer Axe sind 
Schnitte mit zwei rechtwinkligen conjugirten Strahlen, den Axen der 
irgend einem Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt zugehörigen 
Involution. Wir haben also den Satz: 

‘Denkt man sich in sämmtlichen Punkten der Ebene die Axen der 
ihnen in bezug auf den Kegelschnitt zugehörigen Imwolutionen ermittelt, 
so schneiden alle diese Axenpaare die eine (und ebenso die andere) Axe 
des Kegelschnitts in den Punktepaaren einer festen Involution: der Focal- 
involution dieser Axe, welche den Mittelpunkt des Kegelschnitts zu 
ihrem Mittelpunkte hat. 

Die in dieser Weise auf den beiden Axen erhaltenen Focalinvolutionen 
‚sind verschiedener Art, die eine hyperbolisch und die andere elliptisch. 

Durch unmittelbare Anschauung erkennt man, dass die Axen 
durch irgend einen andern rechten Winkel nur so in Punktepaaren 
xë, yn geschnitten werden können, dass auf der einen Axe die beiden 
Punkte durch M getrennt werden, auf der andern nicht; und daraus 
folgt die Behauptung über die Verschiedenartigkeit der Focalinvolutionen. 
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Aber wir wollen lieber ordentlich beweisen, dass, wenn die eine 
dieser Involutionen hyperbolisch oder elliptisch ist, die andere elliptisch 
oder hyperbolisch sein muss. 

Die eine — etwa auf der Axe a — sei hyperbolisch; dann hat sie 
zwei reelle Doppelpunkte, und für jeden derselben wird die zugehörige 
Involution orthogonal sein; alle Paare conjugirter Strahlen sind recht- 
winklig, und daher schneidet jedes die andere Axe in einem Paare 
ihrer Focalinvolution; diese wird dadurch perspectiv zu den beiden 
orthogonalen Involutionen um die Doppelpunkte, also selbst elliptisch. 

Geht man aber von einer elliptischen Focalinvolution — die 
etwa auf der Axe b liege — aus, so giebt es (Nr. 62) zwei reelle 
Punkte, aus deren jedem sie durch eine orthogonale Involution pro- 
jieirt wird. Sie liegen auf der Gerade, die im Mittelpunkte M der 
Involution und des Kegelschnitts auf b senkrecht steht, also auf der 
andern Axe a, in gleicher Entfernung von M. 


Wir wissen, jede zwei rechtwinklige Geraden, die durch ein Paar 
einer Focalinvolution gehen, sind conjugirt in Bezug auf den Kegel- 
schnitt und gehören zu der Involution, welche ihrem Schnittpunkte 
in Bezug auf den Kegelschnitt zugeordnet ist. Sie sind bei beliebigem 
Punkte das einzige rechtwinklige Paar, die Axen dieser Involution. 
In unserm Falle aber gilt dies für jedes Paar der einen oder andern 
orthogonalen Involution; die Strahlen jedes Paares sind conjugirt in 
Bezug auf den Kegelschnitt, und die beiden orthogonalen Involutionen 
sind die den Punkten zugehörigen, die Punkte also die Doppelpunkte 
der Focalinvolution auf a, und diese ist hyperbolisch. 

Somit ist die Zahl der gesuchten Punkte vier, aber nur auf der 
einen Axe sind sie reell, auf der andern imaginär. Sie heissen die 
Brennpunkte des Kegelschnitts, und im engeren Sinne werden die beiden 
reellen Punkte so genannt.* 

Wenn nun F einer von den reellen Brennpunkten ist, so ist M F°? 
die Potenz der hyperbolischen Focalinvolution. Zwei rechtwinklige 
Strahlen durch ihn gehen nach conjugirten Punkten y,n der ellip- 
tischen, also ist deren Potenz My. Mn; man erkennt sofort, dass dies 
= — M F’ ist. 

Die beiden Focalinvolutionen haben entgegengesetzt gleiche Potenz 
ce, —&e, wo c die Entfernung der beiden (reellen) Brennpunkte vom 
Mittelpunkte ist, die sogenannte halbe Eixcentrieität des Kegelschnitts. 


* Diese waren den Alten schon bekannt; sie kommen in den Kegelschnitten 
von Apollonius vor; der Name „Brennpunkte“ scheint erst bei Kepler (1571 — 1630) 
aufzutreten. 
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Diese beiden Involutionen auf a und b und die ausgezeichnete Invo- 138 
lution I» auf Go haben noch folgende interessante Lage: Dem Schnitt- 
punkte je zweier von den drei Geraden sind in den beiden Imvolutionen 
die Schnittpunkte mit der dritten Gerade. conjugirt. 

Ferner treffe eine beliebige Gerade @ die drei Geraden a,b, Go 
in z,y,2, denen in den drei Involutionen &,n,& eonjugirt seien; die 
rechtwinklig conjugirte Gerade zu @ (das Loth auf @ aus ihrem Pole) 
muss durch é und y, aber, wegen der Rechtwinkligkeit, auch durch & 
gehen. Demnach sind drei in gerader Linie gelegenen Punkten der drei 
Geraden wiederum in gerader Linie gelegene Punkte in den Involutionen 
conjugirt. 

Verbindet die erste Gerade zwei Doppelpunkte von verschiedenen 
Involutionen, so vereinigt sie sich mit der zweiten Gerade, und geht 
daher auch durch einen Doppelpunkt der dritten Involution. Die sechs 
Doppelpunkte sind daher die drei Paare Gegenecken (zwei reelle und 
zweimal zwei imaginäre) eines freilich imaginären vollständigen Vierseits. 

Seine Seiten sind Tangenten des Kegelschnitts als Doppelstrahlen 
der dem einen oder andern (reellen) Brennpunkte in Bezug auf den 
Kegelschnitt zugehörigen Involution. 

Sie gehen nach den absoluten Punkten auf Ge. Und so er- 
giebt sich: 

Die vier Tangenten eines Kegelschnitts aus den beiden absoluten 
Punkten schneiden sich in zwei reellen Punkten, die auf der einen, und 
zwei imaginären Punkten, die auf der andern Axe liegen; das sind die 
vier Brennpunkte des Kegelschnitts. 

Jenes imaginäre Vierseit, das dem Kegelschnitt umgeschrieben 
ist, hat aber ein vollständig reelles Diagonal- Dreiseit (für den Kegel- 
schnitt ein Polardreiseit) ab Ge. 

Tangente und Normale (Fig. 55) in irgend einem Punkte A des 139 
Kegelschnitts sind auch rechtwinklige conjugirte Geraden und treffen die 
Axen in conjugirten Punkten der betreffenden Focalinvolution. Diese 
Schnittpunkte seien auf der einen Axe x und &, welche auf derselben 
Seite von M liegen, auf der andern y und n, welche sich auf ver- 
schiedenen Seiten von M befinden, und demnach: Mg. MẸ = «%, 
My.Mn=-— ce. Wir wollen die Beziehung der Excentrieität zu den 
Axenlängen ermitteln. Dazu fällen wir von A die Lothe Ap und Ag 
auf die Axen, die Polaren von x und y oder von & und n, je nach- 
‘ dem «Ay oder A&n Tangente ist. Im ersteren Falle sind p und z, 
q und y conjugirt und die Potenzen der den Axen zugehörigen Invo- 
lutionen oder die Halbaxen-Quadrate Mx. Mp und My. Mg, also beide 
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positiv; im zweiten Falle sind sie M&. Mp und Mn. Mq, jene positiv, 
diese negativ. Also ist bei der Ellipse «Ay, bei der Hyperbel Ay 
als Tangente zu nehmen. Bei der Ellipse ist Mx . Mp = a°, My. Mq 
= b?, bei der Hyperbel M&. Mp = a°, My . Mg = — b. Es ist: 


Fig. 55. 


Mp’=qA?’= nq . qy und infolge ähnlicher Dreiecke (auch dem Vorzeichen 
Rah); Mæ My Më Mh, 


Mp gay’ Mp g 
also für den Fall der Ellipse: 
Mx. Mp = My . nq = My (nM + Mag), 
Mx. Mp — My . Mq = My . nM, 
a — b = e; e< a. 
Für den Fall der Hyperbel: 
Mg . Mp = My . yq = Mn (yM + Ma), 


popr M&.Mp — My. Mq = My .y M, 
d. h. 


in beiden Fällen: 


oder 
d.h. 


rr=rlticsa; 
Mi: ee P b =~ g$; | 
Wir haben die Axe, auf der die hyperbolische Focalinvolution 
liegt, a genannt; das Ergebniss für die Ellipse zeigt, dass « > b sein 
muss, also enthält die grosse oder Hauptaxe der Ellipse die reellen 
Brennpunkte. 
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Bei der Hyperbel hat sich schon während der Betrachtung ge- 
zeigt, dass jene Axe mit der hyperbolischen Focalinvolution die mit 
dem positiven Halbaxen-Quadrate ist; aber dass nur auf dieser reell 
schneidenden Axe, welche allein innere Punkte enthält, die reellen 
Brennpunkte sich befinden können, geht ja schon daraus hervor, dass 
diese innere Punkte sein müssen; wir nannten sie schon die Hauptaxe. 

Hauptawxe ist also in beiden Fällen die, welche die reellen Brennpunkte 
enthält, und in beiden Fällen ist ihr Halbaxen- Quadrat das grössere. 

Es erhellt, wie man aus a und b die Lage der Brennpunkte ge- 
winnen kann. Bei der Hyperbel schneidet jede der Scheiteltangenten 
von den Asymptoten die halbe Excentrieität ab, bei der Ellipse haben 
die Brennpunkte von den Scheiteln der Nebenaxe die Entfernung a. 

Bei der Ellipse schliessen die Scheitel der Hauptaxe die Brenn- 
punkte ein, während sie bei der Hyperbel von denselben eingeschlossen 
werden. 

Bei der Hyperbel ist, wenn a°, — b? die Halbaxen-Quadrate sind, 
¢ = a? + b’; für die conjugirte Hyperbel, bei der diese Quadrate — a°, 
b sind und also die Nebenaxe nun Hauptaxe ist, hat c? denselben 
Werth; also gehen ihre Brennpunkte aus denen der gegebenen durch 
Rotation um 90° um dem Mittelpunkt hervor. 

Wir haben vorhin den Kreis erwähnt, welcher über der Strecke 
x& als Durchmesser beschrieben werden kann; wenn das Punktepaar 
xé die Focalinvolution durchläuft, so bilden alle diese Kreise ein 
Kreisbüschel, dessen Centrale eine Kegelschnittaxe ist. Beschreiben 
wir andererseits auch über den verschiedenen Strecken yy als Durch- 
messern die Kreise, so erhalten wir ein zweites Kreisbüschel, welches 
die andere Kegelschnittaxe zur Centrale hat. Diese beiden Kreis- 
büschel sind conjugirte Kreisbüschel, d. h. jeder Kreis des einen Büschels 
schneidet jeden des andern rechtwinklig; denn diejenigen beiden Kreise, 
welche (Fig. 55) über xë und yn als Durchmessern beschrieben sind, 
haben den Punkt A gemein, und die von den Mittelpunkten dieser 


beiden Kreise nach A hin gehenden Radien stehen offenbar senkrecht- 


auf einander. Dasjenige Büschel, das aus der hyperbolischen Focal- 
involution entsteht, hat die andere Axe zur „ideellen‘“ gemeinschaft- 
lichen Secante*: alle seine Kreise gehen durch die beiden imaginären 
Punkte @, @, dieser Axe, welche zu beiden Seiten des Mittelpunkts 
in gleicher Entfernung von ihm so liegen, dass M@.MG,=e°, der 
gemeinsamen Potenz aller Kreise des Büschels in Bezug auf M; da 


* Siehe Steiner, Einige geometrische Betrachtungen, Journal für Mathematik, 
Bd. I S. 161flg., Gesammelte Werke Bd. I S. 17. 
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MG == MG, so folgt- M@®= — e, MG = ci, MG = — ei, es sind 
dies die beiden imaginären Brennpunkte. Die reellen Brennpunkte 
F, F,, als die Doppelpunkte jener Involution, sind die „Grenzpunkte“ 
des Kreisbüschels, zu Punkten gewordene Kreise desselben. Durch sie 
gehen alle Kreise des andern Büschels, weil MF.MF, = My. Mn. 

Hiernach können wir den Satz aussprechen: 

Die beiden Brennpunkte eines Kegelschnitts und die Schnittpunkte 
von Tangente und Normale in irgend einem Kegelschnittpunkte mit der- 
jenigen Axe, auf welcher die Brennpunkte nicht liegen, befinden sich 
allemal auf einem Kreise; woraus eine Construction der Brennpunkte 
sich ergiebt. 


In der obigen Figur 54 bewegten wir den Strahl xy = Z parallel 
mit sich fort und fällten aus z das jedesmalige Perpendikel auf Z. 
Der Fusspunkt w desselben beschreibt bei dieser Bewegung, weil die 
Grundpunkte der erzeugenden Büschel in senkrechten Richtungen un- 
endlich fern liegen, eine gleichseitige Hyperbel, welche durch die beiden 
reellen und die beiden imaginären Brennpunkte des Kegelschnitts 
hindurchgeht. Verändern wir dann die Richtung von Z, so erhalten 
wir ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln, welches mit den beiden 
conjugirten Kreisbüschen in engem Zusammenhange steht (siehe 
Nr. 251). 

Wir fanden oben die Involution I» auf Ge in enger Beziehung 
zu den Focalinvolutionen; wir können, das Polardreiseit, zu dem die 
endlichen Axen gehören, vervollständigend, @% als dritte Axe und 
die beiden imaginären Doppelpunkte von J», die absoluten Punkte, 
als ein drittes Paar Brennpunkte hinzufügen. 

Diese Auffassung dient bei manchen geometrischen Untersuchungen 
zur Aufklärung von Paradoxen, die sonst nicht erklärt werden können. 


. Beim sphärischen Kegelschnitt z. B. treten, weil das Operationsfeld der 


Kugel keine unendlich entfernten Punkte besitzt, drei Axen und sechs 
Brennpunkte so auf, dass die beiden Axen mit imaginären Brennpunkten 
gleichartig sich verhalten.* 

Wir haben aber auf der unendlich entfernten Gerade auch die 
Involution, welche ihr in Bezug auf den Kegelschnitt zugehört; sie 
wird durch die dem Mittelpunkte des Kegelschnitts zugehörige Invo- 
lution (der conjugirten Durchmesser) eingeschnitten und ist elliptisch, 
wenn der Kegelschnitt Ellipse, hyperbolisch, wenn er Hyperbel ist, wo 
dann die Asymptoten des Kegelschnitts durch die Doppelpunkte dieser 
Involution auf G» gehen. Da beim Kreise die Involution der con- 


* Vergl. Heinrich Vogt: Der sphärische Kegelschnitt, Inaug.- Diss. Breslau 1871. 
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jugirten Durchmesser orthogonal ist, so ist für alle Kreise diese feste 
Involution J» die der Ge zugehörige: ihre Doppelpunkte sind die 
Schnittpunkte jedes Kreises mit Ge; und wir gewinnen von neuem 
den Satz (Nr. 62): Alle Kreise der Ebene gehen durch die beiden ab- 
soluten Punkte. Reell ist dies eben nichts anderes, als dass, wie eben 
gesagt, Is für jeden Kreis die der Ge zugehörige Involution ist. 


Auf der Axe der Parabel entsteht durch die Schnitte recht- 
winkliger conjugirter Geraden ebenfalls eine Focalinvolution; der un- 
endlich ferne Punkt hat sich mit seinem eonjugirten, dem Mittelpunkte, 
vereinigt. Keinem endlichen Punkte der Axe kann ein unendlich ferner 
conjugirt sein; denn für jeden durch ihn gezogenen Strahl Z, der von 
der Axe verschieden ist, ist der Pol z endlich und das aus ihm auf Z 
gefällte Perpendikel, das die Axe im conjugirten Punkte & trifft, nicht 
parallel zur Axe, & also nicht unendlich fern. 

Der unendlich ferne Punkt der Axe einer Parabel ist demnach der 
eine Doppelpunkt der Focalinvolution und diese ist gleichseitig-hyperbolisch 
(Nr. 38). Er ist der eine Brennpunkt der Parabel®, der andere endliche 
und stets reelle, der zweite Doppelpunkt jener Involution, wird nun vor- 
zugsweise der Brennpunkt der Parabel genannt. Zwei conjugirte Punkte 
der Involution, also Schnitt von Tangente und zugehöriger Normale, 
stehen zu beiden Seiten gleichweit von diesem Brennpunkte F ab. 
Das der Focalinvolution zugehörige Kreisbüschel besteht aus allen 
Kreisen um diesen endlichen Brennpunkt. 


$ 36. Einige Eigenschaften der Kegelschnitte, welche sich auf ihre 
Brennpunkte beziehen. 

Die Brennpunkte führen zu sehr einfachen Eigenschaften der 
Kegelschnitte, welche zu den ältesten und bekanntesten gehören. Wir 
wollen dieselben hier aus unserer Definition der Brennpunkte ableiten. 
Da die Involution («&), deren Doppelpunkte die Brennpunkte F, F, 
des Kegelschnitts sind, durch Tangente und Normale sämmtlicher 
Kegelschnittpunkte P in die Hauptaxe eingeschnitten wird, so bilden 
die Tangente und Normale irgend eines Punktes P des Kegelschnitts 
und die beiden Strahlen PF, PF, nach den Brennpunkten vier har- 
monische Strahlen, und da Tangente und Normale zugeordnete Strahlen 
sind und auf einander senkrecht stehen, so halbiren sie (Nr. 15) 
_ die Winkel zwischen den Strahlen PF und PF,, also erhalten wir 
den Satz: 


* Diesen unendlich entfernten Brennpunkt erkannte schon Kepler; er nannte 
ihn focus coecus. 


www.rcin.org.pl 


> 
A 
DD 


190 


Einige Eigenschaften der Kegelschnitte. 


Die Tangente (und Normale) in jedem Punkte des Kegelschnitts 
bildet gleiche Winkel mit den beiden Strahlen, welche von diesem Punkte 
nach den Brennpunkten des Kegelschnitts gehen. 

Hieraus erklärt sich (wenigstens für Ellipse und Parabel) der 
Name „Brennpunkte“, indem nach dem bekannten Reflexionsgesetz die 
von einem Brennpunkte des Kegelschnitts ausgehenden (Licht- oder 
Wärme-) Strahlen, welche an dem Kegelschnitte gespiegelt werden, 
in dem andern sich wieder vereinigen. Bei der Parabel werden alle 
von dem (endlichen) Brennpunkte ausgehenden Strahlen durch dieselbe 
parallel zur Axe reflectirt, weil der zweite Brennpunkt im Unendlichen 


auf dieser liegt. 


144 Ueberhaupt gestalten sich die Focaleigenschaften bei der Parabel 
am einfachsten, und wir wollen sie daher zunächst ableiten. Die Polare 
des Brennpunktes heisst die Leitlinie (Directrix) der Parabel; sie wird sich 
bald mit der in Nr.132 so genannten Gerade identisch erweisen. Sie steht 
senkrecht auf der Axe in dem Punkte, der vom Scheitel ebenso weit 
entfernt ist, wie der Brennpunkt, ihrem Pol; denn auch die der Axe 
in Bezug auf die Parabel zugehörige Involution ist gleichseitig-hyper- 


Fig. 56. 


bolisch, da der eine Schnittpunkt der 
Axe mit der Curve, also der eine 
Doppelpunkt dieser Involution unendlich 
fern ist. Weil die dem Brennpunkte 
zugehörige Involution rechtwinklig ist, 
so steht die Verbindungslinie irgend 
eines Punktes R (Fig.56) der Leitlinie 
mit dem Brennpunkt F senkrecht auf 
der durch F gehenden Polare von R; 
diese schneidet aber die Parabel in zwei 
reellen Punkten P und P!, weil der 
Brennpunkt F innerhalb der Parabel 
liegt, und RP und RP! sind die Tan- 
genten in diesen Punkten. Die Parallele 


durch P zur Axe schneide die Leitlinie in Q; es halbirt nach dem 
Vorigen die Tangente PR den Winkel FPQ; PQ steht aber senk- 
recht auf der Leitlinie Q, folglich sind die beiden Dreiecke RPQ und 
RPF, weil sie alle Winkel gleich haben und eine Seite RP gemein- 
schaftlich, congruent; mithin ist PF = PQ; dasselbe ergiebt sich für 
alle Punkte der Parabel, wenn wir R auf der Leitlinie fortrücken 
lassen. Hieraus erhalten wir den Satz: 

Alle Punkte einer Parabel haben von dem Brennpunkte und der Leit- 
linie, seiner Polare, gleiche Entfernung. 
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Da ferner RF = RQ = QO!R und FQ senkrecht auf RP steht 
und durch diese Gerade halbirt wird in p, so durchläuft bei der Be- 


wegung von R, weil Q auf der festen Gerade X sich bewegt und‘ 


immer Fp = =F Q ist, der Punkt p eine mit Q parallele Gerade, welche 
den Abstand des Brennpunktes F von Q halbirt; diese Gerade geht 
durch den Scheitel $ der Parabel und ist, weil senkrecht zur Axe, 
dessen Tangente; p ist der Fusspunkt eines vom Brennpunkte auf eine 
beliebige Tangente gefällten Perpendikels, also: 

Die Fusspunkte der aus dem Brennpunkt auf sämmtliche Tangenten der 
Parabel gefällten Perpendikel liegen auf einer Gerade, der Tangente im Scheitel. 

Da ferner _QRP=|[ PRF und ebenso L V!RP!= 1 P!RF und 
Q, E, Q! in gerader Linie liegen, so ist L PRP!= 90°, also kommen 
von allen Punkten der Leitlinie der Parabel rechtwinklige Tangenten- 
paare an dieselbe. 

Die Gerade % ist in der That die in Nr. 132 Leitlinie genannte 
Gerade. Der Punkt F in Fig. 52 ist der Brennpunkt der Parabel. 


Wenn neben dem Brennpunkte F einer Parabel noch eins der 
Elemente: Scheitel S, Scheiteltangente s, Leitlinie £ gegeben ist, so 
hat man die beiden andern, ferner die Axe a und den unendlich fernen 
Berührungspunkt M». Wird nun noch irgend ein Punkt P construirt, 
der von F und X gleiche Entfernung hat, so haben wir vom Kegel- 
schnitte drei Punkte S, Ms, P und in zweien S, Me die Tangenten 
S, Œ»; dadurch ist er bekanntlich eindeutig bestimmt (Nr. 90): er ist 
Parabel wegen der Berührung mit @=. Wir können auch leicht die 
Tangente in P herstellen, als Halbirungslinie des Winkels FP@; so 
dass wir den Kegelschnitt auch durch drei Tangenten und die Be- 
rührungspunkte von zweien bestimmt ansehen können, was ebenfalls 
eine eindeutige Bestimmung ist. 

Die Parabel ist durch den Brennpunkt und ein jedes der drei 
‚Elemente: Scheitel, Scheiteltangente, Leitlinie eindeutig bestimmt. Durch 
jeden Punkt der Scheiteltangente geht eine zweite Tangente und steht 
senkrecht auf dem Strahl, der ihn mit dem Brennpunkte verbindet. 
Mithin ist, da es auf jedem Strahle durch F in seinem Schnitte mit s 
nur eine Senkrechte giebt, diese eine Tangente der Parabel. Also: 

Wenn ein rechter Winkel sich so bewegt, dass sein Scheitel auf 
einer festen Gerade fortrückt, während der eine Schenkel um einen festen 
Punkt sich dreht, so umhüllt der andere Schenkel eine Parabel, für 
welche die feste Gerade Scheiteltangente, der feste Punkt Brennpunkt ist. 


Die Construction des Tangentenpaares aus einem beliebigen Punkte O 146 


an die Parabel ergiebt sich leicht aus dem Vorigen, indem ein Punkt 
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einer Tangente gleich weit absteht vom Brennpunkte, wie vom Fuss- 
punkte des aus dem Berührungspunkte auf die Leitlinie herabgelassenen 
Perpendikels; wenn der um O mit dem Radius OF geschlagene Kreis 
die Leitlinie in den Punkten Q und @! trifft, so sind die Perpendikel 
aus O auf die Geraden QF und Q'F die Tangenten aus O an die 
Parabel. 

Aus dieser Figur entnehmen wir weiter, dass, wenn P und P! 
die Berührungspunkte der beiden Tangenten sind: << PQO = PFO, 
weil Q und F in Bezug auf OP symmetrisch liegen; ebenso << P!0!0 
= P'F0; 0Q= 0Q0!= OF, also sind PQO und P!Q!0 gleich als 
Complemente von gleichen Winkeln, und demnach ist auch & PFO 
- P!FO. Also: 

Der Winkel zwischen den Strahlen vom Brennpunkte einer Parabel 
nach den Berührungspunkten zweier Tangenten wird durch den Strahl 
nach dem Schnittpunkte derselben halbirt. 

Hat man drei Tangenten t,t!,t”, welche in P, P!, P? berühren, 
so seien 0, 01, 0? die Schnitte e t?t, tt!; dann ist < P!FO?= OEP, 
PFO!= O!FP?, also ist < O?FO! gleich der Hälfte des Winkels 
P'FP? und demnach fest, wenn die in P berührende Tangente sich 
bewegt. 

Die Strecke auf einer beweglichen Tangente der Parabel zwischen 
zwei festen wird aus dem Brennpunkt unter einem der Grösse und dem 
Sinne nach festen Winkel gesehen. 

Kommt die bewegliche Tangente in die Scheiteltangente, so werden 
FO! und FO? die Lothe aus F' auf die beiden festen Tangenten; 
unser constanter Winkel ist daher gleich (oder supplementär) dem Winkel 
der beiden festen Tangenten. Daraus folgt, dass der Kreis, welcher 
durch die Ecken eines einer Parabel umgeschriebenen Dreiecks gelegt ist, 
stets durch den Brennpunkt geht. 

Weitere Folgerungen wollen wir übergehen; es liegt nicht in 
unserer Absicht, diesen elementaren Weg für die Ableitung der Eigen- 
schaften der Kegelschnitte weiter zu verfolgen, sondern nur die Brücke 
herzustellen, welche von den allgemeinsten Eigenschaften des Kegel- 
schnitts zu diesen besonderen hinüberführt.* 

Seien F und F, die beiden Brennpunkte eines centrischen Kegel- 
schnitts und P irgend ein Punkt desselben, so müssen, wie wir ge- 
sehen haben, die Tangente und Normale in P die Winkel zwischen 


* Die Focaleigenschaften der Kegelschnitte bilden den Ausgangspunkt der 
Betrachtung in dem I. Theile der Steiner'schen Vorlesungen: Die Theorie der 
Kegelschnitte in elementarer Darstellung, bearbeitet von C. F. Geiser. 3. Aufl. 
Leipzig 1887. 
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den Strahlen PF und PF, nach den Brennpunkten halbiren; es bleibt 
aber zweifelhaft, welche von den beiden Halbirungslinien Tangente 
und welche Normale ist. Die beiden Halbirungslinien werden durch 
PF und PF, getrennt. Fassen wir denjenigen Halbirungsstrahl, 
welcher zwischen F' und F, hindurchgeht, als Tangente auf, den andern 
als Normale, so ist der Kegelschnitt Hyperbel, weil jede Tangente der 
Hyperbel die Hauptaxe zwischen ihren beiden Scheiteln trifft, mithin 
umsomehr zwischen den Brennpunkten; im andern Falle ist der Kegel- 
schnitt Ellipse, weil jede Tangente derselben die Axe ausserhalb ihrer 
beiden Scheitel trifft, mithin auch ausserhalb der beiden Brennpunkte. 


Fig. 57. 


Ellipse. Hyperbel. 
\/ — Js 
~P 


Wir wollen nun in Fig. 57 die beiden Fälle der Ellipse und 
Hyperbel von einander trennen. In der ersten Figur ist also die 
Halbirungslinie des Winkels FPF,, welche zwischen F, F, hindurch- 
geht, die Normale, die Halbirunglinie des Nebenwinkels die Tangente, 
in der andern umgekehrt. Fällen wir in beiden Figuren von F' das 
Perpendikel F'Q auf die Tangente, welches in R den Strahl PF, trifft, 
so ist PF= PR wegen der Congruenz der Dreiecke PFQ und PRQ; 
jeder Punkt der Tangente ist gleichweit von F' und R entfernt. Nehmen 
wir einen beliebigen Punkt O der Tangente, so ist die andere durch 
ihn gehende Tangente vollkommen bestimmt, denn die dem Punkte O 
zugehörige Involution hat zu Doppelstrahlen die Tangenten aus 0; 
ihre Axen sind die Halbirungslinien der Winkel zwischen denselben, 
und diese Axen treffen, wie wir eingesehen haben, immer in einem 
solchen Punktepaar x& die Kegelschnittaxe, welches mit den Brenn- 
punkten F, F, harmonisch liegt; folglich sind die Axen der Involution O 
mit den Strahlen OF und OF, harmonisch gelegen, und da jene senk- 
recht auf einander stehen, so sind sie die Halbirungslinien der Winkel 
zwischen den Strahlen OF und OF,, also: Die Halbirungslinien der 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 13 
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Winkel der von einem beliebigen Punkte O an den Kegelschnitt gelegten 
Tangenten und die Halbirungslinien der Winkel der von O nach den 
Brennpunkten F, F, gehenden Strahlen fallen zusammen. Stellen wir 
daher diese Halbirungslinien her, so ist die andere durch O gehende 
Tangente unzweideutig bestimmt; der Winkel von OF, nach ihr hat 
gleiche Grösse und gleichen Sinn mit demjenigen von der ersten Tan- 
gente nach OF. 

Um ihren Berührungspunkt P! zu ermitteln, haben wir einen 
solchen Punkt auf ihr zu suchen, dass P!F' und P!F, gleiche Winkel 
mit ihr bilden; d.h. wir fällen aus F, das Perpendikel F, Q* auf die 
Tangente, verlängern es über Q* um sich selbst bis Rt, ziehen FR! 
und suchen den Schnittpunkt P! der letzten Gerade mit der Tangente 
auf, so ist dieser der gesuchte Berührungspunkt. Verändern wir den 
willkürlichen Punkt O auf der als gegeben angenommenen ersten Tan- 
gente, so erhalten wir sämmtliche Tangenten und zugehörigen Be- 
rührungspunkte durch diese Construction unzweideutig bestimmt. 

Der Kegelschnitt ist also vollständig und eindeutig bestimmt durch 
seine beiden Brennpunkte und eine Tangente, was vorauszusehen war, 
weil jeder Brennpunkt die Stelle von zwei gegebenen Tangenten ver- 
tritt und bekanntlich fünf Tangenten den Kegelschnitt eindeutig bestim- 
men (Nr. 63); denn die einem Brennpunkte in Bezug auf den Kegel- 
schnitt zugehörige Involution ist die orthogonale um diesen Punkt, 
also gegeben, und ihre imaginären Doppelstrahlen sind Tangenten des 
Kegelschnitts. 

Wenn ein Punkt P gegeben ist ausser den Brennpunkten F, F, 
so sind die Halbirungslinien des Winkels FPF, und seines Neben- 
winkels gegeben; jede bestimmt als Tangente eindeutig einen Kegelschnitt. 

Die Brennpunkte und ein Punkt bestimmen zwar zwei Kegelschnitte, 
aber eindeutig eine Ellipse und eindeutig eine Hyperbel. 

Sie sind beide Parabeln, wenn der eine Brennpunkt unendlich 
fern ist. 

Diese beiden Kegelschnitte schneiden sich in dem Punkte recht- 
winklig, und allgemeiner, zwei Kegelschnitte, welche dieselben Brenn- 
punkte haben (confocal sind), schneiden sich in denjenigen reellen Punkten, 
in denen sie sich treffen, rechtwinklig. 

Wel OF=OR und OR = OR, LROF=LFOR!, sind die 
Dreiecke ROF, und FOR! congruent, also RF, = FR! in beiden 
Figuren. Indem RP= FP und R'P!= F,P'! ist, haben wir in der 


Figur der Ellipse: 
FP+FP=FP'!+ FPL 
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Da O, ein beliebiger Punkt auf einer beliebigen Tangente, Schnitt- 
punkt zweier beliebigen Tangenten ist, so ist die Summe der Ent- 
fernungen von den beiden Brennpunkten für alle Punkte der Ellipse 
dieselbe. Diese Summe ist nun, wenn der Ellipsenpunkt insbesondere 
einer der Scheitel wird, = 2a, der grossen Axe der Ellipse, folglich 
gilt der Satz: 

Alle Punkte einer Ellipse haben dieselbe Summe der Abstände von 
den beiden Brennpunkten, und diese Summe ist gleich der Hauptazxe. 
Und umgekehrt: Der Ort aller Punkte, für welche die Summe der Ab- 
stände von zwei festen Punkten F und F, denselben Werth hat, ist die 
Ellipse, für welche diese Punkte die Brennpunkte und die grosse Axe 
gleich der gegebenen Summe ist. 

Denn ein Punkt mit der gegebenen Entfernungssumme bestimmt 
eindeutig die Ellipse, alle ihre Punkte haben sie; und kein anderer. 
Wenn nämlich ein nicht der Ellipse angehöriger Punkt Q sie auch hätte, 
so sei P der auf derselben Seite von F' gelegene (reelle) Schnitt der 
Curve mit FQ; dann würde aus FQ + F,Q=FP+F,P folgen, dass 
PQ gleich der Differenz der beiden andern Seiten von PQF, ist. 

Etwas anders gestaltet es sich bei der Hyperbel wegen der Lage 
der Tangenten, welche sämmtlich zwischen F und F, hindurchgehen. 


Auch bei ihr ist RF, = FR!, d.h. hier PF, — PF= P!F— P!F,, also 
PF— PF, = const. 


Für alle Punkte einer Hyperbel hat die Differenz der Abstände von 
den Drennpunkten F und F, denselben (absoluten) Werth, welcher gleich 
der Hauptawe ist. Die beiden Zweige der Hyperbel unterscheiden sich 
dadurch von einander, dass für die Punkte des einen der Werth der 
constanten Differenz entgegengesetzt ist dem für die Punkte des andern 
Zweiges. Minuend der Differenz ist immer die Entfernung von dem- 
jenigen Brennpunkte, den der Zweig nicht umschliesst. 

Was den Beweis der Umkehrung anlangt, so sei die Hyperbel 
ähnlich wie oben die Ellipse bestimmt, Q ein ihr nicht angehöriger 
Punkt, für den FQ — F,Q auch den gegebenen Werth hat (wo also 
FQR > F,@); schneidet der Strahl QF, den diesen Brennpunkt F, um- 
schliessenden Zweig zweimal, dann liegt einer der Schnitte auf der- 
selben Seite von F, wie Q, und dieser wird als P genommen und der 
Beweis wie oben geführt. Schneidet er aber jenen Zweig nur einmal 
und überdies nicht auf der Seite von F}, wo @ liegt, so nehme man 
als P den Schnitt mit dem andern Zweige, der dann auch auf der 
andern Seite lieg. FQ — F, Q =F, P— FP führt zu: FQ+4+FP= QP, 
was nicht möglich ist. 

13* 
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Also alle Punkte, für welche die Differenz der Abstände von zwei 
festen Punkten F und F, denselben (absoluten) Werth hat, bilden die 
Hwyperbel, für welche F und F, die Brennpunkte sind und die Hauptazxe 
gleich der constanten Differenz ist. 

Die constante Summe oder Differenz ist durch die Länge RF, 
= FR, = 2a gegeben; da Q die Mitte von RF und M die Mitte von 
FF,, so it MQ = MQ!=a; Q und Q! sind die Fusspunkte der aus 
den Brennpunkten auf die Tangenten herabgelassenen Perpendikel; 
wir erhalten daher den für Ellipse und Hyperbel gleichlautenden Satz: 

Die Fusspunkte der aus den Brennpunkten auf die Tangenten eines 
Kegelschnitts herabgelassenen Perpendikel liegen auf einem Kreise, welcher 
die Hauptaxe zu seinem Durchmesser hat, also den Kegelschnitt in deren 
Scheiteln berührt (Fusspunktskreis). 

Bei der Parabel geht der Fusspunktskreis in die Tangente am 
Scheitel über. Bei Ellipse und Hyperbel liefert diese Eigenschaft des 
Fusspunktskreises ein bequemes Mittel zur Zeichnung dieser Curven, 
da sie sich so aussprechen lässt: 

Bewegt sich der Scheitel eines rechten Winkels auf einem Kreise, 
und läuft der eine Schenkel desselben durch einen festen Punkt, so um- 
hüllt der andere Schenkel eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem der feste 
Punkt innerhalb oder ausserhalb des Kreises liegt, und dieser Punkt ist 
ein Brennpunkt des Kegelschnitts. 

Von jedem Punkte des Kreises kommen zwei Tangenten an die 
Curve, er ist für beide Fusspunkt, aber für verschiedene Brennpunkte; 


“wird also ein Punkt des Kreises mit dem einen Brennpunkt verbunden, 


so ist die Senkrechte in ihm auf diesem Strahle eine der beiden Tan- 
genten. | 

Es seien F'Q und F, Q, die Perpendikel von F und F, auf dieselbe 
Tangente, FQ' das aus F auf die parallele Tangente, so liegen alle 
Fusspunkte auf dem Kreise. Nun ist, wegen der Symmetrie in Bezug 
auf den Mittelpunkt, F, Q, = — FO}; also FQ .F,Q, = — FQ. FQ'; 
FQ.FQ' ist aber die Potenz von F in Bezug auf den Kreis, also 
e—a = F} b; daher FQ.FQ, = + b= P, Somit haben wir 
den Satz: 

Das Rechteck aus den Abständen der Brennpunkte von einer Tan- 
gente des Kegelschnitts ist von constantem Inhalt für alle Lagen der 
Tangente, und zwar gleich dem Quadrate der halben Nebenaxe. 

Aus der Üongruenz der Dreiecke ROF, und FOR, folgt auch 
die Gleichheit der Winkel ORF, und OFR! oder OFP und OF P$; 
also ergiebt sich der schon für die Parabel gefundene Satz: 
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Von einem Brennpunkt des Kegelschnitts aus gesehen, erscheinen die 
Stücke auf zwei Tangenten von ihrem Schnittpunkt bis zu den Berührungs- 
punkten unter gleichem Winkel (oder Nebenwinkel), oder anders aus- 
gesprochen; der Strahl von einem Brennpunkt nach dem Schnittpunkt 
eines Tangentenpaares ist immer ein Halbirungsstrahl des Winkels 
zwischen den beiden von demselben Brennpunkte nach den Berührungs- 
punkten hingehenden Strahlen. 

Hieraus folgt wie bei der Parabel: 

Das von zwei festen Tangenten eines Kegelschnitts auf einer ver- 
änderlichen dritten Tangente abgeschnittene Stück erscheint, von einem 
Brennpunkt aus gesehen, immer unter demselben Winkel (oder Neben- 
winkel). Dieser Winkel ist insbesondere gleich demjenigen, unter 
welchem die Stücke auf den beiden festen Tangenten vom Schnitt- 
punkt bis zu den Berührungspunkten, aus demselben Brennpunkte ge- 
sehen, erscheinen. Und umgekehrt: 


Dreht sich ein Winkel von unveränderlicher Grösse um seinen festen 
Scheitel F, und begegnen die Schenkel x, x, zwei festen Geraden X, X, 
resp. in den Punkten x und x,, 50 hüllt die Verbindungslinie xx, einen 
Kegelschnitt ein, welcher die beiden Geraden Q, 2, berührt und den 
Punkt F zu einem seiner Brennpunkte hat. 


Die Strahlen x und x, beschreiben gleiche und gleichlaufende 
Strahlbüschel und x und y, projective Punktreihen; daher umhüllt gg, 
einen Kegelschnitt. 

Die Tangenten an ihn aus dem festen Punkte F sind die Doppel- 
strahlen jener Strahlbüschel; diese gehen nach den absoluten Punkten 
(Nr. 62); mithin ist F Brennpunkt (Nr. 138). 

Wir wollen noch eine allgemeine Eigenschaft des Kegelschnitts 
angeben, welche aus der Grundeigenschaft der Brennpunkte hervor- 
geht und eine analoge Entstehungsweise von Ellipse und Hyperbel 
liefert, wie wir sie bei der Parabel durch Brennpunkt und Leitlinie 
gefunden haben. Construiren wir nämlich auch hier die Polaren der 
beiden Brennpunkte und nennen dieselben die den Brennpunkten zu- 
gehörigen Leitlinien (Directricen) des Kegelschnitts, so stehen dieselben, 
wenn F, F, die Brennpunkte und M der Mittelpunkt des Kegelschnitts 
ist, in denjenigen beiden Punkten senkrecht auf der Hauptaxe, deren 


Abstand von M gleich = ist, weil der Fusspunkt zum zugehörigen 
[4 


Brennpunkte harmonisch ist in Bezug auf die Scheitel. Also treffen 
sie bei der Ellipse (a > c) die Axe ausserhalb -der beiden Brennpunkte, 
bei der Hyperbel (a < c) zwischen den beiden Brennpunkten. - 
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Es seien P und P' zwei Punkte des Kegelschnitts, s der Schnitt 
ihrer Sehne mit der zu F gehörigen Leitlinie 2, so sind sF und die 
Polare von s in der zu F gehörigen Involution conjugirt und daher 
rechtwinklig. Wegen der vier harmonischen Punkte auf sPP’' sind 
diese beiden Strahlen zu F'P und FP' harmonisch; mithin werden die 
Winkel der letzteren durch sF und die Polare halbirt. Wir haben 
wegen der Halbirung durch sF: 

BE PB 
PE P PR 
wo PQ, P'Q' die Lothe auf Q sind; also: 
Br BE 
PP 

Das Verhältniss der Entfernungen von einem Brennpunkt und seiner 
Leitlinie ist für alle Punkte eines Kegelschnitts das nämliche. 

Fällt der Punkt in einen der Scheitel, etwa den 5 zwischen Brenn- 
punkt und Leitlinie, so ist das Verhältniss, wegen der obigen Entfernung 


= const. 


der Leitlinie von M, gleich 2, die sogenannte numerische Excentrieität, 
die man auch mit e bezeichnet: das .Verhältniss der linearen Esxcen- 
trieität zur Hauptaxe. 

Jenes constante Verhältniss ist also gleich der numerischen Ex- 


centricität > e und deshalb bei der Ellipse < 1, bei der Hyperbel 


> 1. Bei der Parabel ist es = 1, wie wir oben gesehen haben. 

Wenn ein Punkt F, eine Gerade & und ein Verhältniss gegeben 
sind und jene als Brennpunkt und zugehörige Leitlinie genommen 
werden, so kann man sofort die Hauptaxe, ihre Scheitel, den Mittel- 
punkt und den andern Brennpunkt construiren, der Kegelschnitt ist 
eindeutig bestimmt. Alle seine Punkte haben das Entfernungsverhältniss, 
und keine anderen, 

In der That, es seien f der Fusspunkt der Leitlinie 2 und 8, S" 
die Scheitel, s, s’ ihre Tangenten; bei der Ellipse liegt F zwischen S 
und S’ und f ausserhalb jenseits S, bei der ee liegt f innerhalb 

EE WK 
f na 15" 
bei der Ellipse x auf der Hauptaxe jenseits f liegt, so ist Fr > fg; 


und F' ausserhalb jenseits S. Jedenfalls ist X —=e. Wenn nun 


also ist z > b > y Ei t zwischen f und 0 so ist Fr> FS, 
Fr FRESE 
ELIS, also £ Fi u 7 a liegt x jenseits S’, so ist £ r EST 


> Far, weil dies < 1. In allen diesen Fällen ist Fr >e.fr; d.h. 


also 


die Senkrechte auf der Hauptaxe in x wird von dem Kreise um F mit 
dem Radius e. fx nicht geschnitten. Wenn bei der Hyperbel x zwischen 
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S und f liegt, dann ist es wie vorhin; liegt er zwischen f und $', so 
ist A = ur > I weil dies nunmehr > 1 ist; wiederum ist in 
diesen Fällen Ft >e.fr. Auf den Parallelen zu X, welche im Falle 
der Ellipse ausserhalb des Parallelstreifens zwischen den Scheitel- 
tangenten s,s’ sich befinden, bei der Hyperbel in demselben, giebt es 
keine Punkte mit dem gegebenen Entfernungsverhältniss. Die andern 
Parallelen schneiden die Curve in zwei Punkten; wenn es überhaupt 
solche Punkte auf einer Parallelen zu % giebt, dann nur zwei, die 
Schnitte derselben mit einem gewissen Kreise. Folglich genügen nur 
die Punkte der Curve. Für die Parabel fällt die Untersuchung noch 
einfacher aus, und wir haben: 

Der Ort aller derjenigen Punkte, deren Abstände von einem festen 
Punkte und einer festen Gerade in einem gegebenen Verhältnisse stehen, 
ist ein Kegelschnitt, welcher den Punkt zu einem Brennpunkt und die 
Gerade zu der ihm zugehörigen Leitlinie hat; er ist Hyperbel, Parabel 
oder Ellipse, je nachdem das gegebene Verhältnis > 1,’ = 1 oder 
< Tist. 


§ 87. Das Normalenproblem. 


Die Aufgabe: „Aus einem beliebigen Punkte an einen Kegelschnitt 
eine Normale zu ziehen“ ist vom vierten Grade; sie lässt sich zurück- 
führen auf die später (§ 54) zu besprechende Fundamentalaufgabe: 
„Die Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte zu finden“, welche vier 
Lösungen hat, einschliesslich der etwa imaginären. Diese Zurück- 
führung ergiebt sich aus unserer Erzeugung des Kegelschnitts mittelst 
projectiver Gebilde in einfachster Weise und liefert die eleganten von 
Chasles gegebenen Constructionen ¥, welche wir hier einfügen. 

Es sei K®) ein allgemeiner Kegelschnitt (Ellipse oder Hyperbel) 
und P irgend ein Punkt; wenn 7 eine veränderliche Tangente von 
K®, t ihr Berührungspunkt und Mr die Parallele zu ihr durch den 
Mittelpunkt M ist, so sind Mt und Mr conjugirte Durchmesser des 
Kegelschnitts, welche bei der Bewegung, von T eine Involution be- 
schreiben, also zwei projective Strahlbüschel. Fällen wir aus P das 
Perpendikel auf die Tangente T oder die zu ihr parallele Mr und 
schneiden dies Perpendikel mit Mt in x, so wird bei der Bewegung 
von T der Punkt x einen Kegelschnitt beschreiben; denn Px durch- 
läuft ein Strahlbüschel, welches mit dem von Mr beschriebenen gleich, 
also mit dem von Mt beschriebenen projectiv ist. Dieser Kegelschnitt 


* Chasles, Traité des Sections coniques (Paris, 1862), n°. 219. 
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ist eine gleichseitige Hyperbel H®, die durch P und M geht, und 
deren Asymptoten den Axen des Kegelschnitts X@ parallel laufen; 
denn wird Mt die eine und also Mr die andere Axe von K®), so 
wird x unendlich fern auf der ersteren; und ebenso kommt der unendlich 
entfernte Punkt der zweiten Axe auf H®; da also die unendlich 
entfernten Punkte des Kegelschnitts H®) in zwei zu einander recht- 
winkligen Richtungen liegen, so ist er eine gleichseitige Hyperbel. 
Dieselbe wird näher noch bestimmt durch die Tangenten in M und P; 
ziehen wir den conjugirten Durchmesser zu PM, so ist das aus P 
auf denselben gefällte Perpendikel die Tangente in P; der Durch- 
messer, welcher zu dem auf MP senkrechten Durchmesser conjugirt 
ist, ist die Tangente in M. Wir kennen also eigentlich sechs Punkte 
der Hyperbel H?), wodurch sie mehr als bestimmt ist. 

Die gleichseitige Hyperbel H®) schneidet den Kegelschnitt K®) in 
solchen Punkten, welche die Lösung der Aufgabe liefern. Denn ein 
solcher Schnittpunkt x besitzt die Eigenschaft, dass Pæ senkrecht 
steht auf dem zu Mg conjugirten Durchmesser; da aber x auf dem 
gegebenen Kegelschnitt K®) selbst liegt, so steht Pæ senkrecht auf 
der Tangente in x, ist also eine Normale aus P an K®. Es giebt 
— indem das spätere Ergebniss (von $ 54) schon hier benutzt wird — 
vier Normalen aus P an die Curve K®, von denen eine gerade Anzahl 
(0, 2,4) imaginär sein kann. 

Die vorige Lösung bedarf einer geringen Modification für den 
Fall, dass der gegebene Kegelschnitt K® eine Parabel ist. Sei wiederum 
T eine beliebige Tangente derselben und ¢ ihr Berührungspunkt; so 
ziehen wir durch den gegebenen Punkt P die Parallele zur Leitlinie 
der Parabel, welche die Tangente 7 in s schneide. Der Höhenpunkt 
x des Dreiecks Pts ist der Schnittpunkt des Perpendikels aus P auf 7 
und desjenigen aus ¢ auf die Leitlinie; wir wollen nun den Ort des 
Punktes x bei der Bewegung der Tangente T ermitteln. Die Tan- 
genten T schneiden die unendlich entfernte Gerade Ga, welche selbst 
Tangente der Parabel ist, in einer Punktreihe, die projeetiv ist mit dem 
Parallelstrahlen-Büschel, welches die durch den veränderlichen Be- 
rührungspunkt f zu der Parabelaxe gezogenen Parallelen bilden, die 
sämmtlich durch den Berührungspunkt ft. von Ge gehen. Dieselbe 
Punktreihe auf Ge ist aber auch projeetiv mit dem von Pg be- 
schriebenen Strahlbüschel, weil Px auf T allemal senkrecht steht, 
dieser Strahlbüschel also nach einer ebenfalls auf @ gelegenen Punkt- 
reihe geht, welche zu jener involutorisch-projeetiv ist (mit ihr die In- 
volution I» bildet). Folglich ist. « der Schnittpunkt entsprechender 
Strahlen zweier projeetiver Strahlbüschel (P) und (ts), also Punkt 


’ 
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einer Hyperbel, die durch den unendlich entfernten Punkt der ge- 
gebenen Parabel geht. Es ist leicht, die Tangenten dieser Hyperbel 
in den Punkten P und ts zu bestimmen, d.h. die dem gemeinschaft- 
lichen Strahle Pt. in beiderlei Sinn entsprechenden Strahlen. Wird 
nämlich 7 die Scheiteltangente der Parabel, so ist das Perpendikel 
auf dieselbe Pts, folglich die Parabelaxe, das Loth aus dem Scheitel, 
in den ¢ fällt, auf die Leitlinie, die Tangente in t», die eine Asymp- 
tote der Hyperbel. Trifft ferner Pt» die Parabel in Z,, und ist 7, 
die Tangente der Parabel in {,, so wird das Perpendikel aus P auf 
T, die Tangente der Hyperbel im Punkte P sein. 

Kommt T nach Ge, so ist der Berührungspunkt t» der Schnitt- 
punkt (T, Gs) und conjugirt zu ihm in /„ ist der unendlich ferne 
Punkt der Leitlinie; nach diesem Punkte geht das Perpendikel aus P 
auf T in diesem Falle, also ist es parallel zur Leitlinie; während das 
Loth aus ¢ auf dieselbe mit t sich immer weiter entfernt und, wenn £ 
nach {» gekommen ist, mit Ge» sich vereinigt; der Schnittpunkt x 
wird also der unendlich entfernte Punkt der Leitlinie. Die unendlich 
fernen Punkte der Hyperbel liegen daher in den Richtungen der Axe 
und der Leitlinie; woraus folgt, dass sie eine gleichseitige Hyperbel 
sein muss. Sie ist durch drei Punkte: die beiden unendlich fernen 
und P, und die eine Asymptote, nämlich die Parabelaxe, und die Tan- 
gente von P vollständig bestimmt. 

Diese Hyperbel H®) schneidet die Parabel P@) ausser im unendlich 
fernen Punkte t» noch dreimal; ist x einer von diesen Punkten, so 
fällt er, da der Durchmesser «ti» nur einen endlichen Schnittpunkt 
mit P@ hat, mit ¢ zusammen; also ist Pt senkrecht auf T oder Nor- 
male von P®. Daher kommen von einem Punkte an eine Parabel 
drei Normalen, von denen jedoch zwei imaginär sein können. 

Das vorgelegte Problem lässt noch eine zweite Lösung zu, die 
auf folgender Betrachtung beruht: 

Es sei wieder ein allgemeiner Kegelschnitt K®) gegeben; ein 
Strahl Z drehe sich um P; der Pol p beschreibt eine Punktreihe auf 
der Polare & von P, welche zum Büschel (7) projeetiv ist (Nr. 102). 
Fällt man aus dem jedesmaligen p das Perpendikel auf den ent- 
sprechenden Strahl !, so wird dasselbe eine Parabel B@® umhüillen. 
Denn diese Perpendikel erzeugen auf Ge» die Punktreihe, welche mit 
der vom Büschel (/) eingeschnittenen die Involution J» bildet, also zu 
letzterer, zum Büschel und demnach auch zur Reihe der Pole p pro- 
jeetiv ist; und die Perpendikel sind die Verbindungsstrahlen ent- 
sprechender Punkte, umhüllen einen Kegelschnitt, der eine Parabel 
ist, weil der eine Träger die unendlich entfernte Gerade ist. 
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Wird } zu einer Axe von K® parallel, so fällt p auf die andere 
Axe und das Perpendikel ist diese. Die Parabel PO) berührt also die 
Axen von K®. Ferner sind auch die Axen der Involution, welche 
dem Punkte P in Bezug auf den Kegelschnitt K® zugehört, Tan- 
genten der Parabel; und da sowohl jene als auch diese Tangenten 
rechtwinklig sind, so sind P und der Mittelpunkt M des Kegelschnitts 
K“ Punkte der Leitlinie, PM also die Leitlinie der Parabel PO). 
Der Pol t des zu Q senkrechten Strahls durch P, welcher auf Q liegt, 
ist der Berührungspunkt der X, des Trägers der zweiten Punktreihe, 
mit P. Fällt man aus auf die Leitlinie PM das Perpendikel, vom 
Fusspunkt desselben wiederum das Perpendikel auf die Tangente X 
und verlängert letzteres um sich selbst bis F, dann ist F der Brenn- 
punkt der Parabel B® und diese mithin durch Leitlinie und Brennpunkt 
völlig bestimmt. 

Ist insbesondere eine Tangente der so construirten Parabel PO zu- 
gleich eine Tangente des Kegelschnitts K®, so kommt ihr die Eigen- 
schaft zu, dass das aus P auf sie herabgelassene Perpendikel die 
Polare eines ihrer Punkte ist, also nothwendig durch den Berührungs- 
punkt geht; ein solches Perpendikel ist daher eine Normale des Kegel- 
schnitts K®, die durch P geht. Es giebt also so viele Normalen aus 
P an den Kegelschnitt K®, als die beiden Kegelschnitte K® und PO 
gemeinschaftliche Tangenten haben, d.h. vier ($ 54). Die Berührungs- 
punkte dieser gemeinschaftlichen Tangenten mit dem Kegelschnitt K® 
sind die Fusspunkte der von P auf den gegebenen Kegelschnitt K®) 
herabzulassenden Normalen. 

Ist der gegebene Kegelschnitt K®) selbst eine Parabel, so fällt 
eine von den vier Lösungen des allgemeinen Falls fort, da zwei Parabeln 
die unendlich entfernte Gerade Ga» zur gemeinschaftlichen Tangente, 
mithin nur noch drei andere haben. Es gehen daher durch einen 
Punkt P nur drei Normalen einer Parabel. 

Zwischen den beiden im Vorigen enthaltenen Lösungen des Normalen- 
problems durch die gleichseitige Hyperbel H® und die Parabel PO) þe- 
steht ein naher Zusammenhang, der aus folgender Bemerkung hervorgeht: 

Sind Mt und Mr ein Paar conjugirter Durchmesser des Kegel- 
schnitts K®, und fällen wir aus P das Perpendikel auf Mr, welches 
Mt in æ trifft, so ist der Ort von x die gleichseitige Hyperbel H®. 
Construiren wir jetzt die Polare X von x in Bezug auf den Kegel- 
schnitt K®, indem wir die Pole von Px und Mx ermitteln. Der Pol 
von Mx oder Mt ist der unendlich entfernte Punkt der Gerade Mr, 
also ist die Polare von x parallel zu Mr oder senkrecht zu Pg. Der 
Pol von Px liegt auf der Polare von P; die Polare von x ist also 
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das Perpendikel X aus dem Pol von Pæ oder l auf diesen Strahl Pz; 
dies Perpendikel ist eine Tangente der oben betrachteten Parabel PO. 
Während der Punkt x die gleichseitige Hyperbel H® durchläuft, um- 
hüllt seine Polare X die Parabel R®, d. h.: 

Die gleichseitige Hyperbel H® und die Parabel PO sind Polar- 
figuren von einander in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt KO. 

Hiermit tritt nun der ganze Zusammenhang beider Lösungen noch 
deutlicher ans Licht. Da die gleichseitige Hyperbel H® durch den 
Mittelpunkt der Basis K® geht, so muss ihre Polarfigur B® die unendlich 
entfernte Gerade zur Tangente haben, also Parabel sein. Die Polaren der 
Schnittpunkte von H® und K sind die Tangenten in diesen Punkten 
von K@ und daher gemeinschaftliche Tangenten von B® und KO. 

Für die Parabel P lassen sich leicht noch einige andere Tan- 
genten angeben. Kommt p in einen der Schnitte von £ mit K®, so 
wird / die Tangente und das Perpendikel die Normale; P® berührt 
also die Normalen von K®) in den Schnitten a,b mit X. Es sei m 
die Mitte der Sehne ab, der Schnitt von & mit dem durch P gehenden 
Durchmesser von K®, welcher dem zu % parallelen eonjugirt ist; die 
Polare von m ist dann zu letzterem Durchmesser, also zu £ parallel. 
Die Parabel B® tangirt daher die Senkrechte auf & in der Mitte der 
Sehne ab. Wenn % einer Leitlinie von K® in ® begegnet, so ist 
die Polare von ® im zugehörigen Brennpunkt F senkrecht zu FW, 
andererseits geht sie durch P; FW ist das Loth aus $. Die Parabel 
PO berührt also auch die Perpendikel auf den Geraden PF, PF, in 
den Brennpunkten. Die oben erwähnten Axen der P zugehörigen 
Involution sind die Halbirungslinien der Winkel von PF und PF.. 

Wir haben nun sechs Tangenten von ®B®, welche fest bleiben, 
wenn K) in einen confocalen Kegelschnitt übergeht, P aber fest- 
gehalten wird, nämlich die beiden Axen, die eben genannten Halbirungs- 
linien und jene Perpendikel auf FP,F,P. Also bleibt auch die 
Parabel P fest, vier von diesen Tangenten bestimmen sie mit Go. 
Q verändert sich und umhüllt sie. 

Die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle Kegelschnitte mit denselben 
Brennpunkten umhüllen eine Parabel, welche die genannten sechs Geraden 
tangirt und den durch P gehenden Durchmesser zur Leitlinie hat. 


$ 38. Der Krümmungshalbmesser. Inhalt des Parabelsegments. 


Obwohl die Bestimmung des Krümmungshalbmessers eigentlich 


156 


nicht in das Gebiet von Untersuchungen deseriptiver Natur, mit denen : 


wir es vorzugsweise zu thun haben, gehört, so glauben wir doch eine 
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von Steiner angegebene Construction des Krümmungshalbmessers für 
den Kegelschnitt nicht unterdrücken zu dürfen, weil dieselbe zu den 
einfachsten und elegantesten gehört und wesentlich auf der Entstehung 
des Kegelschnitts durch projective Gebilde, insbesondere auf der Er- 
zeugung der Parabel durch ähnliche Punktreihen beruht. 

Unter dem Krümmungshalbmesser versteht man bekanntlich die- 
jenige Strecke auf der Normale einer Curve, welche von ihrem Fuss- 
punkte bis zu dem Schnittpunkte der unendlich nahen Normale reicht, 
und die Grenzlage des Schnittpunktes zweier unendlich naher Normalen 
heisst der Krümmungsmittelpunkt, der um ihn mit dem Krümmungs- 
halbmesser als Radius beschriebene Kreis der Krümmungskreis; er ist 
unter allen Kreisen, welche in dem Punkte der Curve dieselbe Tangente 
haben, derjenige, welcher sich ihr am nächsten anschliesst, sie in 
diesem Punkte zugleich berührt und schneidet, durch drei unendlich 
nahe Punkte der Curve geht. Der reciproke Werth des Krümmungs- 
halbmessers heisst die Krümmung oder genauer das Krümmungsmaass 
der Curve. 3 

Für den Kegelschnitt sind aus dieser allgemeinen Definition ver- 
schiedene Constructionen des Krümmungshalbmessers abgeleitet worden; 
diejenige, welche hier mitgetheilt werden soll, gilt für Ellipse und 
Hyperbel in gleicher Weise und modificirt sich nur wenig für den 
Fall der Parabel. Wir nehmen zunächst jenen allgemeinen Fall. Nach 
Nr. 126 1) trifft die Normale eines Punktes A der Ellipse die beiden 
Axen in zwei solchen Punkten A und ®, dass das Verhältniss der 
Abschnitte = = 5 constant ist und die beiden Schnittpunkte A und 
H auf derselben Seite von A liegen; bei der Hyperbel liegen die 


beiden Schnittpunkte auf entgegengesetzten Seiten vom Hyperbelpunkte, 
und das Verhältniss der Abschnitte 5 = — a ist ebenfalls constant 
(Nr. 129). Diese Eigenschaft der Normale zeigt unmittelbar in dem 
einen, wie in dem andern Fall, dass, wenn wir in zwei beliebigen 
Punkten A und A, die Normalen construiren, welche die Axen des 


è t A3 A? ; 
Kegelschnitts in A, Y und A, , Y, treffen, allemal nn a sein muss, 


B 4% 

dass also die beiden Normalen durch die Sehne AA, und die Kegel- 

schnittaxen ähnlich geschnitten werden, und hieraus folgt (Nr. 78): 
Die Normalen in zwei beliebigen Punkten eines Kegelschnitts, die 

Sehne derselben und die beiden Axen sind fünf Tangenten einer Parabel. 
Wenn wir nun den einen Kegelschnittpunkt A festhalten und den 

‘andern allmählich in den ersten hineinrücken, so wird die Sehne AA, 

in die Tangente für A übergehen, und die beiden zusammenfallenden 
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Normalen werden zu ihrem Schnittpunkt den Berührungspunkt mit 
derjenigen Parabel erhalten, welche Tangente und Normale, sowie 
die beiden Kegelschnittaxen berührt; wir haben also den Satz: 

Hat man in einem Punkte des Kegelschnitts Tangente und Normale 
construirt, so giebt es eine bestimmte Parabel, welche dieselben und die 
beiden Kegelschnittaxen berührt; der Berührungspunkt mit der Normale ist 
der Krümmungsmittelpunkt für den angenommenen Punkt des Kegelschnitts. 

Hieraus ergiebt sich eine sehr einfache Construction des Krümmungs- 
mittelpunktes, Tangente und Normale in A sind zwei rechtwinklige 
Tangenten dieser Parabel, und die beiden Kegelschnittaxen, welche 
sich im Mittelpunkte M schneiden, sind es ebenfalls, folglich ist MA 
die Leitlinie der Parabel und ihr Pol in Bezug auf die Parabel der 
Brennpunkt derselben. Da aber MA eine Diagonale des von den vier 
Tangenten der Parabel gebildeten Vierseits ist, so ist ihr Pol (Nr. 104) 
der Schnittpunkt der beiden andern Diagonalen, d.h. F = (AB! WB), 
worin nunmehr bei der Ellipse M, die Schnitte der Normale mit den 
Axen sind, A, B! diejenigen der Tangente, bei der Hyperbel um- 
gekehrt; damit die Figur 58 für beide Fälle benutzt werden kann. 
Der Krümmungsmittelpunkt ist leicht zu finden, da die Polare von A 
durch F geht und senkrecht auf AF stehen muss, zugleich aber die 
Normale des Kegelschnitts in dem 


gesuchten Krümmungsmittelpunkte Ns En 
(dem Berührungspunkte der Parabel) NN 
trifft; wir haben hiernach folgende AN 
Construction: PER, 

Treffen Tangente und Normale \ \ 
eines Punktes A des Kegelschnitts die | OR Rn 
eine Axe desselben in A und W, die M s Bi 
andere in B und DB", errichtet man in B SA i R 
dem Schnittpunkt (AB, WB) = F auf p ý N 


der Gerade AF die Senkrechte, so 
trifft dieselbe die Normale des Kegel- 
schnitts in dem Krümmungsmittel- 
punkte. 

Für die Ellipse ist also K, für 
die Hyperbel X! Krümmungsmittelpunkt. Die vier Punkte A, B, Ut, B! 
liegen so, dass jeder der Höhenpunkt des von den drei andern be- 
stimmten Dreiecks ist, und die drei Punkte A, M, F sind die Fuss- 
punkte der Höhen oder die drei Diagonalpunkte ihres vollständigen 


* Eine andere Construction des Krümmungskreises siehe $ 48, Ende. 
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Vierecks; aus der Aehnlichkeit der Dreiecke AFA und ABM folgt 


(absolut): AA AM 


AF A% 

Nun ist, wenn wir den Halbmesser MA = A setzen und das 

Quadrat des conjugirten Halbmessers + B? ist, für beide Fälle absolut 

ar 126, 129): AN. AS = P, 

also: B? 
Aferz 

Da aber FKK! senkrecht auf FA steht und der Winkel AKF, bezw. 

AK!F gleich ist dem spitzen Winkel zwischen den beiden conjugirten 

Halbmessern A und B, welchen wir mit @ bezeichnen wollen — MAB! 

bei der Ellipse, MAX bei der Hyperbel —, so ergiebt sich für den 
Krümmungshalbmesser r im Punkte A: 


oder AXX. AH = AM.AF. 


À B? 
r.snp= 


Benutzen wir die Relation I. in Nr. 123 für die conjugirten Durch- 
messer ÁB . sin g = ab, die ja, wenn B? und b? durch — B? und — b? 
ersetzt werden, auch für die Hyperbel gilt, so können wir den 
Krümmungshalbmesser auch so ausdrücken: 

B? 


Hieraus ergiebt sich für die Ellipse folgender Satz: 

Die Krümmungshalbmesser für zwei solche Punkte der Ellipse, welche 
Endpunkte zweier conjugirter Durchmesser sind, verhalten sich umgekehrt 
wie die Cuben dieser Durchmesser. 

Die Krümmungshalbmesser in den Scheiteln der Hauptaxe sind 


2 


= die in den Scheiteln der Nebenaxe der Ellipse Şi man erkennt 


leicht, dass der Krümmungsmittelpunkt eines von jenen Scheiteln dem- 
selben harmonisch zugeordnet ist in Bezug auf die beiden Brennpunkte. 


Die Benutzung der zweiten Relation für die conjugirten Durch- 
messer A? + B?= a? + b? (Nr. 124, 129) führt zu einer bemerkens- 
werthen Eigenschaft des Krümmungshalbmessers. 

Aus ihr folgt: 

a? +b? = A? + Ar sin g = A? — 24. cos (90° + g). 

Nun ist aber bei der Ellipse 90° + 9, bei der Hyperbel 90° — ọ 
der Winkel, den die nach aussen gezogene Normale mit dem Halb- 
messer MA bildet; denken wir uns mithin auf derselben die Strecke 


Au = aufgetragen, so ist: 
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Mu? = MA? + Au? — 2MA. Au . cos (90° + 9), 
Mu’ =a°+ b+ T 


also: 


welcher der Ort der Scheitel aller dem Kegelschnitte umgeschriebenen 
rechten Winkel ist; es muss daher derjenige Kreis, welcher um u 
mit dem halben Krümmungshalbmesser als Radius beschrieben wird, 
den Directorkreis rechtwinklig schneiden, weil die Summe der Quadrate 
ihrer Radien gleich dem Quadrate des Abstandes ihrer Mittelpunkte 
ist; wir erhalten hiernach folgende Eigenschaft des Krümmungshalb- 
messers: 

Wenn man von den Krümmungsradien eines gegebenen Kegelschnitts 
jeden nach entgegengesetzter Seite hin um sich selbst verlängert und über 
den Verlängerungen als Durchmessern die Kreise beschreibt, so schneiden 
alle diese Kreise den Directorkreis rechtwinklig. 

Bezeichnen wir den Directorkreis mit D®, so kommt es hiernach, 
um den Krümmungsradius für einen gegebenen Punkt A des Kegel- 
schnitts zu finden, nur darauf an, den Kreis zu construiren, welcher 
den Kegelschnitt in A berührt und D® rechtwinklig schneidet; wenn 
man den Durchmesser dieses Kreises über A hinaus um sich selbst 
verlängert, so erhält man den Krümmungshalbmesser seiner Grösse und 
Lage nach. Ist R der Radius von D®, so ist nach dem Obigen: 

pi- pA R; 
wenn das Perpendikel aus u auf MA den Fusspunkt u! hat, so 
ist auch: aW- aA Re, 

(u'M + R) (“`M — R) = w£’; 

also ist u! die Mitte zwischen dem Punkte A und dem Fusspunkt 
seiner auf MA senkrechten Polare in Bezug auf den Kreis D®; die 
Polare steht daher doppelt so weit von A ab, wie u!, trifft also Au 
in einem Punkte B, für welchen AB = 24u, d. h. gleich dem 
Krümmungshalbmesser ist. Mithin erhalten wir folgende Construction 
für den Krümmungshalbmesser: 

In dem Punkte A des Kegelschnitts errichte man die Normale, con- 
struire die Polare von A in Bezug auf den Directorkreis D®; sie treffe 
die Normale in B, dann ist AB gleich der Länge des Krümmungs- 
halbmessers, und die nach der entgegengesetzten Seite hin abgetragene 
Strecke AK = AB hat zu ihrem Endpunkt den Krümmungsmittelpunkt. 


also: 


* Steiner: „Ueber eine Eigenschaft der Krümmungshalbmesser der Kegel- 
schnitte“, Journal für Mathematik Bd. 30 8.271; Gesamm. Werke Bd. II S. 341. 
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Wir übergehen die geringe Modification, welche eintritt, wenn 
für den Fall der Hyperbel der Directorkreis D® imaginär ist (wo 
man sich dann des Directorkreises der conjugirten Hyperbel zu be- 
dienen und einen Kreis zu suchen hat, welcher von diesem im Durch- 
messer geschnitten wird). 

Wir kehren zu der Parabel von Nr. 156 zurück und nehmen in 
der Figur 58 AAY als Normale, also den Fall der Ellipse. Wir 
schneiden von den Tangenten dieser Parabel die Normale und die eine 
Axe mit der Tangente, der andern Axe und der Normale und haben: 


BA Mm T WA MB. 
SE ma C Ek m 
2 J ET ; MA MP! 
nun ist, weil MAB und MP, A, ähnlich sind, 79 — rya Oder 
W 1 
richtiger — sii , weil MA. MA und MB. MP! verschiedene Vor- 
zeichen haben; also: AVAN VE an 
MB Bp 


wo p der Fusspunkt des Loths aus M auf die Normale ist; ist daher 
U» der unendlich ferne Punkt der Normale, so hat man: 


(ABAK) = (ABpu.) = (BAuzp). 
Wenn demnach auf der Normale einer Ellipse (oder Hyperbel) 
die Involution construirt wird, in welcher der Fusspunkt der Mittel- 
punkt und die Schnitte mit den Axen eonjugirte Punkte sind, so ist 


in derselben der Krümmungsmittelpunkt dem Fusspunkte des Loths 
aus dem Mittelpunkte des Kegelschnitts auf die Normale conjugirt. 
Daraus folgt: AAW . AB = AK . Ap, oder r = Ty = = 

Wir wollen nun für die Parabel die entsprechende Construction 
des Krümmungshalbmessers ableiten. Hier lässt uns die Eigenschaft 
der Normale, dass das Verhältniss ihrer Abschnitte durch die Axen 
constant bleibt, im Stich, weil eine der Axen im Unendlichen liegt. 
An ihre Stelle tritt aber eine Eigenschaft der Normale der Parabel, 
welche unmittelbar aus der Entstehung derselben durch Brennpunkt 
und Leitlinie hervorgeht. 

Sei P ein beliebiger Punkt der Parabel (Fig. 59), deren Brenn- 
punkt F und Leitlinie Q ist, sei @ der Fusspunkt des aus P auf die 
Leitlinie gefällten Perpendikels, also: 


PQ = PF, 


so halbirt die Tangente in P die Strecke FQ und steht auf ihr senk- 
recht. Folglich ist die Normale in P parallel FQ; trifft daher diese 
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Normale die Parabelaxe in r, so ist Fr= QP oder, wenn p und O 
die Fusspunkte des Perpendikels aus P und der Leitlinie auf der Axe 
sind, Op = Fr; hieraus folgt, wenn wir das Stück pF auf beiden 
Seiten hinzufügen, OF = pr = const.; also: 

Das aus einem Punkte der Parabel auf die Axe gefällte Perpen- 
dikel und die Normale dieses Parabelpunktes schneiden auf der Axe eine 
Strecke von constanter Länge aus, welche gleich dem Abstande des Brenn- 
punktes von der Leitlinie ist. 

Construiren wir für einen zweiten Punkt P* der Parabel die 
Normale P!r! und das Perpendikel auf die Axe P!p!, so ist also pr 
= p'r!, oder pp! = rrt; trifft nun die Parabelsehne PP! die Axe in S 
und ist B der Gegenpunkt zu P auf dem Kreise PSr und s der Fuss- 
punkt des Lothes aus B auf die Axe, so ist Sp = sr. In B schneiden 
sich die Lothe, die in S auf SP, in.r auf rP errichtet sind. Um- 

ekehrt, wenn wir denjenigen Punkt s auf der Axe bestimmen, für 
welchen der Grösse und Lage 
nach sr = Sp ist, sodann in s 
auf der Axe und in S auf SP 
die Perpendikel errichten, so 
liegt der Schnittpunkt B der- i 
selben auch in demjenigen Per- | 
pendikel, welches in r auf rP 9------- 
errichtet wird. Da nun pp! = rrt, | 
also Sp! = srt, so folgt, dass | 
auch das in r! auf r!P! er- 
richtete Perpendikel durch den- 
selben Punkt B gehen muss. 
Es befinden sich also die vier f 


Fig. 59. 


Scheitel von rechten Winkeln 

S, s,r,rt in einer Gerade, und 

von den Schenkeln läuft je einer 

durch den festen Punkt B; die vier andern umhüllen daher eine 
Parabel (Nr. 145), welche B zum Brennpunkte und die Gerade Ss 
zur Tangente im Scheitel s hat; wir* haben demnach folgenden 
Satz: 

Die Normalen in zwei beliebigen Punkten einer Parabel, die Parabel- 
sehne zwischen denselben und die Parabelaxe sind vier  Tangenten einer 
bestimmten neuen Parabel, welche die Axe der ersten zur Scheiteltangente, 
ihren unendlich entfernten Punkt also in der rechtwinkligen Richtung. zu 
derjenigen hat, in welcher der unendlich entfernte Punkt der gegebenen 
Parabel liegt. 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 14 
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Dieser Satz entspricht vollständig dem oben für Ellipse und Hy- 
perbel aufgestellten; aus ihm geht die Construction des Krümmungs- 
halbmessers für jeden Punkt der Parabel hervor, wenn wir die beiden 
Normalen einander unendlich nahe rücken. Die Parabelsehne geht 
dann in die Tangente über, und der Schnittpunkt der beiden unendlich 
nahen Normalen, d. h. der Berührungspunkt mit der neuen Parabel 
wird der Krümmungsmittelpunkt, also: 

Hat man in einem Punkte der Parabel Tangente und Normale con- 
struirt, so giebt es eine völlig bestimmte neue Parabel, welche diese beiden 
Geraden berührt und die Parabelaxe zu ihrer Scheiteltangente hat; diese 
zweite Parabel berührt die Normale im Krümmungsmittelpunkt. 

Wenn zwei Tangenten und die Scheiteltangente gegeben sind, so 
ist die Parabel vollständig und eindeutig bestimmt; denn die Scheitel- 
tangente liefert den unendlich fernen Punkt der Parabel in senkrechter 
Richtung zu ihr; und wir haben dann vier Tangenten und den Be- 
rührungspunkt einer von ihnen, der Ge. Es geht dies aber auch 
daraus hervor, dass das in dem Schnittpunkte jeder Tangente mit der 
Scheiteltangente auf der ersteren errichtete Perpendikel durch den 
Brennpunkt geht und durch zwei solche Perpendikel der Brennpunkt 
bestimmt wird. 

Die Construction des Krümmungsradius für einen Punkt der 
Parabel ergiebt sich aus unserm Satze sehr einfach. Da nämlich die 
Tangente und Normale des gegebenen Parabelpunktes A zwei recht- 
winklige Tangenten der Hülfsparabel sind, so liegt A in der Leitlinie 
derselben; und da die in den Schnittpunkten von Tangente und Normale 
mit der Axe der gegebenen Parabel auf jenen errichteten Perpendikel 
sich in dem Brennpunkte B der Hülfsparabel schneiden, so wird AB 
durch die Axe der gegebenen Parabel halbirt. Der Halbirungspunkt 
ist aber der Brennpunkt F' dieser Parabel, weil er auch das Stück der 
Axe halbirt, welches durch Tangente und Normale ausgeschnitten 
wird; das in B auf BA errichtete Perpendikel trifft die Normale in 
dem gesuchten Krümmungsmittelpunkt K; denn BK ist die Polare 
von A für die Hülfsparabel. Also: 

Um für den Punkt A iner Parabel den Krümmungshalbmesser zu 
finden, construire man die Normale in A, verbinde A mit dem Brenn- 
punkt F und verlängere AF über F hinaus um sich selbst bis B, errichte 
in B auf AB das Perpendikel; sein Schnitt K mit der Normale ist der 
Krümmungsmittelpunkt und AK der Krümmungshalbmesser für den 
Parabelpunkt A. 

Das in F auf AF errichtete Perpendikel halbirt offenbar die 
Strecke AK; verlängern wir daher die Normale bis zum Schnittpunkt 


www.rcin.org.pl 


‘Der Krümmungshalbmesser. Inhalt des Parabelsegments. 211 


mit der Leitlinie und berücksichtigen die Eigenschaft der Parabel, 
dass AF gleich dem Abstande des Parabelpunktes A von der Leit- 
linie ist, sowie die Gleichheit der Winkel, welche die Normale mit 
dem Strahl nach dem Brennpunkte AF und der Parallelen zur Parabel- 
axe bildet, so folgt: 

Der Krümmungshalbmesser für einen Punkt A der Parabel ist doppelt 
so gross, als das Stück, welches auf der Normale von A aus durch die 
Leitlinie abgeschnitten wird, aber nach der andern Seite gerichtet. 

Dies befindet sich in Uebereinstimmung mit der oben (Nr. 157) 


angegebenen Eigenschaft des Krümmungshalbmessers für Ellipse und‘ 


Hyperbel; der dort mit D® bezeichnete Kreis geht bei der Parabel 
in die Leitlinie über. Der Mittelpunkt des Kreises, welcher die Parabel 
in A berührt und zu seinem Radius den halben Krümmungsradius 
hat, der von A aus auf der Normale der Parabel nach aussen ab- 
getragen wird, muss in der Leitlinie selbst liegen. Die Leitlinie 
schneidet daher alle solchen Kreise rechtwinklig. 

An diese Massbeziehungen möge die Bestimmung des Inhalts eines 
Parabelsegments angeschlossen werden. 

Von zwei Punkten ®,, $, einer Parabel seien (Fig. 60) auf die 
Leitlinie ! die Lothe ®,p,, Pa Po herabgelassen; wenn F' der Brennpunkt 
und © der Schnittpunkt der Tangenten in Fig. 60. 

PB, P, ist, so ist Sp, = SF=©p, Daher 9 
liegt der SR m des Lothes aus S '' 
auf / in der Mitte von p,p. Der Inhalt des 


Trapezes p, P, Papo ist (P, pı + PePe) - Pi Pe Ps 
= P pi . pm + Ppa . pem, also gleich eA 
doppelten Dreieckssumme p, 9, S + p P, ©. 
Nun ist p, P,G ~S SF, F, p PoS SSP, F; M 
daher : 

Trapez p, V P p = 2. Viereck FP, SP. 

Denken wir uns jetzt den Parabelbogen 

P,P, durch eine Reihe von Punkten erfüllt, 
von denen je zwei auf einander folgende „,- 
durch eine Sehne verbunden werden, so er- 
halten wir eine Reihe von Trapezen, deren Summe doppelt so gross ist 
als die einer Reihe von Vierecken, welche eine gemeinsame Ecke in F 
haben und von denen die zwei in F zusammenstossenden Seiten nach zwei 
benachbarten von jenen Parabelpunkten gehen, während die beiden andern 
die Tangenten in denselben sind. Geht man zur Grenze, so ergiebt sich: 


Pi Pa PR, =2F PX. 


14* 


www.rcin.org.pl 


212 Der Krümmungshalbmesser. Inhalt des Parabelsegments. 


Der Parabelsector FẸ, P, ist halb so gross als das zum Theil 
krummlinige Viereck, das von dem Parabelbogen ®,P,, den beiden 
Lothen P, p, BP, und der Leitlinie eingeschlossen wird. 

Zieht man dies von der obigen Gleichung ab, so erhält man: 


‚Segment P,P, = 2 . SER. 


vin Parabelsegment ist daher doppelt so gross als das theilweise krumm- 
linige Dreieck, das vom Bogen des Segments und den Tangenten der End- 
punkte eingeschlossen wird, und folglich gleich zwei Dritteln des gerad- 
linigen Dreiecks, das diese Tangenten mit der Sehne des Segments bilden. 

Daraus folgt wieder, dass das Segment ein Drittel des Dreiecks ist, 
das von der Sehne, der Tangente des einen Endpunkts und dem durch 
den andern gehenden Durchmesser eingeschlossen wird. 

In dieser Form hat Archimedes diesen schönen Satz ausge- 
sprochen.* 

Aus pP, P- Pe = 2P, FPS folgt: pP FR, P = 2(S P, F + SPF) 
+ PFP, oder PFEP: = p PF Pp — PPF + p Po FO) = p, Sp. 

Folglich ist das geradlinige Dreieck, welches den Brennpunkt und 
zwei Parabelpunkte zu Ecken hat, ebenso gross als dasjenige, dessen 
Ecken der Schnittpunkt der Tangenten dieser Punkte und die Fusspunkte 
der aus ihnen auf die Leitlinie gefällten Lothe sind. 

Sind bei drei Punkten ®,, P, P, die Tangentenschnitte ©,,, S13, Sg, 
so haben wir: 


2 2 N 
Segm. PP; = z PiP Si, Segm. PP; = F Pi Ps Sis, 
2 
Segm. P, P; = 3 Po Ps Sos, 
also, wenn ®, auf dem Bogen P,P, liegt: 
APP Po — Segm. PP; — (Segm. PP, + Segm. P, Ps) 
2 2 x x (Fi 
= 5 (PPs Sis — PP Si — Pe Po Sos) = 3 (WP Ps + Si S13 S23); 
daher: P, P Ps -=2 Se Ss Sos. 
Das Dreieck dreier Punkte einer Parabel ist doppelt so gross als 


das von ihren Tangenten eingeschlossene. 


* Archimedis Opera omnia, herausg. von Heiberg, Bd. II S. 293. — Vergl. auch 
Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie, Th. I, herausg. von Geiser, 
3. Aufl. § 21, wo der Beweis mehr in der Weise von Archimedes geführt wird. 
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Kegelschnittbüschel und Kegelschnittschaar. 


$ 39. Entstehung des Kegelschnittbüschels aus dem Strahlbüschel. 


Die in Nr. 73, 84 ausgeführte Untersuchung der Beziehung zwischen 161 
dem von vier Punkten eines Kegelschnitts gebildeten Viereck und dem 
von den vier Tangenten in diesen Punkten gebildeten Vierseit lässt er- 
kennen, wenn wir die vier Punkte festhalten und die Tangenten, von 
denen eine willkürlich angenommen werden kann, verändern, dass 
durch vier Punkte unendlich viele Kegelschnitte gehen, deren Gesamnt- 
heit gleich mächtig ist mit der der Strahlen, welche durch einen 
Punkt gehen. Denn jeder durch einen der vier Punkte gehende Strahl, 
als Tangente des Kegelschnitts aufgefasst, bestimmt denselben voll- 
ständig und eindeutig; die Tangenten in den andern drei Punkten 
sind dadurch (Nr. 84) mitbestimmt, und es giebt daher so viele Kegel- 
schnitte durch vier Punkte, als es Strahlen durch einen Punkt giebt. 
Die Gesammtheit der durch vier Punkte gehenden Kegelschnitte soll 
ein Kegelschnittbüschel heissen und die vier Punkte selbst die Grund- 
punkte (Mittelpunkte) des Büschels. Das Kegelschnittbüschel ist daher 
ein Gebilde von einfacher Unendlichkeit; hiergegen spricht scheinbar, 
dass durch einen in der Ebene der vier Grundpunkte willkürlich ge- 
wählten Punkt ein Kegelschnitt des Büschels vollständig und eindeutig 
bestimmt wird und die Ebene selbst eine doppelt unendliche Mannig- 
faltigkeit von Punkten enthält. Dieser Einwurf wird aber dadurch 
widerlegt, dass ein solcher durch fünf Punkte bestimmter Kegelschnitt 
zugleich unendlich viele andere Punkte enthält und jeder von ihnen, 
anstatt des fünften gewählt, immer wieder denselben Kegelschnitt 
hervorruft. Bei der Bewegung des fünften Punktes durch das ganze 
doppelt unendliche Gebiet der Ebene tritt also jeder Kegelschnitt des 
Büschels selbst einfach unendlich mal auf, und die sämmtlichen von 
einander verschiedenen Kegelschnitte des Büschels umfassen also nur 
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eine Mannigfaltigkeit von einfacher Unendlichkeit. Seien A, B, C, D die 
vier Grundpunkte des Büschels und ein beliebiger durch A gehender 
Strahl A die Tangente eines dem Büschel angehörigen Kegelschnitts, 
welcher dadurch vollständig bestimmt ist, so erhalten wir (Nr. 84) die 
Tangenten in B, C, D, indem wir die Diagonalpunkte des vollständigen 
Viereeks A BCD: 

(48B,0D=x, (AC,BD)=y, (4D, BO =z, 
und die Seiten dieses Diagonaldreiecks: 

| yz=X, zx= FY, ay=Z 
bestimmen; durch die Schnitte von A mit X, Y, Z gehen die Tangenten 
H, C, D von B,C, D. Drehen wir also den Strahl A um A, wodurch 
wir sämmtliche Kegelschnitte des Büschels erhalten, so drehen sich 
auch die Tangenten X, €, D um die resp. Punkte B,C, D und be- 
schreiben Strahlbüschel, welche perspectiv liegen mit demjenigen, 
welches X beschreibt; die perspectiven Durchschnitte sind die drei 
Diagonalen des vollständigen Vierecks der vier Grundpunkte des 
Büschels. Wir erhalten hieraus folgenden Satz: 

Die Tangenten an einem Kegelschnitte des Büschels in irgend zweien 
der vier Grundpunkte beschreiben, wenn der Kegelschnmitt das ganze Büschel 
durchläuft, zwei projective Strahlbüschel, welche perspectiv liegen und zu 
ihrem perspectiven Durchschnitt eine der drei Diagonalen des vollständigen 
Vierecks der vier Grumdpunkte haben. 

Hierdurch werden wir in den Stand gesetzt, das Kegelschnitt- 
büschel mit einem ebenen Strahlbüschel, einer geraden Punktreihe 
oder einem andern Kegelschnittbüschel in projeetive Beziehung zu 
setzen, so dass die Elemente der beiden Gebilde sich eindeutig ent- 
sprechen, indem wir zur Herstellung dieser Beziehung ein Strahlbüschel 
verwenden, welches von den Tangenten des Kegelschnittbüschels in 
irgend einem der vier Grundpunkte gebildet wird, und für jede Tan- 
gente dann den Kegelschnitt des Büschels setzen, welcher durch dieselbe 
eindeutig bestimmt ist. 

Die gleiche Mächtigkeit des Kegelschnittbüschels und des Strahl- 
büschels deutet darauf hin, dass ersteres aus dem letzteren unmittelbar 
hervorgehen kann, und in der That führt dazu folgende ebenso sinn- 
reiche, wie nützliche Betrachtung Steiner’s.* 

Denken wir uns B und B, als die Grundpunkte zweier Strahl- 
büschel, welche die Gerade A zu ihrem perspeetiven Durchschnitt 

* Ueber diese unter dem Namen „projeetiver Drehung“ von Steiner 
häufig angewendete Betrachtung vergl. F. August im Journal für Mathematik, 
Bd. 68 5. 239. 
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haben, so ist die projective Beziehung derselben vollständig bestimmt; 
‚die Verbindungslinie BB, enthält zwei zusammenfallende entsprechende 
Strahlen e und e. Verändern wir aber die Lage des perspectiven 
Durchschnitts X, indem wir denselben um einen festen Punkt P 
drehen, so haben wir für jede Lage von A eine neue Beziehung der 
beiden Strahlbüschel; die Strahlen e und e, sind immer entsprechend, 
ebenso die beiden Strahlen p und p,, welche von B und B, nach dem 
Punkte P gehen. Werden diese projectiven Beziehungen festgehalten, 
aber die perspective Lage aufgehoben dadurch, dass das eine oder 
beide Strahlbüschel um ihre Grundpunkte B und B, beliebig gedreht 
werden, so wird aus jeder Gerade X und dem Strahl BB, nunmehr 
ein Kegelschnitt, den die beiden nicht mehr perspectiv liegenden, aber 
projeetiv gebliebenen Strahlbüschel erzeugen. Alle diese Kegelschnitte 
haben zunächst die Punkte B und D,, die Grundpunkte der erzeugenden 
Strahlbüschel, gemein, ferner auch die Punkte e und p, in denen sich 
e und &, bezw. p und p, in den neuen Lagen schneiden, in die sie 
durch die Drehung gelangt sind. 

Die sämmtlichen auf diese Weise erzeugten Kegelschnitte gehen 
also durch vier feste Punkte B, B,,e,p, d.h. sie bilden ein Kegel- 
schnittbüschel mit vier Grundpunkten, und dieses ist aus dem von A 
beschriebenen Strahlbüschel hervorgegangen, indem jeder Strahl desselben 
zu einem Kegelschnitt wurde. Beide Gebilde sind also von gleicher 
Mächtigkeit.* 

Es leuchtet die Nützlichkeit dieser Betrachtung augenscheinlich 
ein, weil nun umgekehrt jedes Kegelschnittbüschel mit vier G@rund- 
punkten durch eine passende Drehung in ein Strahlbüschel verwandelt 
werden kann und hierdurch die Untersuchung der Eigenschaften des 
Kegelschnittbüschels wesentlich vereinfacht wird. Suchen wir zunächst 
zu ermitteln, wie sich die verschiedenen Gattungen von Kegelschnitten: 
Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln in dem Büschel vertheilen. 

Das Büschel B sei um den Winkel ð, das Büschel B, um ô, ge- 
dreht, wo ô und ô, auch dem Sinne nach gegeben sind. Es ist zu- 
vörderst ersichtlich, dass in dem Kegelschnittbüschel drei Geradenpaare 
(besondere Hyperbeln) vorkommen. Denn unter den durch P gehenden 
Strahlen A befindet sich einmal auch der Strahl PB; die beiden per- 
spectiven Strahlbüschel in B und B,, welche ihn zum perspeetiven 
Durchschnitt haben, sind in der eigenthümlichen Lage, welche wir 


* Lässt man die Gerade X das ganze doppelt unendliche Gebiet der Ebene 
durchstreifen, so erhält man, nach Aufhebung der perspectiven Lage, ein doppelt 
unendliches System von Kegelschnitten, die durch drei feste Punkte B,B,,e 
gehen. 
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ausgeartete Projectivität (Nr. 58) genannt haben, indem allen Strahlen 
des Büschels B, der einzige Strahl BP in dem Büschel B und allen . 
Strahlen des Büschels B der einzige Strahl B,B des Büschels B, ent- 
spricht; an dieser Besonderheit ändert die Drehung nichts; nach der- 
selben sind Bp und Be die singulären Strahlen und bilden das Er- 
zeugniss (Nr. 71), also ein Geradenpaar. In gleicher Weise wird aus 
dem besonderen durch B, gehenden Strahl Y ein Kegelschnitt, welcher 
sich in das Geradenpaar (B,p, Be) auflöst. Zwei besondere Strahlen, 
welche vor der Drehung mit der Verbindungslinie BB, in entgegen- 
gesetztem Drehungssinne die resp. Winkel ô und ô; bildeten und sich 
in einem Punkte & trafen, müssen nach der Drehung auf einander 
fallen; wir sehen hieraus, dass aus BB, und demjenigen Strahl X, 
welcher durch & geht, also Pe, ein Kegelschnitt wird, der wiederum 
in ein (eradenpaar zerfällt, weil die beiden ihn erzeugenden pro- 
jeetiven Strahlbüschel auch nach der Drehung perspectiv werden; 
folglich enthält das Kegelschnittbüschel noch ein drittes Geradenpaar 
(BB,, pe). . Aus allen übrigen Geraden A werden allgemeine Kegel- 
schnitte, und wir wollen nachsehen, welche von ihnen Hyperbeln, 
Parabeln, Ellipsen sind. 

Hierzu müssen wir diejenigen Punkte in der Ebene aufsuchen, 
welche nach der Drehung in die Unendlichkeit fallen; alle Punkte im 
Unendlichen der Ebene liegen auf der Gerade @„ und sind die Durch- 
schnittspunkte entsprechender Strahlen zweier gleicher und gleich- 
laufender Strahlbüschel, welche sich in perspectiver Lage befinden 
(Nr. 61). Vor der Drehung müssen zwei solche Strahlbüschel einen 
Kreis erzeugen (Nr. 74); alle Punkte dieses Kreises gehen also nach 
der Drehung in die Unendlichkeit, oder vielmehr die beiden diesen 
Kreis erzeugenden Strahlbüschel werden nach der Drehung perspeetiv 
und erzeugen das Geradenpaar (BB,, @»). Dieser Kreis, welchen wir 
kurzweg den „Drehkreis“ nennen wollen, ist leicht zu ermitteln; er 
geht durch die drei Punkte B, B, und e und ist durch dieselben be- 
stimmt; & ist aber derjenige Punkt, in welchem sich zwei Strahlen durch 
B und B, schneiden, welche nach der Drehung auf BB, zusammen- 
fallen. Hingegen ist e derjenige Punkt, in welchem sich zwei Strahlen 
(durch B und B, nach der Drehung treffen, welche vor der Drehung 
in dem Strahle BB, vereinigt waren; daher liegen e und e symmetrisch 
in Bezug auf die Gerade B B}. 

Aus einem Strahle X, welcher den Drehkreis in zwei reellen 
Punkten schneidet, ergiebt sich eine Hyperbel, weil die beiden Schnitt- 
punkte nach der Drehung in die Unendlichkeit fallen, aus einem 
Strahle X, welcher den Drehkreis berührt, eine Parabel und aus einem 
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Strahle A, welcher ihn nicht trifft, eine Ellipse. Ferner kommt unter 
den Strahlen X ein einziger vor, der durch den Mittelpunkt des Dreh- 
kreises geht; aus diesem wird eine gleichseitige Hyperbel, weil die 
unendlich entfernten Punkte derselben unter einem rechten Winkel 
erscheinen. 

Liegt daher der Punkt P ausserhalb des Drehkreises, so giebt es 
in dem Biüschel von Kegelschnitten unendlich viele Ellipsen, unendlich 
viele Hyperbeln und zwei Parabeln, welche die Ellipsen von den Hyperbeln 
trennen; unter den Hyperbeln kommt eine einzige gleichseitige vor. 

Wir heben einen besonderen Fall hervor. Die unendlich ferne 
Gerade Ga, als Strahl A, bewirkt in B und B, zwei gleiche und gleich- 
laufende Büschel, folglich geht sie nach der Drehung in einen Kreis 
über. Derselbe geht durch B, B, und e und ist daher in Bezug auf 
die Axe BB, symmetrisch zum Drehkreise. 

Liegt also P im Unendlichen, so gehört dieser Kreis zum Büschel, 
oder die vier Grundpunkte des Kegelschnittbüschels befinden sich auf 
einem Kreise; die Tangenten aus P an den Drehkreis sind parallel, 
ihre Berührungssehne erscheint also von B (oder B,) aus unter einem 
rechten Winkel. Aus diesen beiden Tangenten werden nach der Drehung 
zwei Parabeln, deren unendlich entfernte Punkte in zwei zu einander 
rechtwinkligen Richtungen liegen. Da auch umgekehrt der Schnitt- 
punkt zweier Tangenten des Drehkreises im Unendlichen liegt, wenn 
ihre Berührungssehne unter rechtem Winkel von B (oder B,) aus er- 
scheint, so schliessen wir: 

Wenn in einem Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten 
zwei Parabeln vorkommen, deren unendlich entfernte Punkte in zwei zu 
einander rechtwinkligen Richtungen liegen, so befinden sich die vier Grund- 
punkte des Büschels auf einem Kreise. 

Liegt P innerhalb des Drehkreises, so besteht das Büschel aus 
lauter Hyperbeln, unter denen sich eine gleichseitige findet; weil in diesem 
Falle alle durch P gezogenen Strahlen A den Drehkreis in zwei reellen 
Punkten treffen. Liegt endlich P auf dem Drehkreise selbst, so kommt 
in dem Büschel nur eine einzige Parabel (zwei zusammenfallende) vor, 
alle übrigen Kegelschnitte desselben sind Hyperbeln. Ist insbesondere 


der Punkt P gerade der Mittelpunkt des Drehkreises, so werden alle 


Kegelschnitte des Büschels gleichseitige Hyperbeln; es giebt also ein 
besonderes Kegelschnittbüschel, welches aus lauter gleichseitigen Hyperbeln 
besteht. 

Suchen wir die gewonnenen Resultate in der Weise umzugestalten, 
dass wir von dem Drehkreise absehen können und nur die das Kegel- 
schnittbüschel bestimmenden vier Grundpunkte als gegeben annehmen. 
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Lassen wir zu diesem Behuf den Punkt P alle möglichen Lagen an- 
nehmen. 

Der Punkt p ergiebt sich aus dem Punkte P, indem die Strahlen 
BP und B,P um die Winkel ô und ô im vorgeschriebenen Sinne 
gedreht und in der neuen Lage geschnitten werden. Die Fläche des 
Drehkreises wird (Fig. 61a) durch das Dreieck BB, e in vier Stücke ge- 
theilt, das Innere des Dreiecks und die drei Segmente über den Seiten. 
Das Dreieck BB, e hingegen theilt die Ebene in sieben Räume (Fig. 61b), 
die vier mit (A) bezeichneten „hyperbolischen“ und die drei mit (e) be- 
zeichneten „elliptischen“. Man lege P nach und nach in einen der 
vier Theile des Drehkreises, so wird p in einen der Räume (h) fallen; 


Fig. 61. 


liegt hingegen P ausserhalb des Drehkreises, so fällt p in einen der 
Räume (e), wobei wir uns natürlich Fig. b) auf a) gelegt denken 
müssen. Es genüge ein Beispiel; P liege in dem Segmente über Be, 
so bringt die Drehung um ò den Strahl BP zwischen den Strahl ß 
durch B, welcher mit der Tangente BT den Winkel ô bildet, und den 
Strahl BB, die Drehung um ô; den Strahl B,P zwischen B,B 
und B,e. Nun ist 8 parallel zu 5B,e. Der Schnittpunkt p kommt in 
den Scheitelwinkel von DB,e zu liegen, einen der mit (h) bezeichneten 
Räume, so lange eben P innerhalb des Kreises liegt. 

Befindet sich nun der vierte Grundpunkt p des Büschels in einem 
der drei elliptischen Räume, so liegen die vier Grundpunkte so, dass 
jeder sich ausserhalb des von den drei andern gebildeten Dreiecks be- 
findet: sie bilden ein convexes Viereck; liegt dagegen p in einem der 
vier hyperbolischen Räume, so haben die vier Grundpunkte die 
charakteristische Lage, dass einer innerhalb des von den drei andern 
gebildeten Dreiecks sich findet: sie bilden ein concaves Viereck. 

Wenn ein beliebiges Kegelschnittbüschel mit den Grundpunkten 
B, B,,e,» vorliegt, so hat man die Büschel um zwei derselben, B, B, 
so zu drehen, dass die Strahlen nach einem dritten Grundpunkte, Be 
und B,e, in den Verbindungsstrahl BB, fallen, um die frühere Lage 
zu erreichen, in der Perspectivität stattfindet und statt allgemeiner 
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Kegelschnitte Geradenpaare erzeugt werden, welche aus BB, und den 
verschiedenen Strahlen A eines Büschels P bestehen. P ergiebt sich 
durch diese Rückdrehung aus p. Also schliessen wir auf folgenden 
Satz: 

Wenn die vier Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels so liegen, dass 
jeder ausserhalb des von den drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet 
(d.h. wenn sie ein convexes Viereck bilden), so zerfallen die Kegel- 
schnitte des Büschels in eine Reihe von Ellipsen, eine Reihe von Hyperbeln 
und zwei Parabeln, welche die Uebergänge von der einen Reihe zur andern 
bilden; unter den Hwyperbeln befinden sich eine einzige gleichseitige und 
drei Geradenpaare. Wenn dagegen die vier Grundpunkte des Kegel- 
schnittbüschels so liegen, dass einer innerhalb des von den drei andern 
gebildeten Dreiecks sich befindet (d.h. wenn sie ein concaves Viereck 
bilden), so besteht das Büschel aus lauter Hyperbeln; unter ihnen befinden 
sich ebenfalls eine einzige gleichseitige Hyperbel und drei Geradenpaare. 

Wir wollen die Lage der vier Grundpunkte, sowie auch die Vier- 
ecke im ersten Falle elliptisch, im zweiten hyperbolisch nennen. 


Im zweiten Falle kann insbesondere der Punkt p so liegen, dass 
alle Hyperbeln des Büschels gleichseitig sind, wenn nämlich P gerade 
der Mittelpunkt M des Drehkreises ist. Es ist leicht zu erkennen, 
welche Lage die vier Grundpunkte des Büschels zu einander haben 
müssen, damit dieser specielle Fall eintrete. Wenn alle Kegelschnitte 
des Büschels gleichseitige Hyperbeln sind, so gilt dies auch für die 
drei Geradenpaare, sie bestehen also aus zwei zu einander rechtwinkligen 
Geraden; dass aber pe _L BB, Be L Bip, Bp L B,e, bedeutet, dass 
einer und infolge dessen jeder von den vier Grundpunkten der Höhen- 
punkt des Dreiecks der drei andern ist. 

Und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so sind alle drei Geraden- 
paare rechtwinklig, die Schnitte der entsprechenden Geraden A mit 
dem Drehkreise werden aus B oder B, unter rechtem Winkel gesehen, 
P fällt in den Mittelpunkt M.* Wir können also folgenden Satz 
aussprechen: 

Wenn die vier Grundpunkte. eines Kegelschnittbüschels so liegen, 
dass einer und infolge dessen jeder der Höhenpunkt des von den drei 
andern gebildeten Dreiecks ist, so besteht das Büschel aus lauter gleich- 
seitigen Hyperbeln, von denen drei besondere die drei Paare zu einander 
rechtwinkliger Gegenseiten dieses vollständigen Vierecks sind. 


* Der Leser möge sich überzeugen, dass der Mittelpunkt M des Drehkreises 
durch die beiden Drehungen in den zweiten Schnitt m von ge mit diesem Kreise 
kommt und dadurch Höhenpunkt von BB, e wird (Fig. 61a). 
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Einem Dreiecke sei eine gleichseitige Hyperbel umgeschrieben; 
dann giebt es in dem Büschel gleichseitiger Hyperbeln, welche durch 
die drei Ecken des Dreiecks und seinen Höhenpunkt gehen, eine, die 
durch den einen unendlich fernen Punkt jener Hyperbel geht; weil sie 
gleichseitig ist, so geht sie auch durch den andern; also sind beide 
Hyperbeln identisch, da sie fünf Punkte gemeinsam haben. Mithin 
ergiebt sich: 

Alle gleichseitigen Hyperbeln, welche demselben Dreieck umgeschrieben 
sind, gehen gleichzeitig durch den Höhenpunkt dieses Dreiecks. 

Hieraus folgt eine Eigenschaft der gleichseitigen Hyperbel, welche 
eine gewisse Analogie mit einer bekannten Eigenschaft des Kreises 
darbietet: 

Begegnet von zwei zu einander rechtwinkligen Strahlen, welche sich 
in o schneiden, der eine einer gleichseitigen Hyperbel in den Punkten a 
und at, der andere in b und bt, so ist immer 

oa. oat -F ob. obt =0; 


d.h. es ist das Product der Abschnitte auf dem einen Schenkel des rechten 
Winkels gleich dem Product der Abschnitte auf dem andern; aber die 
Schnittpunkte liegen so, dass zwei auf derselben Seite von o sich befinden 
und die beiden andern auf entgegengesetzten Seiten von o; denn die vier 
Punkte a, at, b, b! liegen immer so, dass jeder der Höhenpunkt des 
von den drei andern gebildeten Dreiecks ist, und o ist der Fusspunkt 
der einen Höhe.” 

Das Büschel gleichseitiger Hyperbeln, welche einem Dreieck um- 
geschrieben sind und zugleich durch den Höhenpunkt des Dreiecks 
gehen, besitzt unter andern folgende bemerkenswerthe Eigenschaft, 
welche, als besonderer Fall einer später zu erweisenden allgemeinen 
Eigenschaft, schon hier vorausgeschickt werden mag. 

Das von den drei Ecken des Dreiecks und dem Höhenpunkt ge- 
bildete vollständige Viereck hat zu seinem Diagonaldreiecke vyz das 
von den drei Fusspunkten der Höhen gebildete Dreieck. Dieses 
Dreieck xyz ist ein Polardreieck für alle Kegelschnitte des Büschels 
(Nr. 104); der um dasselbe gelegte Kreis muss (Nr. 133) die Director- 
kreise aller Kegelschnitte des Büschels rechtwinklig schneiden; für eine 
gleichseitige Hyperbel reducirt sich der Direetorkreis auf einen Punkt 
(Nr. 131), und ein Kreis, der einen Punktkreis rechtwinklig schneidet, 


* Zu dieser Eigenschaft der gleichseitigen Hyperbel fügen wir folgende 
ähnliche: Schneiden zwei Geraden, die zu conjugirten Durchmessern der gleich- 
seitigen Hyperbel parallel sind, diese in « und a!, b und b! und einander in o, 


Rt: oa.oa!+ob.ob!=0. 
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geht durch diesen Punkt; also muss der um æyz gelegte Kreis die 
Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln des Büschels enthalten. 
Dieser Kreis geht durch die drei Höhenfusspunkte, als die Mittelpunkte 
der drei Geradenpaare des Büschels, und schneidet jede der sechs 
Seiten noch einmal; für die zugehörigen Hyperbeln sind die Seiten dann 
Durchmesser und die Schnitte ihre Mittelpunkte; demnach haben wir: 

Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche einem Dreieck 
umgeschrieben werden können, liegen auf dem Kreise, der durch die 
Fusspunkte der Höhen, die Mitten der Seiten und die Mitten der drei 
Abschnitte auf den Höhen zwischen Ecke und Höhenpunkt geht (Feuer- 
bach’s Kreis, Neunpunktkreis). Die Eigenschaft, dass die genannten 
neun Punkte auf einem Kreise liegen, ist aus den Elementen bekannt.* 

Im Anschluss an das Ergebniss von Nr. 164 wollen wir die Frage 
vornehmen, wann fünf Punkte eine Ellipse oder Hyperbel bestimmen. 

Wir nehmen zunächst vier von den fünf Punkten 1,2,3,4 in 
hyperbolischer Lage und zwar 4 in dem Innern des Dreiecks 123; die 
sechs Seiten des Vierecks 1234 theilen die Ebene in 18 Räume und 
zwar sechs im Innern von 123, je zwei in den Scheitelwinkeln dieses 
Dreiecks und je zwei in den Aussenräumen an den Seiten. Wenn der 
Punkt 5 in einem der sechs Aussenräume liegt, so sind drei von den 
Vierecken 1235, 1245, 1345, 2345 elliptisch, eins hyperbolisch; liegt 5 
aber in einem der 12 übrigen Räume, so ist nur eins elliptisch und 
drei sind hyperbolisch. 

Wenn hingegen 1,2, 3, 4 elliptische Lage haben, so bilden sie ein 
convexes (einfaches) Viereck, in welchem sich vier von den 18 Räumen 
befinden; in jedem der Scheitelwinkel desselben liegen zwei Räume; 
sodann haben wir an den Schnittpunkten der Gegenseiten dieses Vier- 
ecks zwei weitere Winkelräume, in deren Scheitelwinkeln das Viereck 
sich befindet; die vier übrigen Räume liegen an den Seiten des Vier- 
ecks. Fällt 5 in einen der 12 Räume von den beiden ersten Arten, 
‚so sind von den vier Vierecken 1235, 1245, 1345, 2345 zwei hyper- 
bolisch und zwei elliptisch; liegt er in einem der beiden Räume der dritten 
Art, so sind alle hyperbolisch, und wenn in einem der vier Räume der 
vierten Art, dann sind alle elliptisch. Nehmen wir nun das Viereck 1234 
hinzu, so sehen wir, dass unter den fünf Vierecken 1234,1235,1245,1345, 
2345 sich 1,3, 5 elliptische und 4, 2,0 hyperbolische befinden, elliptische 
also jedenfalls vorhanden sind. Man nehme daher ein elliptisches ABCD; 
in dem ihm wumgeschriebenen Büschel giebt es zwei reelle Parabeln, und 


* Vergl. J. Steiner: Die geometrischen Constructionen, ausgeführt mittelst 
der geraden Linie und eines festen Kreises, Berlin 1833, S. 53; Gesammelte Werke 
Bd. I 8.491; H. Schröter, Mathem. Annalen Bd. 7 S. 517. 
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die Ebene zerfällt durch diese in vier Räume: den Raum ausserhalb 

beider Parabeln, zwei Räume ausserhalb der einen und innerhalb der 
andern, den Raum innerhalb beider. Durch die unendlich fernen 
Punkte, die dem ersten Raume angehören, geht jederzeit eine Hyperbel, 
und da der Uebergang von Ellipsen zu Hyperbeln nur durch die Parabeln 
stattfindet, so ergiebt sich: Der durch A, VY, C, D, € bestimmte Kegel- 
schnitt ist Hyperbel, wenn der fünfte Punkt & ausserhalb oder innerhalb 
der beiden Parabeln, er ist Ellipse, wenn er ausserhalb der einen und 
innerhalb der andern liegt. * 


$ 40. Charakteristische Eigenschaft des Kegelschnittbüschels 

und einige Folgerungen aus derselben. 

Die in dem vorigen Paragraphen gegebene Entstehungsweise des 
Kegelschnittbüschels führt zu einer charakteristischen Eigenschaft des- 
selben. 

Es seien B, B,,e,p die Grundpunkte des Büschels und X eine 
beliebige Gerade (Transversale); so haben wir um B, B, zwei perspec- 
tive Strahlbüschel, für welche Q der perspective Durchschnitt ist, und 
dann für jeden Kegelschnitt des Büschels zwei projective Strahlbüschel, 
die ihn erzeugen. Drehen wir dann alle Paare von projectiven Strahl- 
büscheln so um die Grundpunkte B, B,, dass Be und P,e zusammen- 
fallen, so wird aus dem Kegelschnittbüschel ein Strahlbüschel (WA) um 
den Grundpunkt P; aus der Gerade X wird aber ein Kegelschnitt KO, 
da die beiden vor der Drehung perspectiven Strahlbüschel, welche Q 
hervorruft, jetzt nicht mehr perspectiv liegen. Die beiden Schnittpunkte 
x und & irgend eines Kegelschnitts K® des Büschels mit der Trans- 
versale 2 gehen daher in die Schnittpunkte x', £! eines Strahles A mit 
dem Kegelschnitt R über; lässt man nun A das ganze Strahlbüschel 
um P durchlaufen, so beschreiben nach einem in Nr. 110 bewiesenen 
Satze Bat und BẸ! (oder auch B xt und B,$') eine Involution, welche 
also auch vor der Drehung eine Involution gewesen sein muss; die 
Strahlenpaare derselben schneiden & in den Punktepaaren x, &, welche 
also auch eine Involution bilden; und wir erhalten den allgemeinen Satz: 

Jede Gerade in der Ebene eines Kegelschnittbüschels wird von den 
Kegelschnitten desselben in den Punktepaaren einer Imwolution getroffen ™* 


* Möbius, Barycentrischer Calcul $ 255 (Gesammelte Werke Bd. I S. 330). 

** Dass drei durch dieselben vier Punkte gehende Kegelschnitte eine Trans- 
versale in drei Punktepaaren in Involution schneiden, hat Charles Sturm (1803—1855) 
zuerst bemerkt (Gergonne’s Annales de Mathématiques Bd. 17 S. 180). Für einen 
Kegelschnitt und zwei Geradenpaare (die Gegenseitenpaare eines eingeschriebenen 
Vierecks) kannte es schon Desargues (Nr. 38). 
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Einen speciellen Fall dieses Satzes haben wir bereits in Nr. 51 
bewiesen; wir erhalten denselben, wenn wir aus dem Kegelschnitt- 
büschel die drei Geradenpaare herausnehmen. Die dort (Nr. 52) ge- 
fundene Bedingung, wann die Involution elliptisch und wann sie hyper- 
bolisch ist, kommt uns hier zu statten: 

Wenn die vier Grundpunkte des Büschels die elliptische Lage haben, 
d. h. so gelegen sind, dass jeder sich ausserhalb des von den drei andern 
gebildeten Dreiecks befindet, so ist die Imvolution auf der Transversale 
hyperbolisch oder elliptisch, je nachdem eine gerade oder eine ungerade 
Anzahl von Grundpunkten zu beiden Seiten der Transversale liegt. Liegen 
dagegen die vier Grundpunkte hyperbolisch, d. h. so, dass einer von ihnen 
in dem von den drei andern gebildeten Dreieck enthalten ist, so findet 
das Umgekehrte statt. 

Aus dieser Involutionseigenschaft des Kegelschnittbüschels leiten 
wir für die Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit den Seiten eines 
Dreiecks eine bemerkenswerthe Beziehung ab. Das Dreieck sei ABE 
und die Schnitte von BE, CA, AB mit dem Kegelschnitte (die wir 
zunächst reell annehmen) seien a, a; D, bi; c,c,. Schneiden wir BE 
mit dem Kegelschnitte und den zwei Geradenpaaren (AB, AC), (be, bc) 
des Büschels (b cc), so sind BG, aa, und dd, in Involution, wo 
(BC, bc) =d, (BHC, ba) =b. Also ist nach Nr. 40: 

Ba. Ba, BD. BD. 
Ca.Ca, &h.EH, - 
durchschneiden wir aber AYE mit bcd und b,c,d,, so ist nach dem 
Satze von Menelaus (Nr. 54): 
DO Ch A 5 Bd Ch Arc _ 
Cd Ab Be Cb Mb, Be 
Bd, 


setzt man die hieraus sich ergebenden Ausdrücke für 2 und AN in 
1 


1; 


die vorhinige Beziehung ein, so erhält man: 


È Ba.Ba,.Ch.Ch,.Ac.Ac, _ 
Ca. Caj. AD. AD, . Be. Be 

Wenn also ein Kegelschnitt von den Seiten BE, CA, AB eines 
Dreiecks in den Punkten a, à; b, b; c,c, geschnitten wird, so gilt diese 
Beziehung 1. 

Dieser Satz rührt von Carnot her und wird nach ihm benannt. 

Die Eigenschaft des Kegelschnittbüschels, jede Transversale in 
einer Involution zu schneiden, lässt sich so umkehren: 

Alle Kegelschnitte, welche durch drei feste Punkte und ausserdem 
durch je zwei conjugirte Punkte einer gegebenen Inmwolution gehen, laufen 
noch durch einen vierten festen Punkt und bilden also ein Kegelschnittbüschel. 
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Denken wir uns nämlich diese Kegelschnitte durch Paare von 
projectiven Strahlbüscheln erzeugt, welche in zwei von den drei festen 
Punkten B, B,,e, etwa in B und B,, ihre Grundpunkte haben, und 
auch die Gerade £, welche der Träger der gegebenen Involution ist, 
durch zwei perspective Strahlbüschel in B und B, erzeugt, und drehen 
das ganze Gebilde so, dass Be und D,e auf einander fallen, so werden 
aus sämmtlichen Kegelschnitten Geraden und aus X ein Kegelschnitt RO, 
Diese Geraden müssen aber alle durch einen festen Punkt P laufen, 
weil die Strahlenpaare von B (oder B,) nach den Schnittpunkten jeder 
solchen Gerade mit dem Kegelschnitt RO) eine Strahlinvolution bilden 
(Nr. 109); folglich müssen auch die Kegelschnitte durch einen vierten 
festen Punkt p laufen, aus dem jener Punkt P durch die Drehung 
sich ergiebt. 

Die obige Eigenschaft des Kegelschnittbüschels führt uns zur 
Lösung der Aufgabe: „Einen Kegelschnitt zu constrwiren, welcher durch 
vier gegebene Punkte geht und eine gegebene Gerade zur Tangente hat“, 

Die Kegelschnitte durch die vier Punkte rufen auf der Gerade 
eine Involution hervor; ihre Doppelpunkte sind Berührungspunkte von 
Kegelschnitten des Büschels mit der Gerade. 

Die Aufgabe lässt also zwei Lösungen zu, und wir sind im Stande, 
nicht allein aus der Lage der vier Punkte zu der Gerade über die 
Realität dieser Lösungen zu entscheiden, sondern auch die beiden 
Kegelsehnitte, wenn sie reell sind, selbst zu construiren, indem wir 
in jedem der Doppelpunkte einer bekannten Involution, die wir zu 
ermitteln wissen, wenn sie reell sind (Nr. 38), zu den vier Punkten 
noch ein fünfter tritt. | 

Die Involution wird durch die Schnittpunkte zweier Gegenseiten- 
paare des von den vier gegebenen Punkten gebildeten vollständigen 
Vierecks bestimmt. 

Hieran knüpft sich die aus derselben Eigenschaft des Kegelschnitt- 
büschels herzuleitende Lösung der Aufgabe: „Einen Kegelschnitt zu 
construiren, welcher durch drei gegebene Punkte geht und zwei gegebene 
Geraden zu Tangenten hat.“ 

Lässt man von den vier Grundpunkten eines Kegelschnittbüschels 
zwei zusammenfallen und die beiden andern auch zusammenfallen, so 
erhält man ein Büschel, dessen Kegelschnitte sich alle in denselben 
beiden festen Punkten berühren; die Tangenten in diesen beiden 
gemeinschaftlichen Berührungspunkten nehmen die Stelle eines der 
drei Geradenpaare aus dem Büschel ein, die beiden andern sind in eins 
zusammengefallen, und die beiden Geraden dieses Paares haben sich 
wiederum in der Berührungssehne der Kegelschnitte des Büschels 
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vereinigt. Man erkennt dies leicht, wenn man sich diesem Falle des 
Zusammenrückens von zweimal zwei Grundpunkten nähert. Die Invo- 
lution, in der ein derartiges Büschel von einer Transversale geschnitten 
wird, ist hyperbolisch; wir können sofort einen reellen Doppelpunkt 
angeben, den Schnitt mit der Berührungssehne, d. i. mit einem Geraden- 
paar, dessen Geraden sich vereinigt haben. Das gemeinschaftliche 
Tangentenpaar trifft ausserdem die Transversale in zwei conjugirten 
Punkten der Involution; wir schliessen hieraus für einen Kegelschnitt 
des Büschels: Ein Tangentenpaar eines Kegelschnitts, dieser selbst und 
die Berührungssehne treffen irgend eine Transversale in zwei Punkte- 
paaren aœ, bf und einem Punkte g; g ist der eine Doppelpunkt der- 
jenigen Involution, von welcher a« und bß zwei Paare conjugirter 
Punkte sind. Diese Eigenschaft, die auch aus den Polarbeziehungen 
des Kegelschnitts abgeleitet werden kann,* löst die vorgelegte Aufgabe. 

Seien nämlich £, Q, die beiden gegebenen Geraden, welche den 
gesuchten Kegelschnitt berühren, und A, B, C die drei Punkte, durch 
welche er gehen soll, so ziehe man AB, merke die Schnittpunkte y,7, 
dieser Gerade mit den gegebenen £, Q; durch die Paare AB und yy, 
eonjugirter Punkte wird eine Involution bestimmt, deren Doppel- 
punkte ermittelt werden; sie seien g und k. Ebenso seien ß,ß, die 
Schnitte von AC mit Q, Q, und g', h! die Doppelpunkte der durch AC 
und ff, bestimmten Involution. Die Verbindungslinie zweier Doppel- 
punkte aus dem einen und dem andern Paar muss jede der beiden 
Geraden & und Q, in zwei solchen Punkten treffen, welche die Be- 
rührungspunkte eines durch A, B, © gehenden und %,%, berührenden 
Kegelschnitts sind. Da aber die Punkte g,h mit den g',h' auf vier 
Arten verbunden werden können, nämlich durch die Geraden gg', hh', 
gh', hg‘, so giebt es vier Kegelschnitte, welche durch drei gegebene Punkte 
gehen und zwei gegebene Geraden berühren. 

Bestimmen wir die Schnittpunkte «, «, von BC mit den Geraden 
£, £, und ermitteln die Doppelpunkte g", 4 der durch die Punkte- 
paare BC und ««, bestimmten Involution, so müssen dieselben auf den 
vorhin gefundenen vier Geraden liegen, weil die gesuchten Kegelschnitte 
durch diese schon vollkommen bestimmt sind. Die Punkte g", W' sind 
die beiden übrigen Schnittpunkte (gg, hh') und (gh', hg’) der vier 
Geraden und alle sechs Punkte g,...MW' die Ecken eines vollständigen 


* Es sei p der Schnittpunkt der Tangenten, die Berührungssehne P ist seine 
Polare; die Polare @ von g geht durch p; sie werde von der Transversale in g’ 
getroffen, so sind einerseits g und g’ zu den Schnitten mit dem Kegelschnitte 
harmonisch, andererseits zu denen mit dem Tangentenpaar, weil dies zu @ und 
gp harmonisch ist. Also ist g’ der andere Doppelpunkt. 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 15 
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Vierseits; nun ist A = (gh, g'h), B= (għ, g'h"), C= (g'h, g'h"), 
d.h. ABC ist das Diagonaldreieck dieses Vierseits. Aus der oben 
erhaltenen Lösung geht hervor, dass entweder alle vier Kegelschnitte, - 
welche der Aufgabe genügen, reell sind oder keiner, dass ersteres nur 
stattfindet, wenn von den auf AB, AC, BC bestimmten Involutionen 
zwei, folglich auch die dritte hyperbolisch sind, letzteres dagegen, wenn 
eine dieser Involutionen elliptisch ist, woraus sogleich hervorgeht, dass 
noch eine zweite elliptisch sein muss, denn wären die beiden andern 
hyperbolisch, so müsste auch die erste hyperbolisch sein. Die genauere 
Betrachtung zeigt, dass die dritte Involution hyperbolisch ist. 


Die beiden noch übrigen Fälle, in denen zur Construction eines 
Kegelschnitts gegeben sind: a) drei Tangenten und zwei Punkte, 
b) vier Tangenten und ein Punkt, werden durch die duale Betrachtung 
in gleicher Weise, wie die beiden oben behandelten, gelöst, und es 
finden sich bei a) vier Lösungen, bei b) zwei Lösungen. Die nähere 
Ausführung darf füglich unterbleiben, weil sie der obigen ohne jede 
Schwierigkeit nachgebildet werden kann. 

Auch die Lösung der Aufgabe: „Wenn von zwei in der Ebene 
gegebenen Kegelschnitten drei gemeinschaftliche Punkte bekannt sind, den 
vierten zu finden“, ergiebt sich leicht aus dem Vorigen. Seien a,b,c die 
drei bekannten gemeinschaftlichen Punkte und ausserdem d,e zwei 
Punkte des einen Kegelschnitts X, welche mit jenen ihn bestimmen, 
d,, e, zwei Punkte des andern Kegelschnitts Ä,, so ermittle man 
(Nr. 90) auf der Verbindungslinie dd, die beiden übrigen Schnitt- 
punkte ð, ô; der gegebenen Kegelschnitte K, K, vermittelst des Pascal- 
schen Satzes. 


Die Paare dô, d,d, bestimmen eine Involution; und wir wissen, 
alle Kegelschnitte, welche durch a,b,c und die verschiedenen Paare 
einer Involution gehen, haben noch einen vierten Punkt gemeinsam 
(Nr. 170). Zu diesen Kegelschnitten gehören in unserm Falle die 
beiden gegebenen K und K,. Den vierten Punkt liefern uns nun am 
einfachsten zwei Geradenpaare des Büschels. Treffen be und ca die 
Gerade dd, in & und 7 und sind x,y die diesen Punkten in jener 
Involution conjugirten Punkte, so ist (ax, by) der gesuchte vierte 
Grundpunkt des Büschels oder gemeinschaftliche Punkt von X und K.. 
Das dritte Geradenpaar führt zu einer dritten Gerade cz, die durch 
diesen Punkt auch gehen muss. 


Sind von den Punkten a,b,c zwei imaginär, so tritt eine Modi- 
fication in die Auflösung der Aufgabe, welche nach Nr. 111 leicht zu 
finden ist. 
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Auf unserer charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnittbüschels 
beruht ferner die Lösung der Aufgabe: Wenn von zwei in der Ebene 
gegebenen Kegelschnitten zwei gemeinschaftliche Punkte bekannt sind, die 
beiden übrigen zu finden. Seien a,b die bekannten gemeinschaftlichen 
Punkte der beiden Kegelschnitte K, K, und ausserdem vom ersten 
drei Punkte c,d,e, vom andern c,,d,,e, zu seiner Bestimmung ge- 
geben. Dann ermittle man die zweiten Schnittpunkte y, y, der Kegel- 
schnitte X, K, mit der Gerade cc,; die Punktepaare cy, c y, bestimmen 
die Involution des Büschels (X, X,). In gleicher Weise ermittle man 
die übrigen Schnittpunkte ð, ô, von dd, mit den Kegelschnitten K, K,; 
die Paare dô, dô, bestimmen eine Involution auf dd,. Trifft nun die 
Gerade ab die cc, in & und dd, in n, und sind x und y die conjugirten 
Punkte in den beiden Involutionen, so ist xy eine gemeinschaftliche 
Secante der Kegelschnitte X, X,, und ihre Schnittpunkte mit einem 
von ihnen sind mithin die gesuchten gemeinschaftlichen Punkte beider 
Kegelschnitte. 

Das Vorangehende lehrt uns, dass zwei Kegelschnitte, welche 
drei Punkte gemeinsam haben, in einem vierten, und solche, welche 
zwei Punkte gemeinsam haben, noch in zwei weiteren (reellen oder 
imaginären) Punkten sich schneiden. 

Die Betrachtung, welche uns im Anfange dieses Paragraphen zu 
der charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnittbüschels, von jeder 
Transversale in einer Involution geschnitten zu werden, geführt hat, 
lässt sich noch erweitern. An Stelle der dort betrachteten Gerade % 
nehmen wir einen durch B und B, gehenden Kegelschnitt &, der ja 
auch zu zwei ihn erzeugenden projectiven Strahlbüscheln um B und B, 
führt, welche nur nicht perspectiv sind, wie die die Gerade % er- 
zeugenden. Wir erhalten wie dort um B (oder B,) eine Involution, 
die in & eine krumme Involution einschneidet, welche andererseits 
durch die Paare der beiden weiteren Schnittpunkte des $ mit den 
Kegelschnitten des Büschels gebildet wird. Das Geradenpaar des 
. Büschels, zu welchem die Gerade BB, gehört, hat seine weiteren 
Schnittpunkte auf der zweiten Gerade, welche die beiden andern Grund- 
punkte des Büschels verbindet; folglich liegt auf dieser das Centrum 
der krummen Involution. Wir erhalten also folgenden Satz: 

Die Kegelschnitte eines Büschels schneiden in einen Kegelschnitt Q, 
der durch zwei von den Grundpunkten geht, noch je zwei Punkte ein; 
diese bilden dann auf dem Kegelschnitte R eine krumme Involution. 
Das Centrum derselben, durch welches die Verbindungslinien dieser Punkte- 
paare gehen, liegt auf der Verbindungslinie der beiden andern Grund- 
punkte des Düschels. 

15* 
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Nehmen wir an, dass die beiden Punkte B, B, zusammenrücken, 
so dass die Kegelschnitte des Büschels und & sich in B berühren; 
es seien e,p wieder die beiden übrigen Grundpunkte und et, p* die 
Schnitte von B (e,p) mit 8, so ist S = (ep, e!p!) das Centrum der 
vom Büschel in & eingeschnittenen Involution; jede Gerade durch © 
schneidet & in einem Punktepaare, durch das ein Kegelschnitt des 
Büschels geht. Die Gerade SB liefert, wenn ® der zweite Schnitt 
mit $ ist, in dem Kegelschnitte des Büschels durch Y denjenigen, 
welcher & in B dreipunktig berührt. Ist & ein Kreis, so hat man 
damit die Auflösung der Aufgabe: Den Kegelschnitt zu construiren, der 
durch drei Punkte geht und in einem von ihnen einen gegebenen Kreis 
zum Krümmungskreise hat. 

Der Kegelschnitt & sei ein Geradenpaar, so jedoch, dass die eine 
Gerade durch B, die andere durch B, geht; so vertheilen sich die 
beiden weiteren Schnitte auch auf die beiden Geraden. Von einer 
Involution wird man in diesem Falle nicht mehr reden; aber die Ver- 
bindungslinien zusammengehöriger Punkte laufen auch, wie im all- 
gemeinen Falle, in einen Punkt zusammen. Und wir erhalten auf den 
beiden Geraden zwei perspective Punktreihen. 

Also: Die Punktreihen, die durch ein Kegelschnittbüschel in zwei 
Geraden eingeschnitten werden, welche durch zwei Grundpunkte gehen, 
sind projectiv, so dass sich Punkte entsprechen, welche die zweiten Schnitte 
desselben Kegelschnitts sind, und zwar sind sie in perspectiver Lage. 

Das Perspectivitätscentrum der Punktreihen liegt, ebenso wie das 
Centrum der krummen Involution des allgemeineren Satzes, auf der ge- 
meinsamen Secante, welche die beiden andern Grundpunkte des Büschels 
verbindet. Dies führt zu einer einfachen Construction dieser gemein- 
samen Secante. Eine Gerade durch B treffe die beiden Kegelschnitte 
in a,a,, eine durch B, in b und b, und eine zweite durch 5, in ¢ 
und c,, so sind (ab,a,b,) und (at,a,c,) zwei Punkte der gesuchten 
Secante. 

Jede von den Punktreihen ist ferner perspectiv zu dem Strahl- 
büschel, das sie aus einem andern Grundpunkte projieirt. Dreht man 
nun den Träger der Punktreihe etwa um B bis unendlich nahe an 
BB,, so rücken die zweiten Schnitte immer näher an B,; die aus 
diesem Punkte projieirenden Strahlen gehen in die Tangenten an die 
verschiedenen Kegelschnitte des Büschels in B, über. Also ist auch 
jede von unsern Punktreihen zu dem Strahlbüschel der Tangenten in 
einem Grundpunkte projectiv. 

Dabei haben wir schon angenommen, dass auch zwei Punktreihen, 
deren Träger durch denselben Grundpunkt gehen, projeetiv sind; sind 
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sie doch beide zu irgend einer Punktreihe durch einen andern Grund- 
punkt projeetiv. Aber in diesem Falle sind sie nicht perspectiv; denn 
der gemeinsame Grundpunkt entspricht sich nicht selbst, da ja der- 
selbe Kegelschnitt nicht beide Träger in ihm berührt. Die Verbindungs- 
strahlen aller entsprechenden Punkte umhüllen daher einen Kegelschnitt, 
welcher ausser den Trägern der beiden Punktreihen, wie leicht ein- 
zusehen ist, die drei Seiten des Dreiecks der drei übrigen Grundpunkte 
zu Tangenten hat; mithin haben wir den Satz: 

Zieht man durch einen der vier Grundpunkte des Büschels zwei 
Geraden, so treffen alle Kegelschnitte des Büschels dieselben in je zwei 
Punkten, deren Verbindungslinie einen Kegelschnitt umhüllt. Dieser 
Kegelschnitt berührt die beiden Geraden selbst und ist dem Dreiecke ein- 
geschrieben, welches von den drei übrigen Grundpunkten des Büschels 
gebildet wird. 

Ferner: 

Die gerade Pumnktreihe, welche durch ein Kegelschnittbüschel auf 
einer (Gerade entsteht, die durch einen Grundpunkt d geht, und die 
krumme Pumktreihe, welche auf einem Kegelschnitte RÈ, der durch drei 
Grundpunkte a,b, c gelegt ist, durch die vierten Schnitte der verschiedenen 
Kegelschnitte des büschels entsteht, sind projectiv. 

Ein Kegelschnitt X@ des Büschels schneide jene Gerade zum 
zweiten Male in x, den &®) zum vierten Male in x, so ist zu beweisen, 
dass x und ax sich projeetiv bewegen. Durch d werde noch eine Ge- 
rade g gezogen, welche $®) reell: in e, f schneidet (falls die gegebene 
es nicht thut) und K® nochmals in y. Nun gehören KƏ, RƏ und 
(be, ax) zu demselben Büschel; wenn nun be und ax die g in a,, x, treffen, 
so sind dY, ef, ax, in Involution; also ist (efa, y) = (fex, d) = (efdz,). 
Folglich bewegen sich 9 und x, und also auch x und ax projectiv. 

Benutzen wir aus dem Büschel (Nr. 174), von dem durch zwei 
Grundpunkte ein Kegelschnitt & gelegt ist, nur zwei Kegelschnitte, 
so haben die drei Kegelschnitte zwei allen gemeinsame Punkte und 
dann noch zwei zu je zweien und diesen zugehörig drei gemeinsame 
Secanten; zwei von denselben sind Verbindungslinien conjugirter Punkte 
der krummen Involution auf &, die dritte verbindet die beiden weiteren 
Grundpunkte des Büschels. Mithin: 

Wenn drei Kegelschnitten zwei Punkte gemeinsam sind, so laufen 
die drei gemeinsamen Secanten, welche die weiteren Schnittpunkte ver- 
binden, die sie zu je zweien haben, in einen Punkt zusammen. 


* Davon ist der Satz von dem gemeinsamen Punkte der Potenzlinien dreier 
Kreise, die sie zu je zweien haben, ihrem Potenzcentrum, ein besonderer Fall; 
die gemeinsamen Punkte sind die absoluten Punkte. 
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Sind daher wieder, wie in Nr. 173, zwei Kegelschnitte X und X, 
durch a,b, c und je zwei weitere Punkte bestimmt und ist d ihr vierter 
Schnittpunkt; so seien r,1,; 8,8; t,t; ihre zweiten Schnitte mit drei 
Geraden r,s,t, welche bezw. durch a,b,c gehen. Nun haben K, K, 
und das Geradenpaar (s,t) die Punkte b,c gemeinsam, also laufen 
%t,3%,t, und ad in einen Punkt zusammen; ebenso rt, t,t, bd und 
r8, r8, cd. Bezeichnet man also die Schnitte (8t, 8t), (tt, 1.t,), 
(r3,1,8,) mit a,b,c, so ist d der gemeinsame Punkt von aa,bb, cc. 

Wir wollen durch einen Grundpunkt des Büschels einen beliebigen 
Kegelschnitt legen und gelangen dadurch zu einem allgemeineren Satze. 
Obgleich er später aus allgemeineren Betrachtungen unmittelbar hervor- 
tritt, so lässt er sich auch hier in folgender Art ableiten, freilich 
unter stillschweigender Annahme des Satzes, dass zwei Kegelschnitte, 
welche einen Punkt gemeinsam haben, noch in drei andern sich schneiden, 
und unter Uebertragung von Sätzen, die bisher nur für reelle Punkte 
erkannt sind, auf imaginäre. 

Die Frage nach der Zahl der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte 
und ihrer Realität wird später erörtert werden ($ 54, 62). 

Seien P, A, B,C die vier Grundpunkte des Kegelschnittbüschels 
und sei durch einen derselben, P, ein beliebiger, aber fester Kegel- 
schnitt Ke) gelegt; möge irgend ein Kegelschnitt X® des Büschels 
den 8@ in den vier Punkten P, x, y,z treffen, so kann man P,x,y,2 
als die vier Grundpunkte eines neuen Büschels auffassen, von welchem 
K® und Q) zwei Individuen sind. Die Verbindungslinie AB wird 
von diesem neuen Büschel in einer Involution geschnitten, von welcher 
A, B zwei conjugirte Punkte, die beiden Schnittpunkte ce, y der Gerade 
AB mit dem festen Kegelschnitt 8) zwei weitere conjugirte Punkte 
sind, und da durch diese beiden Paare die Involution bestimmt ist, 
so bleibt sie unverändert dieselbe, wenn wir den Kegelschnitt K®) des 
gegebenen Büschels verändern; ein drittes Punktepaar x,,&, der In- 
volution wird von den Geraden Px und yz auf AB ausgeschnitten. 
Verändern wir aber den Kegelschnitt K®) in dem gegebenen Büschel, 
so verändert sich dies dritte Paar und durchläuft die Involution; die 
Punkte x, und &, beschreiben also projective Punktreihen auf AB. 
Ebenso durchlaufen die Punkte (Pz, AC)=a, und (yz, AO)=&, 
projective Punktreihen auf AC. Da aber die Punktreihen x, und z, 
perspectiv liegen in dem von Pe beschriebenen Strahlbüschel, so 
müssen die von & und &, durchlaufenen Punktreihen projectiv sein, 
also muss ihre Verbindungslinie, d. h. yz einen Kegelschnitt umhüllen, 
welcher zugleich die Geraden AB und AO berührt. Derselbe Kegel- 
schnitt wird auch von den Verbindungslinien vz und xy umhüllt, denn 
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die Strahlen Py und xz treffen AB in zwei conjugirten Punkten der 
oben ermittelten Involution auf AB und auch AC in zwei conjugirten 
Punkten derjenigen auf AC; es trifft also auch œz die Träger AB 
und AC in zwei entsprechenden Punkten der beiden auf ihnen befind- 
lichen Punktreihen & und &, und dasselbe gilt von xy. Die Seiten 
des mit dem Kegelschnitt K veränderlichen Dreiecks xyz umhüllen 
daher einen und denselben Kegelschnitt, welcher, wie unmittelbar ein- 
leuchtet, nicht nur AB und AC, sondern auch BC berührt; denn zu 
demselben Kegelschnitte führen auch AB und BC oder AC und BC; 
auch handelt es sich um die sechs Seiten zweier demselben Kegelschnitte 
eingeschriebenen Dreiecke, welche (Nr. 91) einen andern Kegelschnitt 
berühren. Wir haben hiernach folgenden Satz: } 

Wenn man durch einen der vier Grundpunkte eines Kegelschnitt- 
büschels einen beliebigen Kegelschnitt legt, so hat derselbe mit jedem 
Kegelschnitte des Büschels drei andere Punkte gemein, welche ein Dreieck 
bilden; die Seiten dieser sämmtlichen Dreiecke umhüllen einen und den- 
selben neuen Kegelschnitt, welcher zugleich demjenigen Dreieck eingeschrieben 
ist, das von den drei übrigen Grundpunkten des Büschels gebildet wird. 

Dieser Satz, welcher in dem besonderen Fall, dass der durch 
einen der vier Grundpunkte gelegte Kegelschnitt ein Geradenpaar ist, 
das in dem Grundpunkte seinen Doppelpunkt hat, auf den vorhin be- 
wiesenen hinausläuft, lässt sich auch in etwas anderer Form so aus- 
sprechen: 

Wenn drei Kegelschnitte einen Punkt gemein haben, so haben je 
zwei derselben drei andere Punkte gemein, welche ein Dreieck bilden; die 
neun Seiten der hierdurch erhaltenen drei Dreiecke berühren einen und 
denselben Kegelschnitt. Eins der Dreiecke ist ABC, die andern sind 
zwei von den xyz. Umgekehrt: 

Wenn einem Kegelschmitt drei Dreiecke umgeschrieben sind, so liegen 
die sechs Ecken je zweier derselben allemal auf einem neuen Kegelschnitt; 
die auf diese Weise erhaltenen drei neuen Kegelschnitte laufen durch 
einen und denselben Punkt. 

Diese Umkehrung ergiebt sich so. Die drei Dreiecke, welche 
demselben Kegelschnitte R® umgeschrieben sind, seien abe, a, b; 6 ,4,b, 63; 
es seien die Kegelschnitte, die abe und a,b,c,, abe und ab,c,, a,b, €, 
und a,b,c, umgeschrieben sind, mit (01), (02), (12) bezeichnet. Durch 
den vierten Schnitt der beiden ersten und die Punkte a, b, a,, b, sei der 
Kegelschnitt K ©) gelegt, welcher (01) und (02) zum vierten Male in «,', &' 
trifft; dann sind die drei Dreiecke abe, a,b,c,', @,b,c,' demselben Kegel- 
schnitte umgeschrieben, der aber mit &®) identisch ist, da er mit ihm 
die Seiten von abc und a,b,, a,b, als Tangenten gemein hat. Demnach 
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ist &' mit c, identisch als Schnitt der beiden zweiten Tangenten aus 
a, b an R, ebenso &' mit c, und daher X® mit (12); d.h. (12) 
geht durch den vierten Schnitt von (01) und (02). 

Der allgemeinste Satz, welcher aus der Verbindung eines Kegel- 
schnittbüschels mit einem beliebig liegenden Kegelschnitt hervorgeht, 
kann erst später gewonnen werden (Nr. 346). 


Wenn alle vier Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels in einen 
Punkt zusammenrücken, so dass in diesem die Kegelschnitte des Büschels 
sich vierpunktig berühren, so stellt die Tangente des Punktes alle 
sechs Seiten des Vierecks dar, und es giebt nur ein @eradenpaar im 


.Büschel, dessen beide Geraden überdies in dieser Tangente sich ver- 


einigt haben. Der Schnitt mit ihr ist also auf jeder Transversale der 
eine Doppelpunkt der vom Büschel eingeschnittenen Involution. Ist 
daher ein Kegelschnitt K gegeben und auf ihm der Punkt t mit der 
Tangente £ und ausserdem ein beliebiger Punkt a, so construire man 
auf allen Strahlen durch a in der Involution, von der der Schnitt 
mit # der eine Doppelpunkt ist und die beiden Schnitte mit & ein 
Paar bilden, den zu a conjugirten Punkt; sein Ort ist der Kegelschnitt, 
welcher durch a und t geht und in letzterem Punkte den gegebenen Kegel- 
schnitt R vierpunktig berührt. 


$ 4. Andere Entstehungsart des Kegelschnittbüschels. 


Von einem Kegelschnittbüschel mit den vier Grundpunkten A, B,C, D 
sei ein beliebiges Individuum KX® durch zwei Strahlbüschel erzeugt, 
von denen eines seinen Grundpunkt in B und das andere in einem 
beliebigen Punkte X des Kegelschnitts K® hat, so haben wir drei 
Paare entsprechender Strahlen dieser beiden erzeugenden Strahlbüschel: 
BC und XC, BD und XD, BA und XA. Halten wir nun die Gerade 
XA = ỌĞ fest, verändern aber X auf ihr, so entstehen nach und nach 
sämmtliche Kegelschnitte des Büschels; und von den beiden projectiven 
Strahlbüscheln ist das eine B unveränderlich; das andere verändert 
seinen Grundpunkt auf einer festen Gerade ©, geht aber beständig 
durch eine feste Punktreihe auf der Gerade CD, welche mit dem 
Strahlbüschel in B projectiv ist. Die drei oben angegebenen Strahlen- 
paare bestimmen drei Paare entsprechender Elemente für die projective 
Beziehung zwischen dem Büschel B und der Punktreihe auf ©, und 
diese drei Paare verändern sich nicht, also auch nicht die projective 
Beziehung. Wir können daher folgende neue Entstehungsweise des 
Kegelschnittbüschels aussprechen: 
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In der Ebene ist ein festes Strahlbüschel 


und eine Gerade A als Träger einer festen mit dem Strahlbüschel pro- 
jectiven Punktreihe (abe...x...) gegeben, und es bewegt sich ein ver- 
änderlicher Punkt X auf einer gegebenen Gerade © als Grundpunkt eines 
mit der Punktreihe perspectiven Strahlbüschels X (abed...x...); dann 
wird jedesmal von den beiden projectiven Strahlbüscheln B und X ein 
Kegelschnitt erzeugt; alle diese Kegelschnitte gehen durch vier feste Punkte 
und bilden also ein Kegelschnittbüschel. 

Die in der angegebenen Weise construirten Kegelschnitte gehen 
nämlich zunächst sämmtlich durch den festen Punkt B, sodann durch 
die beiden Doppelpunkte C und D derjenigen beiden auf dem Träger A 
befindlichen projeetiven Punktreihen, von denen eine die gegebene 
(abe...x...) ist, während die andere durch das feste Strahlbüschel B 
(abe...x...) auf A ausgeschnitten wird, endlich noch durch einen 
vierten festen Punkt A, denjenigen nämlich, in welchem die Gerade © 
von dem Strahle des Strahlbüschels (B) getroffen wird, welcher dem 
Punkt AG entspricht. Durch diese reelle Construction können wir 
ebenso gut zu einem Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten 
gelangen, wie bei der früheren (Nr. 162), als zu einem Kegelschnitt- 
büschel, von dem nur zwei Grundpunkte reell und die beiden andern 
imaginär sind. Die Grundpunkte A und B sind immer reell; die 
Punkte C und D sind aber die Doppelpunkte zweier auf einander 
liegender projectiver Punktreihen auf dem Träger A und können 
ebenso gut reell wie imaginär sein (Nr. 31). Wir können die be- 
stimmenden Gebilde offenbar so annehmen, dass der eine oder andere 
Fall eintritt, und beide Systeme von Kegelschnitten werden denselben 
Namen „Kegelschnittbüschel“ beanspruchen können; denn alle Eigen- 
schaften, welche dem einen zukommen, müssen mit der Modalität, dass 
gewisse Elemente imaginär werden, in gleicher Weise auch dem andern 
zukommen. 

Wir begnügen uns hier damit, aus der neuen Eintstehungsart des 
Kegelschnittbüschels, welche auch zu einem Düschel mit zwei reellen 
und zwei imaginären Grundpunkten führt, die charakteristische Eigenschaft 
des Kegelschnittbüschels herzuleiten, dass jede Transversale durch das- 
selbe in einer Involution geschnitten wird. Diese Transversale T werde 
von dem Strahlbüschel B (abc... x...) in der Punktreihe q bic... 4... 
geschnitten; die beiden Punktreihen auf T und X sind dann projeectiv, 
und die Verbindungslinie yy, umhüllt daher einen Kegelschnitt RO), 
welcher T und A berührt. Um die Schnittpunkte eines beliebigen 
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Kegelschnitts K®) des Büschels mit der Transversale T zu ermitteln, 
haben wir solche zwei Strahlen Xy und x zu ermitteln, welche sich 
auf T schneiden; der Schnitt x, von x mit T liegt dann auf Xy; also 
haben wir aus X an den eben ermittelten Kegelschnitt &® das 
Tangentenpaar zu legen; die Schnittpunkte dieser beiden Tangenten 
mit der Transversale T werden zugleich die Schnittpunkte derselben 
mit dem Kegelschnitt X sein. Nun ist aber T selbst eine Tangente 
des Kegelschnitts R®) und es gilt der Satz (Nr. 110), dass die Tangenten- 
paare aus den Punkten X einer Gerade & an einen Kegelschnitt R&P 
um ihn eine Tangenteninvolution bilden, von welcher irgend eine feste 
Tangente T desselben in den Punktepaaren einer Involution getroffen 
wird; folglich wird die Transversale T von den Kegelschnitten K®) des 
Büschels in Punktepaaren einer Involution geschnitten, was zu be- 
weisen war. Diese Eigenschaft findet jetzt also ganz unabhängig davon 
statt, ob das Kegelschnittbüschel vier reelle Grundpunkte hat oder 
zwei reelle und zwei imaginäre. 

Sobald das Kegelschnittbüschel vier reelle Grundpunkte hat, 
kommen drei Geradenpaare in ihm vor; das ergiebt sich auch aus der 
jetzigen Herstellung des Büschels. Es seien Ç und D die beiden 
reellen Doppelpunkte der in A auf einander liegenden projectiven 
Punktreihen, so leuchtet ein, dass für den Punkt X, auf ©, welcher 
in der Gerade BC sich befindet, die beiden den Kegelschnitt des 
Büschels erzeugenden Strahlbüschel perspeetiv werden, der Kegelschnitt 
also in zwei Geraden zerfällt; dasselbe gilt für denjenigen Punkt X;', 
in welchem BD die Gerade © trifft. Diese beiden Geradenpaare sind 
nicht reell, wenn die Doppelpunkte C und D der beiden in A zusammen- 
liegenden projeetiven Punktreihen imaginär sind. Es kommt aber noch 
ein drittes Geradenpaar vor, welches dem Schnittpunkte X,” von © 
mit A entspricht. In diesem Falle artet die Projeetivität aus, und der 
Kegelschnitt löst sich in die beiden Geraden BA und Y auf. Dieses 
Geradenpaar ist reell, auch wenn die Doppelpunkte auf dem Träger A 
es nicht sind. Wir schliessen hieraus: In einem Kegelschnittbüschel 
mit zwei reellen und zwei imaginären Grundpunkten giebt es nur ein 
reelles Geradenpaar, und dasselbe besteht aus der Verbindungslinie 
der beiden reellen Grundpunkte und einer bestimmten anderen Geraden 
A, welche als die Verbindungslinie der beiden imaginären Grundpunkte 
aufgefasst werden kann und ideelle gemeinschaftliche Secante genannt wird. 

Stillschweigend haben wir solche ideellen gemeinsamen Secanten 
im Vorangehenden schon einigemal angenommen. 

Nimmt man irgend zwei Kegelschnitte X und K* des Büschels 
als gegeben an, so sind wir im Stande, die andere gemeinschaftliche 
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Secante, d.h. den andern Theil des (reradenpaares, von dem einer die 
gemeinschaftliche Secante ist, welche die reellen gemeinsamen Punkte 
A, B verbindet, zu construiren, unabhängig davon, ob jene andere 
gemeinschaftliche Secante eine eigentliche oder eine ideelle ist. Denn 
wegen der charakteristischen Eigenschaft des Büschels haben wir nur 
nöthig, auf einer beliebigen Transversale T die Schnittpunktepaare 
a und «, a' und «' der Kegelschnitte X und K* zu ermitteln und in 
der Involution, welche durch die Paare aœ und atat bestimmt wird, 
den Punkt ø zu bestimmen (Nr. 51), welcher dem Schnittpunkte s 
= (A B, X) conjugirt ist; alle Punkte 6, welche wir auf diese Weise 
construiren, müssen auf einer bestimmten Gerade A liegen, welche die 
gesuchte ist. 


Diese Construction kann linear so ausgeführt werden: 


Sind von dem Kegelschnitte K die Punkte A, B,p,g,r und von 
dem Kegelschnitt K* die Punkte A, B, pt, qt, r! gegeben, so ermittle 
man die andern Schnittpunkte x, x! von pp! mit den Kegelschnitten 
K, K'; trifft pp! die Gerade AB in s, und ist ø der conjugirte Punkt 
zu s in der durch px, p!x! bestimmten Involution, so liegt o auf der 
gesuchten Gerade. Verfährt man mit der Gerade qq! ebenso, so erhält 
man einen zweiten Punkt derselben, und sie ist durch diese beiden 
Punkte schon bestimmt. 


Wir können uns auch, anstatt der Transversale T, eines beliebigen 
Kegelschnitts & bedienen, welcher durch A und B geht. Er treffe 
den Kegelschnitt Æ noch in zwei Punkten, deren Verbindungslinie ®, 
und Kt in zwei Punkten, deren Verbindungslinie ®! sei, so wird der 
Schnittpunkt o = BB! auf der Gerade A liegen. Denn ziehen wir 
durch 6 eine Transversale T, welche X in a und «, K! in a! und «! 
trifft und die Gerade AB in s, endlich den Kegelschnitt & in b und £, 
so sind erstens a«, bß und so drei Punktepaare einer Involution, 
zweitens auch at&t, bß und so; beide Involutionen müssen identisch 
sein, weil zwei Paare gemeinsam sind: bß und so. Folglich sind 
auch aa, atat und so drei Paare in Involution; also liegt o auf der 
andern gemeinschaftlichen Secante A der beiden Kegelschnitte X 
und K!. Es ergiebt sich dies aber auch aus dem Satze (Nr. 176), 
dass, wenn drei Kegelschnitte zwei Punkte gemeinsam haben, die drei 
andern gemeinsamen Secanten, die sie zu je zweien haben, in den- 
selben Punkt zusammenlaufen. | 


* Wobei „andere“ in dem obigen Sinne zu verstehen ist: diejenige gemein- 
same Secante, die mit AB ein Geradenpaar des Büschels bildet; denn bei vier 
reellen Schnittpunkten giebt es ja sechs (reelle) gemeinsame Secanten. 
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Hierdurch ist ein einfaches Mittel gegeben, die ideelle gemein- 
schaftliche .Secante zweier Kegelschnitte, welche nur zwei reelle Schnitt- 
punkte haben, zu construiren; sind nämlich K und X" die beiden ge- 
gebenen Kegelschnitte, welche die reellen Schnittpunkte A und B 
haben, so lege man dureh A und B einen beliebigen Kegelschnitt &, 
der K in zwei andern Punkten trifft und K* ebenfalls; die beiden 
Verbindungslinien dieser je zwei Punkte treffen sich in einem Punkte 6 
derjenigen Gerade X, welche die gesuchte (ideelle) gemeinschaftliche 
Secante der gegebenen Kegelschnitte X und K* ist; es reicht also hin, 
einen zweiten Punkt ø vermittelst eines andern Kegelschnitts R! zu 
construiren, um die Gerade X zu erhalten. Halten wir die Kegel- 
schnitte 8& und K! fest und verändern K, indem wir ihn sämmtliche 
Kegelschnitte des Büschels durchlaufen lassen, so bleibt der Punkt 6 
fest als Schnittpunkt der andern gemeinsamen Secante A des Büschels 
und derjenigen, welche & und K* haben; und wir erkennen hieraus 
die Gültigkeit eines Nr. 174 für den Fall eines Kegelschnittbüschels 
mit vier reellen Grundpunkten bewiesenen Satzes auch in dem Falle, 
dass nur zwei Grundpunkte reell und die beiden andern imaginär sind. 

Um zu entscheiden, ob ein Kegelschnitt des Büschels Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel ist, haben wir nur nachzusehen, wie oft in den 
beiden projectiven Strahlbüscheln, welche ihn erzeugen, zwei ent- 
sprechende Strahlen parallel laufen; die Parallele zu jedem Strahl x 
des festen Strahlbüschels B durch den entsprechenden Punkt g der 
gegebenen Punktreihe X trifft die Gerade © in einem solchen Punkte X, 
dass Xr und x zwei parallele entsprechenden Strahlen sind, also der 
Kegelschnitt, welcher dieser Lage von X entspricht, einen unendlich 
entfernten Punkt hat. Nun umhüllen aber alle diese Parallelen, welche 
zu den Strahlen eines Büschels durch die entsprechenden Punkte einer 
projectiven Punktreihe gezogen sind, eine Parabel P®, wie in Nr. 154 
erkannt worden ist. 

Es können zwei Fälle eintreten: 1) Die Gerade © schneidet die 
Parabel P@) nicht; alsdann sind sämmtliche Kegelschnitte des Büschels 
Hyperbeln, weil durch jeden Punkt X der Gerade © ein Tangenten- 
paar an die Parabel geht, also der dem Punkte X zugehörige Kegel- 
schnitt des Büschels zwei unendlich entfernte Punkte hat; oder 2) die 
Gerade © schneidet die Parabel P( in zwei reellen Punkten; dann 
giebt es in dem Kegelschnittbüschel eine Reihe von Hyperbeln und 
eine Reihe von HEllipsen, welche durch zwei Parabeln von einander 
getrennt werden. Die letzteren gehören denjenigen beiden Punkten X 
der Gerade © zu, in welchen sie von der Parabel P® geschnitten 
wird; die zwischen den beiden Schnittpunkten liegenden Punkte X 
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können nur Ellipsen hervorrufen, da durch sie keine Tangenten der 
Parabel P@ gehen; die ausserhalb jener beiden Schnittpunkte P® 
liegenden Punkte X der Gerade © liefern nur Hyperbeln. Im ersten 
wie im zweiten Falle giebt es nur eine gleichseitige Hyperbel in dem 
Kegelschnittbüschel; diese entspricht dem Schnittpunkte der Gerade © 
mit der Leitlinie der Parabel P@, weil die Leitlinie der Ort aller 
rechtwinkligen Tangentenpaare an die Parabel ist. In dem besonderen 
Falle, dass die Gerade © die Leitlinie selbst ist, besteht das Büschel 
aus lauter gleichseitigen Hyperbeln. Wenn aber die Gerade © die 
Parabel P) berührt, findet sich in dem Büschel, welches sonst aus 
lauter Hyperbeln besteht, nur eine einzige Parabel vor, und die Reihe 
von Ellipsen fällt vollständig fort. 


Die Parabel P@ entscheidet auch darüber, ob das Kegelschnitt- 
büschel vier reelle oder nur zwei reelle und zwei imaginäre Grund- 
punkte hat, denn das aus B an diese Parabel gelegte Tangentenpaar 
trifft die Gerade A offenbar in den beiden festen Punkten C und D, 
durch welche sämmtliche Kegelschnitte des Büschels gehen; liegt also 
der Punkt B ausserhalb der Parabel P(?), so hat das Büschel vier 
reelle Grundpunkte, liegt B innerhalb der Parabel so hat es zwei 
reelle und zwei imaginäre Grundpunkte. Wir könnten endlich für den 
Fall von vier reellen Grundpunkten auch aus der neuen Entstehungs- 
weise das in Nr. 168 gefundene Kennzeichen herleiten, nach welchem 
aus der gegenseitigen Lage der vier Grundpunkte zu entscheiden ist, 
welcher der beiden Fälle 1) oder 2), die nach dem Obigen eintreten 
können, wirklich stattfindet. Doch überlassen wir dies dem Leser. 
Wenn dagegen das Büschel zwei reelle und zwei imaginäre Grund- 
punkte hat, so zeigt es sich, dass der Fall 1) eintritt, sobald die Ge- 
rade X, auf welcher die beiden imaginären Grundpunkte liegen, die 
beiden reellen Grundpunkte von einander trennt, der Fall 2) aber, 
sobald die beiden reellen Grundpunkte auf derselben Seite der Gerade A 
liegen. 


$ 42. Erzeugung des Kegelschnittbüschels vermittelst zweier 
Involutionen. 


Wir haben im Vorigen zwei Arten von Kegelschnittbüscheln 
kennen gelernt, die in ihrer charakteristischen Eigenschaft überein- 
stimmen, aber in den sie bestimmenden Elementen verschieden sind, 
nämlich das Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten und 
das Kegelschnittbüschel mit zwei reellen und zwei imaginären Grund- 
punkten. Die sämmtlichen Kegelschnitte eines Büschels der einen, 
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wie der andern Art haben wir auf reellem Wege construiren gelehrt. 
Es giebt noch eine dritte Art von Kegelschnittbüscheln, nämlich mit 
vier imaginären Grundpunkten, und es kommt darauf an, auch für 
diesen Fall sämmtliche Kegelschnitte eines solchen Büschels auf reellem 
Wege zu construiren. Diese Construction wird auch die beiden vorigen 
Fälle umfassen. 

Nehmen wir zunächst ein Kegelschnittbüschel mit vier reellen 
Grundpunkten g', h', g', h' und betrachten die gemeinsame Secante 
g'h. Die ihr zugehörige Involution eonjugirter Punkte ist für alle 
Kegelschnitte des Büschels die nämliche; denn sie ist durch ihre 
Doppelpunkte g',h' vollständig bestimmt. Die Diagonale, welche die 
Diagonalpunkte g = (g'g",W' W") und h = (g’h", h'g") des vollständigen 
Vierecks der @rundpunkte verbindet, ist in Bezug auf alle Kegelschnitte 
des Büschels polar zu dem Diagonalpunkte (g'h', g"h') und enthält 
also die Pole von g'h' sowohl wie von g"h" in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Büschels. Sei X) einer von ihnen und «a,« die Punkte, 
in denen er von gh geschnitten wird, so wollen wir diese — falls sie 
reell sind — als Grundpunkte der K2 erzeugenden projectiven Büschel 
annehmen. Da nun gh durch den Pol von g'h' geht, so ist aœ ein 
Paar der krummen Involution auf X®, von welcher dieser Pol das 
Centrum und also g’h' die Axe ist; und wir wissen, dass, wenn wir 
irgend einen Punkt des Kegelschnitts mit diesem Punktepaare aœ ver- 
binden, die Verbindungslinien in die Axe ein Paar bf der Involution 
conjugirter Punkte, die ihr in Bezug auf X) zugehört, einschneiden 
(Nr. 109); durchläuft der Punkt den Kegelschnitt, so durchläuft bß 
diese ganze Involution. Die beiden Punkte a, « auf gh haben also die 
Eigenschaft, dass die den Kegelschnitt erzeugenden projeetiven Strahl- 
büschel um sie in g'h involutorische projective Punktreihen hervor- 
rufen, und zwar ist die Involution gerade die der g’h' in Bezug auf 
K) zugehörige (Nr. 109). 

Weil aber għ auch durch den Pol von g"h' geht, so gilt das 
Nämliche auch für diese Gerade und ihre Involution conjugirter Punkte. 

Die Involution hingegen, welche durch das Kegelschnittbüschel 
in gh eingeschnitten wird, hat g, h zu Doppelpunkten, da die Schnitte 
mit zwei Geradenpaaren des Büschels sich je in ihnen vereinigen oder 
weil diese Punkte, als zwei Ecken eines allen Kegelschnitten des 
Büschels gemeinsamen Polardreiecks, conjugirt in Bezug auf alle sind. 
Durchläuft a« diese Involution, so erhalten wir für alle Kegelschnitte 
des Büschels — oder streng genommen für alle diejenigen, welche gh 
reell schneiden — Grundpunkte erzeugender projectiver Strahlbüschel, 
welche in jede der beiden gemeinsamen Secanten g’h', g'h", die zusammen 
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durch alle vier Grundpunkte gehen, die ihr in bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Büschels zugehörige Involution einschneiden. Weil għ die 
Polare des Schnittpunktes (g'h', g'h") ist, so sind in den beiden In- 
volutionen die Schnittpunkte mit għ conjugirt dem gemeinsamen Punkte 
der Träger. 

Im vorliegenden Falle sind diese Involutionen beide hyperbolisch 
und ihre vier Doppelpunkte die allen Kegelschnitten des Büschels ge- 
meinsamen Punkte. Zu den beiden andern Arten von Kegelschnitt- 
büscheln mit zwei reellen und zwei imaginären Grundpunkten oder mit 
vier imaginären müssen wir eine von ihnen oder beide elliptisch annehmen ; 
und da kommt es nun darauf an, aus ihmen die dritte Involution zu 
gewinnen, in welcher je die beiden Grundpunkte der erzeugenden Büschel 
der verschiedenen Kegelschnitte conjugirt sind. Diese projectiven Büschel 
müssen in den Träger einer jeden der beiden Involutionen die beiden 
projectiven Punktreihen einschneiden, aus denen sie besteht. 

Die beiden gegebenen Involutionen, deren reelle oder imaginäre 
Doppelpunkte die Grundpunkte des Kegelschnittbüschels werden sollen, 
seien (y, n) und (z, §) auf V, ©; der Träger A der gesuchten Involution 
(æ, ë) muss dann die Punkte r und q auf X, © verbinden, welche dem 
gemeinsamen Punkte p = BE in jenen Involutionen conjugirt sind. 

Es sei bß ein festes Paar der Involution (y, 7); aus diesen Punkten 
projieiren wir die beiden projeetiven Punktreihen der Involution (z, &) 
auf die Gerade A. Jedes Paar z& dieser Involution giebt dann für 
die Projection sofort zwei Paare, indem man z aus b und & aus ß, 
oder & aus b, z aus ß projieiren kann. Die beiden projeetiven Punkt- 
reihen, die auf A entstehen, sind aber involutorisch, denn nimmt man 
das Paar pq der (z,£), so führt bp, ßq zu r,q und bq, Bp zu q,r; 
mithin erhalten wir in gr ein involutorisches Paar, und demnach sind 
es alle (Nr. 37). Projicirt man also aus b, ß die Involution (z, &) der 
Gerade © auf die Gerade A, so ergiebt sich ebenfalls eine Involution 
und gr ist ein Paar derselben. Jetzt sei cy ein festes Paar der (z, 8); 
wird aus ihm die (y, 4) auf die A projieirt, so ergiebt sich eine In- 
volution, zu der ebenso qr als Paar gehört, aber auch die beiden 
Paare, die von be, ßy und von by, ße eingeschnitten werden. Alle 
drei gehören auch zur vorhinigen Involution, also sind beide identisch. 
Endlich sei b,ß, ein anderes Paar der (y, y); so giebt die Projection 
von (2,8) aus b,,ß, auf A wiederum eine Involution, zu welcher qr 
und die Schnittpunktepaare mit b,c, By; biy, Bic gehören; diese ge- 
hören aber zu unserer Involution auf W infolge ihrer Entstehung aus 
cy. Welches Paar aus (y,n) oder (z, &) auch genommen wird zur 
Projection je der andern Involution auf die Gerade U, immer ergiebt 
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sich auf dieser die nämliche Involution, die wir nun (x,$8) nennen wollen. 
Und es erhellt, dass jede zwei von ihnen in derselben Weise zur 
dritten führen. 

Einen Specialfall dreier solcher Involutionen haben wir schon ge- 
habt, nämlich in den beiden Focalinvolutionen eines Kegelschnitts und 
der ausgezeichneten Involution I» auf @„ (Nr. 138). 


Die drei Involutionen (x, £), (y, n), (2,8) auf A, B, € haben dem- 
nach die Eigenschaft, dass, wenn x,y,z in gerader Linie liegen, für 
die drei conjugirten Punkte €, y, dies gleichfalls gilt. Folglich liegen 
auch die Mittelpunkte der drei Involutionen in gerader Linie. Aber all- 
gemeiner, irgend drei Paare x&,yn,2& sind immer sechs Punkte eines 
Kegelschnitts. 

In der That, zur Involution auf A gehören rq, x't', xE, wo «', & 
die Schnitte mit yz und n& sind; also ist: (x'ræg) = (8'g&x) = (gE'«E) 
und mithin auch: y (s'rxæg) = ¢ (g&'x&) oder, was dasselbe ist, y (znx&) 
= &(217«$); daraus folgt die Behauptung. 

Aber, was für uns das Wichtigste ist, zwei Punkte x,& eines 
Paares der Involution auf WA sind so beschaffen, dass die Strahlen, 


welche von ihnen nach zwei conjugirten Punkten der Involution auf ® 


186 


gehen, auch © in zwei conjugirten Punkten der Involution dieser Ge- 
rade schneiden, oder anders gesagt, aus jenen Punkten werden die 
beiden Involutionen auf B, © durch die nämlichen projectiven Strahl- 
büschel projieirt. Und wir haben erhalten, was wir wollten: die In- 
volution (x, &), die durch die Paare der Grundpunkte der erzeugenden 
Strahlbüschel der Kegelschnitte entsteht, für welche die beiden gegebenen 
Involutionen (y, n), (2, $) auf B, € gemeinsame Involutionen conjugirter 
Punkte sind, oder welchen die reellen oder imaginären Doppelpunkte dieser 
Involutionen gemeinsam sind; eine Construction, welche uns alle drei 
Arten von Kegelschnittbüscheln liefert. 

Wir haben nun die Art der drei Imvolutionen zu untersuchen. 
Auf jeder der drei Geraden sind die Ecken des Dreiseits ABE con- 
jugirt. Eine Gerade trifft bekanntlich (Nr. 55) zwei Seiten eines 
Dreiecks zwischen den Ecken, die dritte ausserhalb, oder alle drei 
ausserhalb. Nehmen wir also drei in gerader Linie gelegene Punkte 
a,b,c auf X, Y, C, welche alle ausserhalb liegen; die drei conjugirten 
œ, ß,y liegen wieder in gerader Linie, und wir haben dann zwei 
Fälle: entweder liegen diese Punkte auch alle ausserhalb; dann sind 
alle drei Involutionen hyperbolisch; oder nur einer liegt ausserhalb; 
dann ist nur eine Involution hyperbolisch, die beiden andern sind 
elliptisch. 
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Die Involutionen sind daher entweder alle drei hyperbolisch, oder 
nur eine ist es, die beiden andern sind elliptisch. 

Die Verbindungslinie zweier zu verschiedenen Involutionen ge- 
höriger Doppelpunkte geht durch einen Doppelpunkt der dritten In- 
volution. Diese vier Geraden bilden ein vollständiges Vierseit, in 
dem je zwei Doppelpunkte derselben Involution Gegenecken sind. 

In Bezug auf die beiden Involutionen auf X, & haben wir drei 
Fälle: 

I. Sie sind beide hyperbolisch, dann ist es auch die dritte auf A; 
alle vier Grundpunkte des Kegelschnittbüschels sind reell. 

II. Sie sind verschiedenartig; dann ist die dritte elliptisch; zwei 
Grundpunkte sind reell, zwei imaginär. 

III. Sie sind beide elliptisch; dann ist die dritte wiederum hyper- 
bolisch; alle vier Grundpunkte sind imaginär. 

Durch die drei Involutionen wird jeder Gerade ! = xyz eine andere 
Gerade A = &n& zugeordnet, aber auch jedem Punkte ein Punkt. Die 
Geraden, welche von einem Punkt P nach den Ecken von AYE gehen, 
mögen die Gegenseiten in «,y,2 treffen und &,7,& seien deren con- 
jugirte Punkte, so laufen auch die Verbindungslinien dieser mit den 
Gegenecken in einen Punkt IM zusammen. Wenn die drei Geraden 
yz, 2%, æy je die dritten Seiten in x,,%,,2, schneiden, so liegen diese 
Punkte in einer geraden Linie, der harmonischen Polare von P (Nr. 55). 
Sind nun wiederum é, m, & die conjugirten von &,,%,,2,, So liegen 
je in gerader Linie &,,7,& 8, m, é; É, 1, 6&5 o Ms br 

Folglich sind die Dreiecke ABEC und ény ¢ perspectiv; Perspectivitäts- 
axe ist &,7,&,, und Perspectivitätscentrum ist JI. Entsprechende Punkte 
P und II sind harmonische Pole entsprechender Geraden. 

Dreht sich Z um einen Punkt O, so bewegen sich y,z auf B, © 
perspectiv, also 7 und £& projeetiv, aber nicht perspectiv; denn in 
p = DE vereinigen sich nicht entsprechende Punkte, da im allgemeinen 
keiner von den Strahlen des Büschels zugleich durch r und q geht; 
also umhüllt 4 = yé einen Kegelschnitt, der Y und © tangirt; für den 
durch p gehenden Strahl ! fällt A in qr = N. 

Die Beziehung zwischen den entsprechenden Strahlen 7 und A ist 
so, dass, wenn einer von ihnen ein Strahlbüschel beschreibt, der andere 
einen Kegelschnitt umhüllt, welcher A, B, & tangirt. 

Bei den beiden Focalinvolutionen und I» sind ! und A stets recht- 
winklig und conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt. 

Kehren wir aber zum Kegelschnittbüschel zurück. 

Durch einen Punkt P geht nur ein Kegelschnitt des Büschels, denn 
die beiden Involutionen, welche aus ihm die gegebenen Involutionen 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 16 
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(in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels conjugirter Punkte) 
auf V, © projieiren, haben ein Strahlenpaar gemein. Dies schneidet 
in A das Punktepaar a« ein, das zur Erzeugung des Kegelschnitts 
dient. 

In den Fällen II und III, wo mindestens eine jener Involutionen ellip- 
tisch ist, ist dies Paar stets reell, in I kann es imaginär sein (Nr. 44); 
der fragliche Kegelschnitt kann imaginär schneiden. Dass ein durch ® 
gehender Kegelschnitt und nur einer vorhanden, bedarf aber in diesem 
Falle, wo die Grundpunkte alle reell sind, keines Beweises. 


Fig. 62. 


Die charakteristische Eigenschaft des Kegelschnittbüschels, dass eine 
beliebige Transversale von seinen Kegelschnitten in den Paaren einer In- 
volution getroffen wird, lässt sich nun auch aus dieser allgemeinsten 
Construction des Büschels ableiten und ist also richtig, gleichviel ob 
die Grundpunkte alle vier reell sind oder nur zwei oder keiner. 

Die Transversale T treffe (Fig. 62) die drei Geraden X,B8,6& in 
den Punkten a,b,c; und «,ß,y seien zu diesen Punkten conjugirt in 
den drei Involutionen (x, €), (y, n), (2,8) auf A, X, €, so liegen auch 
sie in einer Gerade T!. Zwei beliebige conjugirte Punkte a!,«! der 
ersten Involution nehmen wir zu Grundpunkten der erzeugenden 
Büschel eines Kegelschnitts A@ des Büschels. 
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Wir wissen, dass die sechs Punkte at, «t, b, B, c, y, welche drei 
Paare der drei Involutionen bilden, auf einem Kegelschnitt 8% 
liegen; folglich ergiebt das Pascal’sche Sechseck bca!ßya!, dass 


@c, By) - TU-5, (cat, ya) =$, (ba, Ba) = D 


auf einer Gerade liegen. Es seien ferner p,p, die Schnitte der Trans- 
versale T mit dem Kegelschnitte K®) des Büschels, auf welchem auch 
P und Q liegen, da sie Schnitte entsprechender Strahlen der er- 


zeugenden Büschel a!, «' sind; also ist: 


ar (a, PP, pP) NO, P,p,Pp) OB, ea! pP, pP); 


demnach, wenn mit % geschnitten wird: 


acpp, A sbp,P, 


also sind die Punktepaare as, be und pp, in Involution. Die beiden 
ersten Paare bleiben fest, wenn K@ im Büschel sich bewegt; also 
beschreibt p, p, die durch sie festgelegte Involution. 

Das Paar be kommt von dem Geradenpaare BC, das Paar as aber 
von demjenigen Kegelschnitte des Büschels her, welcher durch die 
projeetiven Büschel a, « erzeugt wird. 

Das vollständige Viereck ßyrg schneidet mit seinen Gegenseiten 
in T drei Paare in Involution, von denen zwei bc, as sind; so dass 
die Involution die vom Kegelschnittbüschel eingeschnittene ist. 

Schneiden wir das Dreiseit BET mit den Transversalen A und 
T!, so ergiebt sich wegen der Relation des Menelaus (Nr. 54): 


u a EB 2 


ee po Ur Ne tb Ta 
(beas) . (cpqy) . (pbrß) = 1 


1— (pge i 
(cas) = 1 Zn (Nr. 8). 

Sind nun die beiden Involutionen auf X, €, in denen p,r; b,ß, 
bezw. p, q; c, y conjugirt sind, elliptisch, so sind (prbß) und (pqey) 
negativ, also ist (bcas) positiv und die Involution (bc, as) hyper- 
bolisch. 

Ein Kegelschnittbüschel mit vier imaginären Grundpunkten wird 
von jeder Transversale in einer hyperbolischen Involution geschnitten. 

Auch aus der charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnitt- 
büschels kann man ableiten, dass durch jeden beliebigen Punkt P ein 
und nur ein einziger Kegelschnitt geht, welcher dem Büschel angehört; denn 
auf jeder Transversale durch P bestimmen die Kegelschnitte des Büschels 
eine Involution, welche schon durch irgend zwei Paare conjugirter 

16“ 


demnach: 


und: 
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Punkte festgelegt wird. Der dem Punkte P conjugirte Punkt gehört 
dem einzigen Kegelschnitt des Büschels an, welcher durch P geht, 
und drehen wir die Transversale um P, so erhalten wir als Aufeinander- 
folge der conjugirten Punkte den genannten Kegelschnitt. Es können 
durch P keine zwei verschiedenen Kegelschnitte des Büschels gehen, 
denn sonst müsste es in einer Involution zu einem Punkte mehr als 
einen conjugirten Punkt geben. 

Es folgt ferner, dass das Kegelschnittbüschel durch zwei Kegel- 
schnitte vollständig bestimmt ist, weil dieselben auf jeder Transversale 
die Involution durch zwei Paare conjugirter Punkte bestimmen. 

Aber eine Transversale T braucht nicht von jedem Kegelschnitte 
des Büschels getroffen zu werden, d. h. es kann auch imaginäre 
Punktepaare in einer Involution geben. Um dieses Verhalten klarer 
zu übersehen, denken wir uns die beiden Schnittpunkte der Trans- 
versale T mit einem Kegelschnitte des Büschels als die Doppelpunkte 
derjenigen Involution, welche der Gerade T in Bezug auf den Kegel- 
schnitt K® zugehört (Nr. 97); ist diese hyperbolisch, so sind die 
Schnittpunkte reell, ist sie elliptisch, so sind sie imaginär. Für jeden 
Kegelschnitt X® erhalten wir also auf der Transversale T eine andere 
Involution, und alle diese unendlich vielen Involutionen auf T stehen 
in dem Zusammenhange mit einander, dass ihre Doppelpunkte selbst 
eine Involution (x, €) bilden, welche von dem Kegelschnittbüschel auf 
T ausgeschnitten wird. 

Nehmen wir nun einen beliebigen Hülfskegelschnitt R®) in der 
Ebene an und projieiren aus einem Punkte B desselben die auf T ge- 
legenen Involutionen auf 8 in krumme Involutionen, von denen jede 
ein Centrum P hat (Nr.108). Wir verwandeln also eine jede Involution 
auf T in einen Punkt P oder ein Strahlbüschel P. Ist die betrachtete 
Involution auf T hyperbolisch, so muss P ausserhalb des Hülfskegel- 
schnittes X) liegen. P ist jedesmal der Pol derjenigen Gerade, welche 
die beiden Schnittpunkte des Hülfskegelschnitts mit den Strahlen, 
welche von B nach den beiden Doppelpunkten einer auf T befindlichen 
Involution laufen, oder die Doppelpunkte der zugehörigen krummen 
Involution verbindet. Da nun jene Doppelpunkte auf T selbst eine 
Involution (x, £) bilden, welche durch das Kegelschnittbüschel aus- 
geschnitten wird, so laufen die Sehnen alle durch einen festen Punkt O, 
das Centrum der krummen Involution auf &®), in die sich diese In- 
volution projieirt, und der Punkt P bewegt sich also auf einer festen 
Gerade £, der Polare von O in Bezug auf den Hülfskegelschnitt KÈ. 
Alle Involutionen auf T sind daher in die Punkte P einer bestimmten 
Gerade & verwandelt, der Art, dass, wenn wir nunmehr von irgend 
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einem Punkte P der Gerade X die Polare construiren und ihre auf &@ 
gelegenen Punkte mit B verbinden, dieses Strahlenpaar die Transversale T 
in einem Punktepaar der Involution (x, &) trifft. Hieraus zeigt sich, 
dass, wenn diese Involution (x, €) auf T elliptisch ist, der Punkt O 
innerhalb des Hülfskegelschnitts SU? liegen muss, also die Gerade Q 
denselben gar nicht trifft, mithin alle jene unendlich vielen Involutionen 
auf T hyperbolisch sind, oder was dasselbe sagt: Alle Kegelschnitte 
des Büschels treffen eine Transversale T in reellen Punktepaaren, sobald 
die Involution auf I elliptisch ist, welche die Schnittpunkte je eines 
Kegelschnitts des büschels zu conjugirten Punkten hat. Wenn dagegen 
die Involution (x, &) auf T hyperbolisch ist, so liegt O ausserhalb des 
Hülfskegelschnitts K, die Gerade X schneidet ihn daher in zwei reellen 
Punkten, welche die beiden Gebiete auf X abgrenzen, innerhalb deren 
solche Punkte P liegen, die reelle Tangentenpaare an 2) zulassen, 
und solche P, durch welche keine Tangente geht. Von den unendlich 
vielen Involutionen auf T sind die einen hyperbolisch und die andern 
elliptisch. Den Uebergang bilden zwei parabolische Involutionen, 
welche den Doppelpunkten von (x, &) zugehören; d.h. es giebt zwei 
Kegelschnitte des Büschels, welche die Transversale T berühren, wie 
bereits bekannt ist. Ist also die Imvolution (x, €), welche von den 
Kegelschnitten eines Büschels auf einer Transversale T ausgeschnitten 
wird, hyperbolisch, so treffen nicht alle Kegelschnitte desselben die T in 
reellen Punktepaaren. Die hyperbolische Punktinwolution hat also auch 
imaginäre Paare conjugirter Punkte. 

Die elliptische hingegen hat keine solchen Paare; der Uebergangsfall, 
die Paare mit vereinigten Punkten sind ja nicht vorhanden. 

Es drängt sich hiernach die unabweisbare Frage auf, ob aus der 
in diesem Paragraphen angegebenen Erzeugungsweise des Kegelschnitt- 
büschels in allen Fällen sämmtliche Kegelschnitte reell hervorgehen, 
die in dem Büschel. enthalten sind. In den Fällen II und III fanden 
wir (Nr. 188) durch jeden Punkt ® zwei reelle Strahlen, welche ein 
Punktepaar der Involution (y, y) auf X und zugleich eins derjenigen 
(2,8) auf © projieiren, und ihre Schnitte a, « mit W'sind die Grund- 
punkte der projeetiven Büschel, welche den durch ® gehenden Kegel- 
schnitt des Büschels erzeugen. Alle (reellen) Kegelschnitte des Büschels 
schneiden in diesen beiden Fällen II, III die Gerade X reell. Im Falle II 
folgt dies nach dem eben erhaltenen Ergebnisse auch daraus, dass die In- 
volution (x, £) auf Y, die ja durch das Kegelschnittbüschel eingeschnitten 
wird, elliptisch ist. Bemerkenswerth aber ist es im dritten Falle, indem 
doch da die Involution auf A hyperbolisch ist und als solche imaginäre 
Punktepaare besitzt. Also: Wenn das Kegelschnittbüschel vier imaginäre 
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Grundpunkte hat, so schneiden alle (reellen) Kegelschnitte des Büschels 
die Gerade WA reell, obwohl die eingeschnittene Involution hyperbolisch ist. 


Jeder von den Kegelschnitten des Büschels hat daher auf W eine 
hyperbolische Involution conjugirter Punkte. Diese Involution ist ja 
die Projection, aus irgend einem Punkte des Kegelschnitts, der krummen 
Involution auf ihm, für welche A Axe und der Pol p = BE Centrum 
ist. Durch diesen Pol gehen im Falle III die beiden imaginär 
schneidenden Geraden YX, C; also liegt er ausserhalb des Kegelschnitts, 
und beide Involutionen, die krumme und die gerade, sind hyperbolisch. 
Auch im Falle II, wo eine der beiden Geraden Y, © imaginär schneidet, 
liegt er ausserhalb, und es gilt für die Involutionen (conjugirter 
Punkte) auf A und die Schnitte der Kegelschnitte mit dieser Gerade 
das Nämliche. 


In diesen beiden Fällen II und III erhalten wir also durch unsere 
Construction alle Kegelschnitte des Büschels. 

Anders ist es im Falle I, wo die Involution auf A auch hyper- 
bolisch ist; da giebt es Punkte ®, bei denen die oben genannten 
Strahlen und also auch die Punkte a,« imaginär sind, die durch- 
gehenden Kegelschnitte die A nicht reell schneiden und daher nicht 
auf die jetzige Weise (reell) erzeugt werden; aber das ist natürlich in 
diesem Falle, wo die vier Grundpunkte reell sind und wir besser direct 
mit ihnen operiren, nicht bedenklich. 

In den Fällen I und III, wo die Involution (x, &) auf A hyper- 
bolisch ist, kommen deren Doppelpunkte nicht von Kegelschnitten des 
Büschels her, welche W berühren, sondern von (eradenpaaren desselben, 
die ihre Doppelpunkte in diesen Punkten haben. In der That, durch 
jeden dieser beiden Doppelpunkte gehen ja zwei Geraden, welche von 
jeder der beiden andern Involutionen auf X, & einen Doppelpunkt ent- 
halten; sie gehen daher durch die vier Grundpunkte und bilden ein 
Geradenpaar des Büschels. 

Im Fall I sind dies reelle Geradenpaare, und durch sie gehen die 
X reell schneidenden Hyperbeln des Büschels in imaginär schneidende 
(im anderen Asymptotenwinkel) über. 

Im Falle III aber sind diese Geradenpaare imaginär, jedoch mit 
reellem Doppelpunkte, da die Involution (x, 5) auf W hyperbolisch ist; 
dies sind Kegelschnitte, die sich auf einen einzigen reellen Punkt 
redueirt haben, unendlich klein gewordene Ellipsen, die man Null- 
Ellipsen nennen könnte, ebenso wie man von Nullkreisen*® spricht. 


* Nullkreise sind Geradenpaare aus reellem Doppelpunkte nach den absoluten 
Punkten. 
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Sie bilden den Uebergang von (reellen) Ellipsen zu imaginären Curven 
des Büschels, von denen also die imaginären Punktepaare der Involution 
auf M herrühren und mit denen wir uns später beschäftigen werden. 

Im Falle II sind diese Geradenpaare auch imaginär, aber ohne 
reelle Doppelpunkte; jede der beiden Geraden enthält einen reellen Punkt, 
den einen oder andern reellen Grundpunkt. 

Das dritte Geradenpaar, BC, ist immer reell; es entsteht bei dem 
Paare qr der Involution auf X; die erzeugende Projectivität artet aus. 

Das allen Kegelschnitten des Büschels gemeinsame Polardreieck, das 
durch die Doppelpunkte der Geradenpaare, die Diagonalpunkte des 
Vierecks der Grundpunkte, gebildet wird, hat in allen drei Fällen die 
Ecke p= BE und die Gegenseite A reell. In I und III ist es voll- 
ständig reell, in II aber nur die genannten Elemente p und N. 


$ 45. Ueber die besondere Art der in einem Büschel enthaltenen 
Kegelschnitte. 


Die Frage, ob gleichzeitig Hyperbeln, Parabeln, Ellipsen in einem 
Kegelschnittbüschel vorkommen, ist zwar schon in Nr. 163, 164 und 
183 für den Fall, dass es vier oder wenigstens zwei reelle Grund- 
punkte besitzt, beantwortet worden, soll aber hier noch einmal un- 
abhängig davon, ob die Grundpunkte reell oder paarweise imaginär 
sind, allgemeiner und umfassender erörtert werden, indem wir nur die 
charakteristische Eigenschaft des Kegelschnittbüschels voraussetzen. 

Die Involution (u,v) auf der unendlich entfernten Gerade Go 
wollen wir durch folgende zwei Punktepaare bestimmen, erstens die 
unendlich fernen Punkte des immer reellen Geradenpaares BC und 
zweitens die unendlich fernen Punkte der A und derjenigen Gerade M, 
welche die Mittelpunkte der drei Involutionen verbindet (Nr. 185); 
letztere bilden das Punktepaar as in Nr. 189. Sie sind die unendlich 
fernen Punkte einer Hyperbel des Büschels. 

Jede Hyperbel des Büschels liefert ein reelles, jede Ellipse ein 
imaginäres Punktepaar für die Involution (w, v), jede Parabel ein Paar 


mit vereinigten Punkten. Je nachdem diese Involution hyperbolisch 


oder elliptisch ist, enthält das Büschel zwei reelle Parabeln oder keine; 
nach den Doppelpunkten der Involution gehen die Axen der Parabeln. 
Liegt ein Grundpunkt im Unendlichen, so ist die Involution 
parabolisch; das Büschel enthält nur eine Parabel. 
Wir wollen die gegenseitige Lage der beiden obigen Punktepaare, 
durch welche wir die Involution (u,v) bestimmt denken, genauer 
untersuchen, oder der Strahlenpaare aus irgend einem Punkte nach 
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ihnen. Wir nehmen den Punkt p = BC. Man braucht nur die Parallele 
durch p zu M zu ziehen und erkennt sofort, dass diese Strahlen- 
paare die elliptische oder hyperbolische Lage (Nr. 47) haben und also 


(u,v) eine elliptische oder hyperbolische Involution ist, je nachdem 


diese Parallele zwischen q und r durchgeht oder nicht (Fig. 62). Wir 
wissen, in den drei Involutionen (x, 8), (y, n), (2,6) auf A, X, © sind je die 
Ecken des Dreiecks ABC, nämlich q und r, r und p, p und g conjugirt. 

Bezeichnen wir die drei Mittelpunkte der Involutionen, welche in 
der Gerade M liegen, beziehentlich mit ma, Mg, Me, so wird, je nach- 
dem die Involution auf A hyperbolisch oder elliptisch ist, m, ausser- 
halb qr liegen oder zwischen q und r, und ebenso bei den beiden andern; 
von den Doppelpunkten liegt aber immer einer zwischen jedem Paare 
eonjugirter Punkte und der andere ausserhalb; endlich wird jede Seite 
des Dreiecks durch die beiden in ihr befindlichen Ecken in ein end- 
liches Stück und zwei unendliche zerlegt, z. B. X in die drei Strecken 
q bis oo, r bis oo und g bis v. 

I. Die beiden Involutionen auf Y und È und also auch die auf A 
seien hyperbolisch; das Kegelschnittbüschel hat vier reelle Grundpunkte, 
die Doppelpunkte auf X und ©. Die Mittelpunktslinie W muss alle drei 
Dreiecksseiten in ihren Verlängerungen treffen, d. h. sie trifft entweder: 


1) X in der Strecke von r bis oo und & in der von p bis œ 

oder 2) Bi „ a ati DRS 

2] 3) Y „ ” ” ” r 2 oo ” © ” ” 2) q „ x, 

” 4) a RN ” Re a a E a 
in den beiden Fällen 1) und 2) wird die mit M parallel durch p ge- 
legte Gerade zwischen g,” durchgehen, in den Fällen 3) und 4) ausser- 
halb; also in 1) und 2) ist die zu untersuchende Involution (w, v) auf 
@% elliptisch, in 3) und 4) hyperbolisch., Die beiden ersten Fälle 
unterscheiden sich aber von den beiden letzten rücksichtlich der Lage 
der vier Doppelpunkte, der Grundpunkte des Kegelschnittbüschels, von 
denen der eine auf ® oder & zwischen den Ecken liegt, der andere ausser- 
halb in demselben Theile, wie der Schnitt mit M, der ja in der Mitte 
zwischen ihnen sich befindet, folgendermassen: In jenen liegen die vier 
Grundpunkte des Kegelschnittbüschels so, dass einer innerhalb des 
von den drei anderen gebildeten Dreiecks sich befindet; in diesen so, 
dass jeder ausserhalb des von den drei andern gebildeten Dreiecks sich 
befindet. Dies stimmt mit unserem früher (Nr. 164) gefundenen Kenn- 
zeichen überein. 


II. Eine der beiden Involutionen auf X, €, etwa die auf Y sei . 
hyperbolisch, die auf © und also auch die auf X elliptisch; das Kegel- 


www.rcin.org.pl 


Besondere Art der Kegelschnitte in einem Büschel. 249 


schnittbüschel hat zwei reelle: Grundpunkte, die Doppelpunkte auf %, 
und zwei imaginäre auf 6, der ideellen gemeinschaftlichen Secante 
oder dem zweiten Theil des reellen Geradenpaares, dessen einer Theil 
die eigentliche gemeinsame Secante Y ist. Die Gerade M trifft C 
zwischen den Ecken und ® ausserhalb; es sind hier zwei Fälle zu 
unterscheiden, nämlich M trifft entweder 


1) B in der Strecke von p bis œœ, 
oder 2) B ” ” „ 22 r 


im ersten Falle wird die durch p zu M gezogene Parallele die Gerade 
A zwischen r und q treffen, im zweiten Falle ausserhalb qr, also ist 
im ersten Falle die zu untersuchende Involution elliptisch, im zweiten 
hyperbolisch; wir sehen aber zugleich, dass dort die ideelle gemein- 
schaftliche Secante zwischen den beiden reellen Grundpunkten durch- 
geht, hier nicht; also: 


» (©; 


Ein Kegelschnittbüschel mit zwei reellen und zwei imaginären Grund- 
punkten schneidet auf der umendlich entfernten Gerade eine elliptische 
Involution aus, wenn die ideelle gemeinschaftliche Secante, welche die 
imaginären Grundpunkte verbindet, zwischen den beiden reellen Grund- 
punkten hindurchgeht, dagegen eine hyperbolische, wenn dies nicht der 
Fall ist. (Nr. 183). 

II. Beide Involutionen auf X und E seien elliptisch, die auf M 
also hyperbolisch; das Büschel hat vier imaginäre Grundpunkte. Die 
Gerade M muss die Dreiecksseiten B, € zwischen den Ecken treffen, 
daher ausserhalb; das muss deshalb auch die zu ihr durch p ge- 
zogene Parallele thun; also ist die zu untersuchende Involution auf 
G» hyperbolisch. 

Ein Kegelschnittbüschel mit vier imaginären Grundpunkten schneidet 
in die unendlich ferne Gerade eine hyperbolische Involution ein. 

Das wissen wir freilich schon, denn es schneidet ja in jede Gerade 
eine solche Involution ein (Nr. 189). 

Wir entnehmen aber hieraus, dass bei einem solchen Büschel der 


Fall nicht eintreten kann, indem es aus lauter Hyperbeln besteht; die. 


hyperbolische Involution auf @», die auch Paare mit imaginären 
Punkten und zwei mit vereinigten Punkten besitzt, weist auf Ellipsen 
und Parabeln im Büschel hin; zu den Ellipsen gehören die beiden 
imaginären Geradenpaare mit reellen Doppelpunkten (als Null-Ellipsen). 

Da also immer zwei reelle Parabeln durch vier vermittelst zweier 
elliptischer Involutionen bestimmte imaginäre Punkte möglich sind, so 
können wir das für fünf reelle Punkte gefundene Kennzeichen über 
die Art des durch sie bestimmten Kegelschnitts (Nr. 167) sofort auf 
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den Fall von vier solchen imaginären Punkten und einem reellen über- 
tragen. Sind drei reelle und zwei imaginäre gegeben, so wird der 
Träger der elliptischen Involution, welche letztere definirt, die Seiten 
des Dreiecks der reellen Punkte alle drei in den Verlängerungen schneiden 
oder eine. Unter den drei Büscheln, welche die imaginären und zwei 
von den reellen Punkten zu Grundpunkten haben, befindet sich daher 
mindestens eins, welches in die unendlich ferne Gerade eine hyper- 
bolische Involution einschneidet und demzufolge zwei reelle Parabeln 
enthält. Auf dieses können wir dann unser Kennzeichen anwenden; 
sodass es für alle drei Fälle Giltigkeit hat. 

Die Schnittpunkte eines Kegelschnitts und einer Gerade können 
wir durch ein immer reelles Gebilde vertreten lassen, nämlich die In- 
volution, welche der Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt zugehört 
und deren Doppelpunkte sie sind. Der Ge gehört nun in Bezug auf 
einen Kegelschnitt diejenige Involution zu, in welcher die Involution 
der conjugirten Durchmesser des Kegelschnitts (Nr. 116) sie trifft. 
Letztere liegt im Endlichen, während die unendlich entfernte Gerade 
sich der Anschauung entzieht; wir fassen daher zweckmässiger die 
Involutionen der conjugirten Durchmesser für sämmtliche Kegelschnitte 
des Büschels ins Auge und ziehen durch irgend einen Punkt B der 
Ebene die Parallelen zu den Paaren conjugirter Strahlen -dieser sämmt- 
lichen Involutionen. Dadurch erhalten wir in B unendlich viele auf 
einander liegende Strahlinvolutionen, welche die Gae in denjenigen In- 
volutionen treffen, die ihr in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels 
zugehören. 

Ein durch B gelegter Kegelschnitt RƏ wird von jeder dieser In- 
volutionen in einer krummen Involution geschnitten, der ein Centrum 
P zugehört; das von P an &®) gelegte Tangentenpaar liefert die 
Doppelstrahlen der Involution, die von B nach den Berührungspunkten 
gehen. Jede von den Involutionen liefert also einen bestimmten Punkt 
P, und der Ort der Punkte P für sämmtliche kann dadurch bestimmt 
werden, dass wir P als den Pol derjenigen Sehne des Kegelschnitts 
RO) auffassen, welche je die beiden Doppelstrahlen ausschneiden. Diese 
Doppelstrahlen bilden aber selbst eine Involution, welche nach der In- 
volution (u, v) auf Ge hingeht. Jene Sehnen laufen daher durch einen 
festen Punkt O, und der Ort des Punktes P ist die Polare von O in 
Bezug auf den Hülfskegelschnitt $®, also eine Gerade (vergl. Nr. 190). 
Wir haben hiernach zunächst folgenden Satz: 

Verschiebt man die Involutionen der conjugirten Durchmesser sämmt- 
licher Kegelschnitte eines Büschels mit Beibehaltung der Richtung der 
Strahlenpaare nach irgend einem Punkte B eines beliebigen Kegelschnitts 
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RD, so ergeben sich auf diesem krumme Involutionen, deren Centren eine 
Gerade X erfüllen. 

Schneidet diese Gerade Q den Hülfskegelschnitt KƏ nicht, so be- 
steht das Kegelschnittbüschel aus lauter Hyperbeln; aus jedem Punkte P 
der Gerade L kommt an K@ ein Tangentenpaar; die Geraden, welche 
von B nach den Berührungspunkten dieser Tangentenpaare gehen, 
liefern die Richtungen der Asymptoten dieser Hyperbeln. Da der Pol 
der Gerade £ in Bezug auf 8@ in diesem Fall innerhalb des Kegel- 
schnitts ©) liegt, so ist die Involution (u, v) auf GŒ» elliptisch, oder 
die durch den Punkt B den Asymptoten sämmtlicher Hyperbeln des 
Büschels parallel gezogenen Strahlenpaare bilden selbst eine elliptische 
Involution. Berührt die Gerade X den Kegelschnitt X, so zeigt dies 
an, dass alle Kegelschnitte des Büschels einen unendlich entfernten 
Punkt gemein haben, also einer der vier Grundpunkte des Büschels 
im Umnendlichen liegt; das Kegelschnittbüschel enthält in diesem Fall 
eine einzige Parabel und lauter Hyperbeln; die Involution (u, v) auf 
Gə ist parabolisch. 

Schneidet die Gerade X den Kegelschnitt R) in zwei reellen 
Punkten, so besteht das Kegelschnittbüschel aus einer Reihe von Hyperbeln, 
einer Reihe von Ellipsen und zwei Parabeln, welche jene beide Reihen 
von einander trennen; denjenigen Punkten P nämlich, welche auf der 
Gerade X ausserhalb des Kegelschnitts &®) liegen, entsprechen die 
Hyperbeln des Büschels, denen, welche innerhalb 8% liegen, die Ellipsen 
und den beiden Schnittpunkten der Gerade % mit 9 die beiden 
Parabeln. In der That, der Punkt P erzeugt, wenn er ausserhalb 2 
liegt, in B eine hyperbolische Involution, und wenn er innerhalb &® 
liegt, eine elliptische, daher ist der ihm zugehörige Kegelschnitt des 
Büschels im ersten Falle Hyperbel, im zweiten Ellipse. Liegt P in 
einem der beiden Schnittpunkte der Gerade & mit 8@, so wird die 
Involution in B parabolisch, weil die beiden Doppelstrahlen zusammen- 
fallen, und der zugehörige Kegelschnitt des Büschels aus demselben 
Grunde Parabel, weil seine beiden Schnittpunkte mit Ge sich ver- 
einigen. Die Involution (u, v) auf G» ist hyperbolisch, und ihre beiden 
Doppelpunkte geben die Richtungen der Axen der zum Büschel ge- 
hörigen Parabeln an. 

Da jeder Punkt P der Gerade & die Involution in B hervorruft, 
die der Durchmesser-Involution des Kegelschnitts des Büschels parallel 
läuft, welchem P entspricht, und da alle Punkte P in derselben Ge- 
rade X liegen, so haben alle Involutionen in B ein gemeinschaftliches 
Paar conjugirter Strahlen, die nach den Schnittpunkten der Gerade X 
mit dem Kegelschnitte St hingehen, also: 
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Sämmtliche Kegelschnitte eines Büschels besitzen zwei besondere con- 
jugirte Durchmesser, welche dieselben zwei festen Richtungen haben; diese 
Richtungen sind die der Axen derjenigen beiden Parabeln, welche in 
dem Büschel vorkommen, sie sind also mit diesen selbst reell oder 
imaginär. 

Hieraus lassen sich die beiden Parabeln eines Büschels finden, 
sobald es durch irgend zwei Kegelschnitte gegeben ist. Man verlege 
nach einem beliebigen Punkt B parallel die Durchmesser-Involutionen 
der beiden gegebenen Kegelschnitte und bestimme das gemeinschaft- 
liche Paar dieser beiden concentrischen Involutionen (Nr. 44, 113); 
dasselbe ist immer reell, sobald mindestens einer der beiden Kegel- 
schnitte Ellipse ist, oder, falls beide Hyperbeln sind, sobald die beiden 
Asymptotenpaare, nach demselben Punkte parallel verlegt, hyperbolische 
Lage haben; haben sie aber elliptische Lage oder trennen sie sich, so 
besitzen die Involutionen kein gemeinsames Paar, das Büschel enthält 
keine Parabel und dann auch keine Ellipse. i 

Es ist von besonderem Interesse, die vorige Betrachtung in der 
Weise zu specialisiren, dass man für den Hülfskegelschnitt einen Kreis 
annimmt; dann wird je derjenige durch den veränderlichen Punkt P 
gehende Strahl, welcher Durchmesser des Kreises &®) ist, ihn in zwei 
Punkten treffen, welche mit B verbunden die Axen der zugehörigen 
Involution geben, und zu den Verbindungslinien parallel sind die Axen 
des entsprechenden Kegelschnitts des Büschels. 

Liegt P ausserhalb Ẹ&®), so entspricht ihm eine Hyperbel im 
Büschel; die Strahlen von B nach den Berührungspunkten der Tangenten 
aus P an &®) sind dann den Asymptoten der Hyperbel, als den Doppel- 
strahlen der Durchmesser- Involution, parallel. 

Wenn @ der spitze Winkel jener beiden Tangenten ist, so 
sind die beiden Winkel der Asymptoten der Hyperbel 90° — 3 und 
90° + z, Liegt P im Unendlichen auf Q, so ist ọ = 0°, und die 
Hyperbel ist eine gleichseitige oder rechtwinklige, und nur dem un- 
endlich fernen Punkte von % entspricht eine gleichseitige Hyperbel. 

Nehmen wir nun erstens an, dass % ganz ausserhalb K® liegt, 
das Büschel also aus lauter Hyperbeln besteht, — in welchem Falle, 
wie wir eben fanden (Nr. 195), nicht alle vier Grundpunkte imaginär 
sein können; — es sei dann m der Fusspunkt des Perpendikels aus 
dem Mittelpunkte von &®) auf £. Der diesem Punkte zugehörige 
Werth von ist ein Maximum, und daher der spitze Asymptoten- 


-winkel der zugehörigen Hyperbel ein Minimum, der stumpfe ein 


Maximum. 
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Wenn ein Kegelschnitt durch ein reelles Geradenpaar hindurch- 
geht, von Hyperbel wiederum zu Hyperbel, so geht der Asymptoten- 
winkel im engern Sinne, d.h. der, welcher die Hyperbel enthält, nicht 
in den Asymptotenwinkel über, sondern in den andern. Beim Geraden- 
paar haben sich sowohl die reellen Scheitel auf der Hauptaxe, als die 
imaginären auf der Nebenaxe im Doppelpunkte, der ja zugleich Mittel- 
punkt ist, vereinigt; beide Halbaxen-Quadrate sind O und wechseln also 
beim Durchgange durch das Geradenpaar ihr Vorzeichen: das bisher 
positive wird negativ und das bisher negative positiv, oder die Haupt- 
axe geht in die Nebenaxe, die Nebenaxe in die Hauptaxe über; kurz, 
die Hyperbel „geht in z andern Asymptotenwinkel“, wird Re aus 
einer spitzwinkligen Hyperbel (welche im spitzen Asymptotenwinkel 
liegt) eine stumpfwinklige oder umgekehrt. Mithin kann dieser Ueber- 
gang von spitzwinkliger in stumpfwinklige Hyperbel in zwei Weisen 
erfolgen: discontinuirlich beim Durchgange durch ein (reelles) Geraden- 
paar, eontinuirlich beim Durchgange durch eine rechtwinklige Hyperbel; 
in diesem Falle wechselt der Asymptotenwinkel nicht. 


Je nachdem nun das Büschel drei reelle Geradenpaare enthält 
oder nur eins (Fall I oder II), haben wir zwei Reihen stumpfwinkliger 
und zwei Reihen spitzwinkliger Hyperbeln, oder nur je eine. Und je 
nachdem die dem Punkte m entsprechende Hyperbel in eine Reihe der 
einen oder andern Art fällt, ist der Asymptotenwinkel ein grösster 
stumpfer, bezw. ein kleinster spitzer Winkel, und zwar nicht blos in 
seiner Reihe, sondern er ist auch grösser, bezw. kleiner als die 
Asymptotenwinkel der andern gleichartigen Reihe, falls diese vor- 
handen ist. 

Der AR 9 einer Hyperbel (im engeren Sinne) ist 
gegeben durch: tang > - 9 = 4 wo a? und — > die Halbaxen-Quadrate 
sind. Wenn zwei RER im Verhältniss — ©. übereinstimmen, so haben 
sie nicht nur gleiche Asymptotenwinkel im engern Sinne, sondern 
sie sind überhaupt ähnlich. Denn ersichtlich ist die Punktreihe der 
Scheitel und Brennpunkte der einen ähnlich mit der der andern; daraus 
folgt, dass zu jedem Punkte x der einen ein Punkt =! der andern 
construirt werden kann, so dass die Dreiecke, welche x und x! mit 
den Brennpunkten bezw. bilden, ähnlich und von gleichem Umlaufungs- 
sinne sind; und dies lehrt wiederum, dass drei Punkte der einen 
Hyperbel und ihre so entsprechenden auf der andern ähnliche und 
gleichsinnige Dreiecke bilden. 


Zu zwei Punkten auf £, welche von m gleichweit entfernt sind, 
gehören gleiche Werthe von 9; folglich sind die spitzen (siripken) 
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Asymptotenwinkel der zugehörigen Hyperbeln gleich. Aber damit ist 
noch nicht gesagt, dass diese Hyperbeln auch in gleichen Asymptoten- 
winkeln liegen und ähnlich in dem eben erläuterten Sinne sind. Schon 
in diesem engern Sinne ist ein Geradenpaar mit einer Hyperbel, deren 
Asymptoten dieselben Winkel bilden wie seine Geraden, ähnlich zu 
nennen; im weiteren Sinne nennt man dann auch Hyperbeln ähnlich, sobald 
die Asymptoten der einen dieselben Winkel bilden wie die der andern, 
wenn auch die Hyperbeln nicht in gleichen Winkeln liegen, also die 
eine spitz-, die andere stumpfwinklig ist; z. B. also zwei conjugirte 
Hyperbeln. Man macht diese eigentlich nicht erlaubte Erweiterung, 
um manche Sätze bequemer aussprechen zu können. 

Im engern Sinne sind also zwei Hyperbeln unseres Büschels, 
welche gleichweit von m entfernten Punkten der Gerade £ entsprechen, 
nur dann ähnlich, wenn sie in gleichartige der obigen Reihen fallen; 
im weiteren Sinne nennt man sie auch ähnlich, wenn sie verschieden- 
artigen angehören. Nehmen wir z. B. aus dem Büschel ein (reelles) 
Geradenpaar und zwei beiderseitige Nachbarn, eine spitz- und eine 
stumpfwinklige Hyperbel; die ähnliche Curve des Geradenpaares sei 
etwa eine spitzwinklige Hyperbel; dann sind es ihre Nachbarn, die 
ähnlichen Curven der beiden Hyperbeln, auch; also ist die eine im 
engern, die andere im weiteren Sinne ähnlich. In diesem allgemeineren 
Sinne haben wir also den folgenden Satz aufzufassen: 


Besteht ein Kegelschnittbüschel aus lauter Hyperbeln, so ist eine und 
im allgemeinen nur eine unter ihnen gleichseitig; eine andere ist dadurch 
ausgezeichnet, dass, je nachdem sie stumpf- oder spitzwinklig ist, ihr 
Asymptotenwinkel ein Maximum, bezw. Minimum ist. Diese beiden 
Hyperbeln theilen das Büschel in zwei Abtheilungen; jede (andere) Hyperbel 
der einen Abtheilung hat eine (nicht nothwendig im engern Sinne) ähnliche 
in der andern. 

Die rechtwinklige Hyperbel und die reellen Geradenpaare (drei, bezw. 
eins) theilen das Büschel in zwei Reihen stumpfwinkliger und zwei spitz- 
winkliger Hyperbeln, bezw. nur in je eine von beiden Arten. 


Enthält ein Büschel zwei gleichseitige Hyperbeln, so geht X ins 
Unendliche, schneidet den Kreis $@® nicht; alle Hyperbeln des Büschels 
sind gleichseitig; die Gs wird von einem solchen Büschel in der aus- 
gezeichneten elliptischen Involution I» geschnitten. Also können nicht 
alle vier Grundpunkte imaginär sein. Zwei gleichseitige Hyperbeln 
müssen sich mindestens zweimal (reell) schneiden; in der That, die 
unendlich fernen Punkte einer jeden von ihnen liegen zu verschiedenen 
Seiten der andern. 


www.rcin.org.pl 


a5 


Besondere Art der Kegelschnitte in einem Büschel. 255 


Die Gerade X schneide nunmehr den Kreis &®) reell, in p und q; 199 
das Kegelschnittbüschel besteht dann aus Hyperbeln, Ellipsen und zwei 
Parabeln, und alle vier Grundpunkte können imaginär sein: es giebt 
in diesem Falle zwei Null-Ellipsen, welche den Uebergang zu imaginären 
Curven bilden. Einem Punkt P von Q im Innern von &®) entspricht 
eine Ellipse; die durch ihn gehende kleinste Sehne des Kreises, welche 
auf dem durch P gehenden Durchmesser desselben senkrecht steht, 
schneidet in zwei Punkten, welche mit B verbunden Strahlen geben, 
die den gleichen conjugirten Durchmessern der Ellipse parallel sind; 
denn die Winkel zwischen diesen Strahlen werden durch die nach den 
Endpunkten des genannten Durchmessers gehenden, welche den Axen 
parallel sind, halbirt. Je näher wir dem Fusspunkte m kommen, desto 
grösser wird die durchgehende kleinste Sehne und der sie überspannende 
spitze Peripheriewinkel, also auch der spitze Winkel der gleichen con- 
Jugirten Durchmesser der Ellipse, d. i. der von der Hauptaxe halbirte ®, 


wenn es sich um eine reelle Ellipse handelt. Wir wissen: tg T p= a 
bei den Punkten p,q, denen die Parabeln des Büschels entsprechen, 
ist die kleinste Sehne 0, also auch #. Das Verhältniss : wächst also 


von 0 bis zu einem Maximum, das sich bei m ergiebt. Die m ent- 
sprechende Ellipse hat mithin im Büschel das am meisten an 1 heran- 


. SL % . ; ER 
reichende Axenverhältniss = nähert sich am meisten dem Kreise.* 


Die kleinste Sehne für m ist pq; also sind für diese ausgezeichnete 
Ellipse die gleichen conjugirten Durchmesser parallel zu den Axen 
der beiden Parabeln des Büschels und haben die festen Richtungen, 
in denen jeder Kegelschnitt desselben ein Paar conjugirter Durch- 
messer hat. 


Wir können aber füglich diese Ellipse nur dann als dem Kreise 
am meisten sich nähernd bezeichnen, wenn sie eben reell ist; in den 
beiden Fällen I, II, wo mindestens zwei Grundpunkte reell und keine 
Uebergangscurven zu imaginären Curven, also auch keine imaginären 
Curven im Büschel vorhanden sind, ist sie dies immer. Im Falle III 
aber giebt es imaginäre Curven im Büschel, und es wird sich später 
zeigen, dass deren Durchmesser-Involutionen reell (und elliptisch) sind; 
also haben diese Curven reelle entsprechende Punkte auf X; sie be- 
finden sich auf einer Strecke, die durch die Punkte begrenzt wird, 
welche den Null-Ellipsen, den imaginären Geradenpaaren mit reellen 


* Steiner, Journal f. Mathem. Bd. 2 S.64, S. 55, 5.372; Gesammelte Werke 
Bd. 1 8.123, Bd. 2 8.679. — Die dritte Auflage bringt hier und bei der analogen 
Betrachtung für die Schaar eine wesentlich modifieirte Darstellung. 


www.rcin.org.pl 


256 Besondere Art der Kegelschnitte in einem Büschel. 


Doppelpunkten entsprechen; und wenn m dieser Strecke angehört, so 
-ist unsere Curve imaginär.* 

Zu zwei innern Punkten von %, die gleichweit von m entfernt 
sind, gehören gleiche kleinste Sehnen, also Fllipsen mit gleichem 3 
wenn sie beide reell sind (oder beide imaginär); man kann sie dann aus 
demselben Grunde, wie oben Hyperbeln mit gleichem A im engeren Sinne 
ähnlich nennen, im weitern Sinne freilich auch eine reelle Ellipse und eine 
imaginäre Curve, wenn ihre gleichen conjugirten Durchmesser dieselben 
Winkel bilden. 

In Bezug auf die den äusseren Punkten von % entsprechenden 
Hyperbeln des Büschels gilt im allgemeinen ähnliches wie im vorigen 
Falle. Fassen wir zusammen, so haben wir: 

Besteht ein Kegelschnittbüschel aus Hyperbeln und Ellipsen, welche 
durch zwei Parabeln getrennt werden, so giebt es unter den Hyperbeln 
eine einzige gleichseitige, und in den Fällen, wo mindestens zwei Grund- 
punkte reell sind, stets eine Ellipse, welche sich dem Kreise am meisten 
nähert; ihre gleichen conjugirten Durchmesser sind die conjugirten Durch- 
messer von festen Richtungen und den Axen der Parabeln parallel. 
Im dritten Falle, wo alle vier Grundpunkte imaginär sind, kann diese 
Ellipse imaginär sein; die reellen Ellipsen bilden in diesem Falle zwei ge- 
trennte Reihen, eingeschlossen je durch eine Parabel und eine Null- Ellipse; 
die ausgezeichnete Ellipse kann in einer dieser Reihen sich befinden; 
wenn nicht, so wächst in jeder das Axenverhältniss 2 von der Parabel 
bis zur Null- Ellipse. 

Die Hyperbeln zerfallen wiederum nach der Zahl der reellen Geraden- 
paare in vier, bezw. zwei Reihen mit abwechselnd spitz- und stumpf- 
winkligen Hyperbeln. In allen wächst, ähnlich wie Nr.198 in denen, 


* Die Halbaxen- Quadrate sind — a°, — b?; gehört — a?” zur Hauptaxe, so ist 
—a?>—b? also b>a. Ist wiederum # der von der Hauptaxe halbirte Winkel 


; a A: 4 b 
der gleichen conjugirten (imaginären) Halbmesser, so ist 18 50-_, also unecht 
und ® stumpf. Wie beim Uebergang der Hyperbel durch ein reelles Geradenpaar 
der Asymptotenwinkel vom spitzen zum stumpfen, z yom einem echten Bruche in 


einen unechten discontinuirlich übergeht, so geht auch hier, wenn von einer reellen 
. Ellipse durch eine Null-Ellipse in eine imaginäre Curve übergegangen wird, 9 aus 


? 2 AR 3 b : u: 
einem spitzen in einen stumpfen Winkel, q us einem echten in einen unechten 
Bruch über. 

Ist also die ausgezeichnete Curve, welche dem Fusspunkte m entspricht, 


imaginär, so hat ihr > unter den unechten Werthen, welche den sämmtlichen 


imaginären Curven des Büschels zukommen, den kleinsten Werth. 
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in welchen nicht die zweite ausgezeichnete Hyperbel sich befindet, das Ver- 
hältniss z von einer Grenze bis zur andern. 

Abgesehen von der gleichseitigen Hyperbel und der ausgezeichneten 
Ellipse, hat jede Curve des Büschels eine andere ihr — nicht nothwendig 
im engeren Sinne — ähnliche Curve in demselben; sie entsprechen 
gleichweit von m entfernten Punkten P von Q. 

Wenn die Gerade X durch den Mittelpunkt des Kreises R®) geht, 
so befindet sich im Büschel ein Kreis, der diesem Mittelpunkte als 
Punkte P entspricht; denn diese Lage von. P bewirkt die Recht- 
winkligkeit aller conjugirten Durchmesser. Die Axen der Parabeln sind 
dann auch rechtwinklig; und wir finden das in Nr. 163 nur für Büschel 
mit vier reellen Grundpunkten gefundene Kennzeichen für alle drei 
Fälle richtig. Im Falle III aber braucht dieser Kreis nicht reell zu sein. 


Das ist dann der einzige Kreis im Büschel; aber wir können doch 
zwei Kreise als die bestimmenden Kegelschnitte eines Büschels wählen. 
In diesem Falle werden die beiden ihnen im Büschel B entsprechenden 
Involutionen rechtwinklig und daher identisch; ihre beiden Punkte P ver- 
einigen sich in dem Mittelpunkt von $@® und bestimmen keine Gerade X. 
Die den beiden Kreisen des Büschels zugehörigen Involutionen auf Go 
werden auch identisch, ihre (imaginären) Doppelpunkte sind gemein- 
schaftliche Punkte der beiden Kreise. Das Büschel hat daher auf 
G» zwei Grundpunkte, die beiden absoluten Punkte oder unendlich 
entfernten imaginären Kreispunkte (Nr. 62 und 141), und da alle 
Kegelschnitte des Büschels durch dieselben vier Grundpunkte gehen, 
so ist die Involution auf @.„ für alle dieselbe, sie sind sämmtlich 
Kreise: Kommen zwei Kreise in einem Kegelschnittbüschel vor, so besteht 
dasselbe aus lauter Kreisen, und diese bilden das aus den Elementen be- 
kannte Kreisbüschel mit eigentlicher oder ideeller gemeinschaftlicher Secante. 
Die unendlich entfernte Gerade Ga» ist selbst als eine ideelle gemein- 
schaftliche Secante aller Kreise anzusehen und macht den einen Theil 
des einzigen in dem Büschel enthaltenen (reellen) @eradenpaars aus, dessen 
anderer Theil die endliche gemeinschaftliche Secante (Potenzlinie des 
Kreisbüschels) ist. Das Kreisbüschel zeigt sich also hier als specieller 
Fall des Kegelschnittbüschels. Es enthält zwei Nullkreise, wenn die 
endlichen Grundpunkte imaginär sind. 

Bei zwei (im engern oder weitern Sinne) ähnlichen Ellipsen sind 
die Winkel der gleichen conjugirten Durchmesser die nämlichen; folglich 
ist die Figur von zwei Paaren conjugirten Durchmessern (Axen und 
die eben genannten conjugirten Durchmesser) bei der einen Ellipse 
congruent mit der entsprechenden Figur bei der andern, also die 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 5 oy AN 
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ganze Durchmesser - Involution der einen congruent mit der der 
andern. 

Dasselbe gilt bei zwei ähnlichen Hyperbeln, denn sie haben 
Asymptoten mit gleichen Winkeln und die Asymptoten bestimmen ja 
vollständig die Durchmesser-Involution als Doppelstrahlen derselben. 

Die Durchmesser-Involutionen zweier (im engeren oder weiteren 
Sinne) ähnlicher Kegelschnitte können durch Drehung parallel gemacht 
werden. Die Curven heissen dann ähnlich und ähnlich gelegen (homo- 
thetisch). Die der Go zugehörige Involution ist beiden gemeinsam, also 
auch deren Doppelpunkte; die unendlich fernen Punkte der Ourven; und. 
umgekehrt, wenn zwei Kegelschnitte dieselben unendlich fernen Punkte 
haben, so haben sie dieselbe zugehörige Involution auf @., parallele 
Durchmesser-Involutionen und sind ähnlich und ähnlich gelegen. 

Sie bestimmen ein Büschel mit zwei unendlich fernen Grundpunkten, 
so dass alle Curven desselben ähnlich und ähnlich gelegen und gleich- 
artig sind. 

In einem beliebigen Büschel giebt es keine zugleich ähnlich 
liegenden ähnlichen Curven. 

Die Construction einer Parabel aus Brennpunkt und Leitlinie 
lehrt, dass alle Parabeln ähnlich sind. Durch Parallelstellung der 
Axen macht man sie ähnlich gelegen und die zugehörigen (parabolischen) 
Involutionen auf @. identisch. 

Es können aber zwei solche ähnlichen und ähnlich gelegenen 
Parabeln noch nach verschiedenen Seiten gewendet sein. 


$ 44. Entstehung der Kegelschnittschaar aus der geraden Punktreihe. 


Ehe wir in der Untersuchung des Kegelschnittbüschels weiter 
fortfahren, ist es angemessen, das polare Gebilde desselben, die Kegel- 
schnittschaar, d.h. sämmtliche Kegelschnitte, welche vier gemeinschaft- 
liche Tangenten haben, näher ins Auge zu fassen. 

Nehmen wir zwei gerade Träger A und X, an und einen beliebigen 
Punkt B als das Perspectivitätscentrum zweier perspectiv liegender 
Punktreihen auf ihnen, denken wir uns, nachdem diese Beziehung 
durch den Punkt B hergestellt ist, die Träger fest, aber die beiden 
Punktreihen um zwei beliebige Strecken, ohne die Beziehung zu 
ändern, auf ihnen verschoben, so wird dadurch die vorige perspective 
Lage aufgehoben, und das Erzeugniss der beiden projeetiven Punkt- 
reihen wird ein Kegelschnitt, welcher die Träger A, W, zu Tangenten 
hat und noch eine dritte leicht angebbare Tangente, nämlich den 
Verbindungsstrahl derjenigen beiden Punkte e!, e,, in welche die beiden 
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im Schnittpunkte vereinigten und in der perspectiven Lage ent- 
sprechenden Punkte e, e, durch die Verschiebung gelangen. Diese 
bestimmte Gerade & ist nur von der Grösse und Richtung der 
„Schiebstrecken“ abhängig, nicht von der Lage des Perspectivitäts- 
centrums 5. Verändern wir also die Lage des Punktes B in der 
ganzen Ebene, so erhalten wir da- 


Fig. 63. 
durch immer neue Kegelschnitte \ 
bei derselben Verschiebung, und ~ Mg x ER 
sämmtlichen Punkten B der Ebene Bor a 

f : N —e- \ 

entsprechen unendlich viele Kegel- Be a N, 
schnitte, welche dieselben drei festen Fe Et A 
Tangenten A, M,, € haben (Fig. 63), u Sa 


demselben Dreiseit einbeschrieben 
sind. Dies ist eine doppelte Un- 
endlichkeit von Kegelschnitten. Lassen wir B nur die sämmtlichen 
Punkte einer Gerade Q durchlaufen, so werden die beiden Schnittpunkte 
dieser Gerade mit A und M, ein Paar entsprechender Punkte d und d, 
sein, wo auch B auf £ liegen mag; nehmen nach der Verschiebung Ò 
und d, die Lagen d! und d!, an, so ist der Verbindungsstrahl +04 
= Q! eine Tangente für alle Kegelschnitte, welche den Punkten B auf 
der Gerade % entsprechen; aus einer geraden Punktreihe entsteht also 
eine Kegelschnittschaar mit vier festen Tangenten A, W, E,X!, und diese 
Kegelschnittschaar ist von einfacher Unendlichkeit, gleich mächtig mit 
einer geraden Punktreihe. 

Um zu erkennen, ob für eine bestimmte Lage von B der durch 
die Verschiebung entstehende Kegelschnitt Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel wird, suchen wir diejenigen beiden Punkte a und b, auf den 
Trägern A und M, auf, welche nach der Verschiebung in den Schnitt- 
punkt der Träger hineinfallen; ae und b,e, sind also die Schiebstrecken 
nach Grösse und Sinn, und durch diese sind die Punkte a und b, ge- 
geben. Die Verbindungslinie ab, sei ©; durch die drei Geraden A, A, , © 
und die unendlich entfernte Gerade Ge zerfällt die ganze Ebene in 
sieben Räume, den endlichen Dreiecksraum, die drei den Ecken an- 
liegenden unendlichen Winkelräume und die drei den Seiten anliegenden 
unendlichen Räume. Es wird sich nun zeigen, dass, je nachdem der 
Punkt B in einem der vier ersten Räume oder in einem der drei 
letzten liegt, der entsprechende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine 
Hyperbel wird, und dass die Uebergänge in eigenthümlicher Weise 
durch die vier begrenzenden Geraden A, AW, , ©, Go vermittelt werden. 
Wir bedürfen zu diesem Nachweis des in Nr. 80 erörterten Kenn- 
zeichens, welches entscheidet, ob der durch zwei projective Punktreihen 

17° 
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erzeugte Kegelschnitt Ellipse oder Hyperbel ist. Er ist Ellipse, wenn 
auf jedem der beiden Träger (oder einem, was ausreichend ist) der 
den vereinigten Punkten entsprechende Punkt (Berührungspunkt) inner- 
halb der Strecke liegt zwischen dem Schnittpunkt der Träger und dem 
Fluchtpunkte (r, bezw. q), dagegen Hyperbel, wenn er ausserhalb 
dieser Strecke liegt. Haben also in Fig. 64 A, W,, © dieselbe Bedeutung 
wie in Fig. 63, so wird, wenn B z.B. in einem der Scheitelräume (e) 
liegt und der Strahl A, von dem Strahl Ba in a, und vom Parallel- 
strahle durch B zu X in q, getroffen wird, a, zwischen b, q, liegen, 


Se) \ Fig: 64. 
ON; | 
$ (h) 
bi u 
Be A 
u‘ ei 
EN er > hais (e) 
en BD 
> vg 
al a 
De e) | 
j GA (h) 


was dann auch nach der Verschiebung der Fall ist; a, ist aber der 
entsprechende zu a, dieser gelangt durch die Verschiebung nach AI, 
also a, in den Berührungspunkt des durch die verschobenen Punkt- 
reihen erzeugten Kegelschnitts; folglich ist dieser eine Ellipse, weil a, 
zwischen b, und q, liegt. In gleicher Weise ergiebt sich die obige Be- 
hauptung für die Lage von B in den andern Räumen (e) oder in den 
Räumen (h). 

Wenn insbesondere B auf die Gerade © zu liegen kommt, so 
werden a und b, entsprechende Punkte, welche also nach der Ver- 
schiebung in den Schnittpunkt AM, hineinfallen; in diesem Falle sind 
die beiden projectiven Punktreihen auch nach der Verschiebung per- 
spectiv; der Kegelschnitt löst sich in diesem Uebergangsfalle in ein 
Punktepaar auf: das Perspectivitätscentrum und den Schnittpunkt AN. 
Und dies Punktepaar ist in der That (Nr. 80) als ein Uebergang von 
Ellipse zu Hyperbel anzusehen, indem die Verbindungsstrecke zwischen 
den beiden Punkten als unendlich schmale Ellipse oder die beiden un- 
endlichen Strecken auf der Verbindungslinie als unendlich schmale 
Hyperbel aufgefasst werden können, mithin der ausgeartete Kegelschnitt 
gleichzeitig Ellipse und Hyperbel ist. Derselbe Uebergangsfall tritt 
auf, wenn B insbesondere in einen der beiden Träger A und X, 
hineinfällt, indem die projective Beziehung ausartet (Nr. 58); fällt 
nämlich B in W hinein, so entspricht allen Punkten der Gerade X, 
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der Punkt B der Gerade A und allen Punkten der Gerade W der 
Schnittpunkt AM, der Gerade W,; diese Beziehung bleibt nach der 
Verschiebung ungeändert, und der Kegelschnitt löst sich daher in das 
Paar der Punkte auf, welehe von dem Schnittpunkt AA, und dem 
Punkt B nach der Verschiebung eingenommen werden. Ein Gleiches 
tritt ein, wenn der Punkt B auf dem andern Träger M, liegt. Die 
Punkte B der drei abgrenzenden Geraden A, M,, © liefern also sämmt- 
lich Kegelschnitte, welche in Punktepaare ausarten. 

Es bleiben noch diejenigen Punkte B zu untersuchen, welche auf 
der vierten begrenzenden Gerade @ liegen; hier tritt ein anderer 
Uebergang von Ellipse zu Hyperbel auf, nämlich durch die Parabel. 
Sobald B im Unendlichen liegt, wird die Beziehung der beiden Träger 
ähnlich, und dies muss auch nach der Verschiebung bleiben, weil die 
entsprechenden unendlich entfernten Punkte im Unendlichen bleiben; 
das Erzeugniss der verschobenen Punktreihen wird also eine Parabel 
(Nr. 78). Die allen Punkten B der unendlich entfernten Gerade Ga 
entsprechenden Parabeln bilden einen besonderen Fall der Kegelschnitt- 
schaar von vier gemeinschaftlichen Tangenten, die Parabelschaar; diese 
Tangenten sind A, M, € und Gae, in welcher in diesem Falle X und 
2! sich vereinigen. 

Die Gerade X muss, wie sie auch liegen mag, in zwei elliptischen 
Räumen (e) und zwei hyperbolischen Räumen (h) enthalten sein (Fig. 64); 
denn durch die Geraden A, W, © und Ge werden vier Punkte auf ihr 
fixirt, zwischen denen vier Strecken liegen; zwei von diesen gehören 
elliptischen, die beiden andern dazwischen liegenden hyperbolischen 
Räumen an. Den drei Schnittpunkten der Gerade L mit den Geraden 
A, A, © gehören Kegelschnitte zu, welche sich in Punktepaare auf- 
lösen; dem unendlich entfernten Punkt der Gerade & entspricht die 
einzige Parabel, welche in der Kegelschnittschaar vorkommt. Um- 
gekehrt ist es, wenn A, XA, E,X! als gemeinsame Tangenten (Grund- 
tangenten) einer Kegelschnittschaar gegeben sind, leicht, durch Rück- 
schiebung die Gerade X zu finden. Also haben wir folgendes Ergebniss: 

Die sämmtlichen Kegelschnitte einer Schaar von vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten zerfallen in zwei Reihen von Ellipsen und zwei Reihen 
von Hyperbeln, die mit einander abwechseln; der Uebergang von einer 
Gruppe zu einer andern geschieht dreimal durch ein Punktepaar (die 
drei Paare (Gegenecken des von den vier gemeinschaftlichen Tangenten 
gebildeten vollständigen Vierseits) und einmal durch eine Parabel, die 
einzige, welche in der Kegelschnittschaar vorkommt. 

Wir haben gesehen, dass die beiden durch das Perspectivitäts- 
centrum B parallel zu X, und A gezogenen Strahlen in den Punkten 
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r und q, dieselben treffen, und dass diese Punkte nach der Verschiebung 
ihre Eigenschaft behalten, Fluchtpunkte zu sein oder den unendlich 
entfernten Punkten zu entsprechen. Hieraus folgt, dass, während B 
die Gerade & durchläuft, die Punkte r und q, zwei ähnliche Punkt- 
reihen besċhreiben, ihre Verbindungslinie (nach der Verschiebung) also 
eine Parabel umhüllt; denken wir uns durch die verschobenen Punkte t, q, 
die Parallelstrahlen gezogen, welche sich in DB! treffen mögen, so wird 
der Punkt B! zu den Geraden X und M, dieselbe relative Lage haben 
müssen, wie der Punkt B zu den durch a und b, gezogenen Parallelen 
von X, und Y, denn diese gehen nach der Verschiebung in X, und A 
über; wenn also B eine gerade Linie & durchläuft, so muss auch nach 
der Verschiebung Bt eine bestimmte Gerade durchlaufen, welche zu A 
und XN, dieselbe relative Lage hat, wie X zu jenen beiden durch b, 
und a gehenden Parallelen. Nun ist BD! immer die Ecke eines 
Parallelogramms, welches einem Kegelschnitte der Schaar umgeschrieben 
ist und zu zwei Seiten die festen Tangenten A und X, hat; die Ver- 
bindungslinie ihres Schnittpunktes e(e,) mit B! wird also halbirt durch 
den Mittelpunkt M des Kegelschnitts, welcher dem Parallelogramm 
eingeschrieben ist, und da D! eine gerade Linie durchläuft, so muss 
auch M eine Gerade durchlaufen, die jener parallel ist, aber halb so 
weit von e(e,) absteht, als sie. Mittelpunkt eines in ein Punktepaar 
abgeflachten Kegelschnitts (der, wie wir oben sahen, zugleich unendlich 
schmale Ellipse und unendlich schmale Hyperbel ist) ist die Mitte der 
Strecke zwischen den Punkten. Wir schliessen hieraus: 

Die Mittelpunkte sämmtlicher Kegelschnitte einer Schaar von vier 
gemeinschaftlichen Tangenten liegen auf einer Gerade, welche insbesondere 
auch die Mittelpunkte der drei Diagonalen des von den vier gemein- 
schaftlichen Tangenten gebildeten vollständigen Vierseits enthält. Dass 
diese drei Mitten in gerader Linie liegen, wissen wir (Nr. 56). 

Diese Mittelpunktslinie zerfällt durch die drei Mitten der Diagonalen 
und den unendlich entfernten Punkt, den Mittelpunkt der einzigen 
Parabel der Schaar, in vier Abschnitte, welche abwechselnd die Mittel- 
punkte der beiden Reihen von Ellipsen und die Mittelpunkte der beiden 
Reihen von Hyperbeln enthalten. 

Dieselbe Betrachtung, aus welcher die Kegelschnittschaar entsprang, 
zeigt auch, wie die Berührungspunkte eines Kegelschnitts der Schaar 
auf zweien von den gemeinschaftlichen Tangenten sich verändern. 
Fig. 64 zeigt, dass Ba und Bb, die Berührungspunkte a, und b be- 
stimmen; also, wenn B eine Gerade Q durchläuft, so beschreiben aB 
und b B zwei perspective Strahlbüschel, mithin a, und b zwei pro- 
jective Punktreihen auf A, und A, welche nach der Verschiebung in 
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perspective Lage gelangen, weil auch b, und a zwei entsprechende 
Punkte dieser beiden projeetiven Punktreihen sind und diese Punkte 
nachher in den Schnittpunkt AA, fallen. Hieraus folgt der Satz: 

Fasst man bei einer Kegelschnittschaar von vier festen Tangenten 
die Berührungspunkte ins Auge, welche der veränderliche Kegelschnitt auf 
irgend zweien von den vier festen Tangenten bestimmt, so sieht man, dass 
dieselben zwei projective Punktreihen bilden, welche perspectiv liegen; ihr 
Perspeetivitätscentrum ist einer der drei Diagonalpunkte des vollständigen 
Vierseits, welches die vier gemeinschaftlichen Tangenten bilden, und zwar 
derjenige, welcher der Diagonale gegenüber liegt, die durch den Schnitt- 
punkt der beiden Tangenten geht. 

Dieser Satz ist der analoge zu dem in Nr. 161 ausgesprochenen 
und kann ebenso aus den Eigenschaften des einem Kegelschnitte um- 
geschriebenen Vierseits (Nr. 73, 84) abgeleitet werden. Hier erkennen 
wir, dass jede von den Berührungspunkten gebildete Punktreihe zu- 
gleich projeetiv ist mit der erzeugenden Punktreihe, welche B auf der 
Gerade £ durchläuft. 

Wir wollen nun jenen besonderen Fall ins Auge fassen, dass die 
Gerade 2%, welche der Punkt B durchläuft, die unendlich entfernte 
Gerade Ga ist; in ihm wird die projective Beziehung immer Aehnlich- 
keit, also sind die entstehenden Kegelschnitte sämmtlich Parabeln. Eine 
Parabel ergiebt sich bei unserer Construction nur durch einen unendlich 
fernen Punkt B; enthält daher eine Schaar zwei Parabeln, so wird & 
unendlich fern. Also: 

Wenn in einer Kegelschnittschaar zwei Parabeln vorkommen, so 
besteht die Schaar aus lauter Parabeln, die ausser der unendlich 
entfernten Gerade Ge, welche allen Parabeln gemeinschaftliche Tan- 
gente ist, noch drei gemeinschaftliche Tangenten haben und eine 
specielle Kegelschnittschaar bilden, so wie das Büschel gleichseitiger 
Hyperbeln ein besonderes Kegelschnittbüschel bildete (Nr.165). Freilich 
ergiebt sich dieser Satz unmittelbar daraus, dass jeder @„ berührende 
Kegelschnitt eine Parabel ist. 

Unter diesen Parabeln giebt es drei besondere (Punktepaare), die in 
je eine einzige (doppelt zu zählende) Gerade übergehen, nämlich die drei 
durch die Ecken. des endlichen Dreiseits abc parallel den Seiten des- 
selben gezogenen Geraden. Die Mittelpunktslinie dieser Parabelschaar 
ist natürlich die unendlich entfernte Gerade. Von dem vollständigen 
Vierseit abe@» sind die Diagonalpunkte x, y,2 die Ecken des Drei- 
seits der eben genannten Parallelen (Fig. 65). 

Bei jeder dem Dreiseit abe eingeschriebenen Parabel gehen die 
Berührungssehnen beziehlich durch drei feste Punkte, durch die Ecken 
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des dem Dreiseit abe parallel umgeschriebenen Dreiecks xyz. Nimmt 
man einen beliebigen Punkt + auf be als Berührungspunkt einer ein- 
geschriebenen Parabel, so sind die beiden andern Berührungspunkte 
(zt, ac)=t' und (yt, ab) ="; t!t" muss durch z gehen. 
Bekanntlich laufen bei einem einem Kegelschnitt umgeschriebenen 
Dreiseit die Verbindungsstrahlen der Ecken mit den Berührungspunkten 
P de der gegenüber liegenden Seiten 
EU IR N durch einen Punkt o (Nr. 67); 
4 J \ wir können daher hier nach dem 
Fi | Orte des Punktes o fragen für 
l sämmtliche dem Dreiseit einge- 


De A u schriebenen Parabeln. Derselbe 
$ TPA WEA ist leicht zu ermitteln, wenn 
Jé i EN: = wir den Punkt ? auf der Ge- 


l rade be bewegen und den Schnitt- 
L TE punkt (at, bt‘) verfolgen; da näm- 
y ‘> lieh £ und £’ perspective Punkt- 


‚reihen durchlaufen, so beschreiben at und bt' projective Strahlbüschel; 


der Ort des Punktes o ist also ein Kegelschnitt, und da der Ver- 
bindungslinie «b in den beiden Strahlbüscheln bz und az entsprechen, 
so sind dies die Tangenten des gefundenen Kegelschnitts, welcher 
auch durch e geht und xy berührt; der Ort des Punktes o ist also 
die Ellipse, welche dem Dreieck abe um- und zugleich dem Dreieck 
xyz eingeschrieben ist, oder den gemeinschaftlichen Schwerpunkt beider 
Dreiecke zum Mittelpunkte hat; denn z.B. ax, welche be halbirt, die 
Berührungssehne der von x kommenden Tangenten, ist ein Durchmesser 
der Ellipse. 

Die einzige Parabel, welche einem gegebenen Vierseit ABED 
eingeschrieben werden kann, gehört vier verschiedenen Parabelschaaren, 
welche den Dreiseiten ABLE, ACD, AVD, BED eingeschrieben sind, 
gleichzeitig an; die vier diesen Dreiseiten parallel umgeschriebenen 
Dreiseite haben also ihre zwölf Ecken paarweise auf sechs Geraden, 
welche durch die drei Diagonalpunkte x, y,2 des vollständigen Vier- 
seits ABED gehen und die Berührungssehnen jener Parabel sind, 
wobei durch jeden der Punkte x,y,z immer zwei von diesen sechs 
Geraden gehen. 

Die Parabelschaar, welche einem Dreiseit eingeschrieben ist, und 
das Büschel gleichseitiger Hyperbeln, welche einem Dreieck um- 
geschrieben sind (und zugleich durch seinen Höhenpunkt gehen), stehen 
in einem unmittelbaren Zusammenhange vermittelst des Prineips der 
Polarisation (Nr. 102). Beschreiben wir um einen der vier Grundpunkte 
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eines Büschels gleichseitiger Hyperbeln als Mittelpunkt einen Kreis, 
so ist die Polarfigur des Hyperbelbüschels in Bezug auf diesen Kreis 
als Basis eine Parabelschaar; denn aus jeder gleichseitigen Hyperbel 
wird ein Kegelschnitt, der vier feste Tangenten hat, die Polaren der 
vier Grundpunkte des Büschels, und da der Mittelpunkt des Kreises 
zu seiner Polare in Bezug auf den Kreis die unendlich entfernte Ge- 
rade @» hat, so muss der Polarkegelschnitt diese berühren, also 
Parabel sein; wir erhalten daher lauter Parabeln, die dem Dreiseit 
eingeschrieben sind, welches von den drei Polaren der übrigen drei 
Grundpunkte des Hyperbelbüschels gebildet wird. Aus der dem Kreise 
zukommenden Eigenschaft, dass die Polare senkrecht steht auf der 
Verbindungslinie des Kreismittelpunktes mit dem Pol, weil die Durch- 
messer-Involution des Kreises rechtwinklig ist, geht hervor, dass der 
Mittelpunkt M des Basis-Kreises nicht nur Höhenpunkt des Dreiecks 
der drei andern Grundpunkte des Hyperbelbüschels, sondern auch 
Höhenpunkt des gemeinschaftlichen Dreiseits der Parabelschaar ist. 
Da nun für jede gleichseitige Hyperbel die unendlich entfernten Punkte 
in zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen liegen, so werden ihre 


Polaren, d.h. die beiden in M sich schneidenden Tangenten der ent- 


sprechenden Parabel der Schaar ebenfalls zu einander rechtwinklig 
sein; der Ort des Schnittpunktes aller rechtwinkligen Tangentenpaare 
einer Parabel ist aber die Leitlinie (Nr. 132); also gehen die Leitlinien 
sämmtlicher Parabeln der Schaar durch den Punkt M, d.h.: Von 
sämmtlichen einem gegebenen Dreiseit eingeschriebenen Parabeln gehen die 
Leitlinien durch den Höhenpunkt dieses Dreiseits. 

In der Leitlinie der einzigen Parabel, welche einem gegebenen 
Vierseit eingeschrieben werden kann, müssen die Höhenpunkte derjenigen 
vier Dreiseite liegen, welche sich aus je dreien der vier Seiten des 
Vierseits bilden lassen. Dies giebt einen bekannten elementaren Satz 
über das vollständige Vierseit, welcher einer ganzen Reihe von Eigen- 
schaften desselben angehört, deren eine oder andere wir gelegentlich 
als specielle Fälle allgemeinerer Eigenschaften erwähnen werden. Sie 
hängen zumeist mit der Parabel zusammen, welche dem vollständigen 
Vierseit eingeschrieben werden kann, oder treten als besondere Fälle 
der Eigenschaften unserer Kegelschnittschaar mit vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten auf.* 

Schliesslich wollen wir noch eine Eigenschaft der Parabelschaar 
erwähnen, welche sich auf ihre Brennpunkte bezieht. Wir fanden 


* Vergl. Steiner, Journal für Mathem. Bd. 2 S. 97; Gesammelte Werke Bd. 1 
S. 128. 
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(Nr. 147), dass das Strahlenpaar von irgend einem Punkte a nach den 
Brennpunkten eines Kegelschnitts symmetrisch liegt zu dem Tangenten- 
paar aus a an den Kegelschnitt: beide Strahlenpaare haben dieselben 
Winkelhalbirenden. Ziehen wir nun bei irgend einer dem Dreieck abc 
eingeschriebenen Parabel durch die Ecke a die Parallele zur Axe, so wird 
die zu ihr in Bezug auf das Tangentenpaar ab, ac symmetrisch liegende 
Gerade durch den Brennpunkt F der Parabel gehen; ebenso die am 
Eekpunkt b in derselben Weise construirte Gerade. Verändern wir 
die eingeschriebene Parabel, indem wir sie die ganze Parabelschaar 
durchlaufen lassen, so beschreiben die beiden durch a und b zur jedes- 
maligen Parabelaxe gezogenen Parallelen zwei gleiche und gleich- 
laufende Strahlbüschel; die symmetrisch liegende aF beschreibt aber 
ein mit dem ersten dieser Büschel gleiches und ungleichlaufendes 
Strahlbüschel, — sie erzeugen zusammen eine gleichseitig-hyperbolische 
Involution —, die symmetrisch liegende bF ein mit dem zweiten 
gleiches und ungleichlaufendes Strahlbüschel, also a F und bF wiederum 
zwei gleiche und gleichlaufende Strahlbüschel, deren Erzeugniss ein 
Kreis ist; der Ort des Brennpunktes F' ist also ein Kreis, welcher 
ausser durch « und b auch durch c geht, wie leicht zu sehen ist; also: 

Die Brennpunkte sämmtlicher einem Dreiseit eingeschriebenen Parabeln 
liegen auf demjenigen Kreise, welcher dem Dreiseit umgeschrieben ist (Nr.146). 

Durch dieselbe Ueberlegung erhalten wir den allgemeineren Satz: 
Für alle Kegelschnitte, welche einem Dreiseit eingeschrieben sind und den 
einen ihrer Brennpunkte auf einer geraden Linie haben, ist der Ort des 
andern Brennpunktes ein bestimmter Kegelschnitt, welcher dem gegebenen 
Dreiseit umgeschrieben ist. 

Aus jenem speciellen Satze folgt, wegen der einzigen einem voll- 
ständigen Vierseit eingeschriebenen Parabel, welche zu gleicher Zeit 
vier Parabelschaaren angehört, dass die den vier Dreiseiten eines voll- 
ständigen Vierseits umgeschriebenen Kreise durch einen Punkt laufen, 
den Brennpunkt dieser Parabel. Ferner, da die Fusspunkte der aus 
dem Brennpunkt auf die Tangenten einer Parabel herabgelassenen 
Perpendikel in einer Gerade liegen, der Scheiteltangente der Parabel, 
so müssen die aus einem Punkte des einem Dreiseit umgeschriebenen 
Kreises auf die Dreiecksseiten herabgelassenen Perpendikel ihre Fuss- 
punkte in gerader Linie haben, der sogenannten Simpson’schen Gerade. 
Die weitere Folgerung fürs Vierseit übergehen wir, sowie die bekannten 
elementaren Sätze, welche sich hieran anschliessen. 


* Ueber den Ort der Brennpunkte sämmtlicher Kegelschnitte einer Schaar 
vergl. Schröter, Math. Annalen Bd.5 S. 50. 
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$ 45. Charakteristische Eigenschaft der Kegelschnittschaar 
und einige Folgerungen aus derselben. 


Der charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnittbüschels, dass : 


jede Transversale von seinen Kegelschnitten in Paaren conjugirter 
Punkte einer Involution getroffen wird, steht die entsprechende der 
Kegelschnittschaar zur Seite: 


Die Tangentenpaare aus einem beliebigen festen Punkte an die 
Kegelschnitte einer Schaar sind Paare conjugirter Strahlen einer 
Involution. 

Dies folgt unmittelbar aus der besprochenen Entstehung der 
Kegelschnittschaar (Nr. 202). Die Tangenten der verschiedenen Kegel- 
schnitte der Schaar, welche durch einen Punkt P gehen, schneiden 
in WA und X, perspective Punktreihen ein; schieben wir zurück, so 
erhalten wir entsprechende Punkte zweier in allgemeinen nicht per- 
spectiver projeetiver Punktreihen; ihre Verbindungsstrahlen umhüllen 
einen Kegelschnitt R, welcher X und A, zu Tangenten hat; so oft 
nun zwei dieser Verbindungsstrahlen in einem Punkte B von % sich 
schneiden, laufen die Verbindungslinien der verschobenen Punkte, 
Tangenten des Kegelschnitts der Schaar, welcher B entspricht, 
durch P. 

Alle Tangentenpaare aus den Punkten B einer Gerade % an den 
Kegelschnitt ®©) fixiren aber auf der Tangente A die Punktepaare 
einer Involution (Nr. 110), welche durch die Verschiebung eine In- 
volution bleibt; die von P nach den Punktepaaren derselben hin- 
gehenden Strahlen bilden daher auch eine Involution. 

Die Tangenten aus P an die drei Punktepaare der Schaar sind 
die Strahlen je nach den beiden Punkten; in Nr. 56 ist bewiesen 
worden, dass die Strahlenpaare nach den Gegeneckenpaaren eines voll- 
ständigen Vierseits in Involution sind. Dieser Beweis lässt sich ver- 
allgemeinern. 

Seien a« und bß zwei Paare von Gegenecken des vollständigen 
Vierseits und treffe das aus P an irgend einen Kegelschnitt der Schaar 
gelegte Tangentenpaar die Seite ab des Vierseits in « und y, die Seite «ß 
in & und n, so findet zwischen den Schnittpunkten zweier Tangenten 
ab und «ß des Kegelschnitts durch vier andere die Gleichheit der 
Doppelverhältnisse statt: (abxy) = (ße&n), also ist auch (abzy) 
= («aßn&); die von P nach diesen vier Paaren von Punkten hingehenden 
Strahlen sind also vier Paare entsprechender Strahlen zweier projeetiven 
Strahlbüschel, welche involutorisch sind, da dem Strahl Pæ der Strahl Py, 
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dem Py der P&x entspricht; mithin sind die drei Strahlenpaare Pa, Pa; 
Pb, PB; Pæ, Py sechs Strahlen einer Involution; diese ist schon 
durch die zwei Paare P (a, «; b, ß) vollständig bestimmt, welche fest 
bleiben, wenn der Kegelschnitt die ganze Schaar durchläuft; also 
liefern die Tangentenpaare aus P an sämmtliche Kegelschnitte der Schaar 
immer andere Paare conjugirter Strahlen einer und derselben Involution. 

Den entsprechenden Beweis für das Kegelschnittbüschel möge der 
Leser hinzufügen. 

Das in Nr. 56 angegebene Kennzeichen, ob von einem Punkte P 
nach den Gegeneckenpaaren eines vollständigen Vierseits eine hyper- 
bolische oder elliptische Involution geht, unterschied von den elf 
Räumen, in welche die ganze Ebene durch die vier Seiten des. Vier- 
seits zerschnitten wird (Fig. 27), fünf hyperbolische (h) und sechs 
elliptische (e); die ersteren sind diejenigen, in welche die drei Diagonalen 
des vollständigen Vierseits hineinfallen, und letztere die übrig bleibenden, 
welche von keiner Diagonale getroffen werden. Wenn nun die Involution, 
welche von den Tangentenpaaren aus einem Punkte P an die Kegel- 
schnitte der Schaar gebildet wird, hyperbolisch ist, so hat sie zwei 
reelle Doppelstrahlen; jeder dieser Doppelstrahlen muss daher in P 
selbst eine Tangente sein für einen Kegelschnitt der Schaar, weil das 
Tangentenpaar aus P an diesen Kegelschnitt zusammenfällt. Wir 
schliessen also: Es giebt zwei Kegelschmitte, welche vier gegebene Geraden 
berühren und durch einen gegebenen Punkt gehen; sie sind aber nur dann 
reell, wenn der gegebene Punkt in einem der fünf hyperbolischen von den 
Räumen liegt, in welche die vier gegebenen Geraden die Ebene zer- 
schneiden, d. h. in einem derjenigen Räume, welche die drei Diagonalen 
des von den vier Geraden gebildeten vollständigen Vierseits enthalten. 
Liegt P auf einer der vier Geraden selbst, so giebt es nur einen 
Kegelschnitt, der sie berührt und durch diesen Punkt geht, weil dann 
die Involution parabolisch ist. Liegt P in einem der sechs elliptischen 
Räume, so sind die beiden Kegelschnitte imaginär. Die Aufgabe, diese 
beiden Kegelschnitte zu finden, ist also darauf zurückgeführt, die 
Doppelstrahlen einer bekannten Involution zu bestimmen (Nr. 34). 
Wir ersehen hieraus, dass die Kegelschnitte einer Schaar nicht die ganze 
unendliche Ebene erfüllen, sondern nur die fünf hyperbolischen Räume, 
während die sechs elliptischen frei bleiben. 

Die fünf hyperbolischen Räume unterscheiden sich dadurch von 
einander, dass durch jeden Punkt von (h) (Fig. 66)* zwei Ellipsen 


* Sie ist dieselbe wie Fig. 27, nur dass die verschiedenen Räume (h) be- 
sondere Bezeichnungen erhalten haben. 
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gehen, durch jeden Punkt von (h,) und (h,) zwei Hyperbeln, deren 
Aeste beziehentlich in diesen Räumen liegen, durch jeden Punkt von 
(h,) eine Ellipse und eine Hyperbel, deren zweiter Ast in (h,) gelegen 
ist, oder zwei in diesen Räumen gelegene Hyperbeln, je nachdem der 
Punkt innerhalb oder ausserhalb der Parabel der Schaar sich befindet, 
die auch in (h) enthalten ist, und durch jeden Punkt von (h,) zwei 
ebenfalls in (h,) und (h,) befindliche Hyperbeln. Die für (h,) gemachte 
Behauptung erhellt daraus, dass durch jeden unendlich fernen Punkt 
dieses Raumes nothwendig zwei Hyperbeln gehen. 


Fig. 66. 
SE \ (Au) 
= a \ e) N i r 
T HR E a DE 
í x iet e (e, 
— | 
ji A Er A 
= 2 N (e) | } ee ee TE 
(h N zu? 
GAT ( 2 


Damit können wir die Frage nach den Kennzeichen beantworten, 
wann fünf Geraden 1,2,3,4,5 eine Hyperbel oder Ellipse berühren. 
Wenn wir die fünfte Gerade, sie etwa um einen Punkt drehend, so 
bewegen, dass sie über eine Ecke des Vierseits 1234 geht, so geht 
der von ihr berührte Kegelschnitt aus der demselben eingeschriebenen 
Schaar aus einer Hyperbel durch das Punktepaar, zu dem die Ecke 
gehört, in eine Ellipse über oder umgekehrt. Wir gehen von einer 
Lage 5, der Gerade 5 aus, in der sie sowohl die Parabel M, der 
Schaar (die sich in (h,) befindet) nicht schneidet, als auch alle sechs 
Ecken des Vierseits auf derselben Seite hat, etwa einer Parallele zu 3, 
welche durch die hyperbolischen Räume (h) und (h,) geht. Die be- 
rührte Curve ist ersichtlich eine Hyperbel. Hat 5 eine andere Lage, 
so finden, wenn die Drehung von 5, nach 5 (um den Schnittpunkt) 
über i Ecken des Vierseits führt, © Wechsel von Hyperbel zu Ellipse 
oder umgekehrt statt, so lange nicht eine Tangente von J über- 
schritten wird; denn auch dabei erfolgt ein Wechsel. Da nun andere 
Uebergänge in der Schaar nicht möglich sind, so folgt: 
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Wenn fünf Geraden 1,2, 3, 4, 5 gegeben sind, so sei Il, die Parabel, 
welche 1,2, 3,4 berührt. Schneidet 5 diese Parabel nicht, so ist der 
von allen fünf Geraden berührte Kegelschnitt Hyperbel oder Ellipse, je 
nachdem 5 eine gerade oder ungerade Zahl von Ecken des Vierseits 1234 
zu beiden Seiten hat; wenn aber 5 die II, schneidet, so gilt das um- 
gekehrte Kennzeichen.” 

Eine weitere Frage ist: Wo muss der Punkt P liegen, damit die 
Involution der Tangentenpaare aus ihm an die Kegelschnitte der Schaar 
rechtwinklig sei? 

Wir wissen (Nr. 131), dass für jeden Kegelschnitt der Ort des 
Schnittpunktes zweier rechtwinkligen Tangenten ein bestimmter Kreis, 
der Direetorkreis, ist, welcher denselben Mittelpunkt wie der Kegel- 
schnitt hat; für die Kegelschnittschaar erhalten wir dadurch unendlich 
viele Kreise, welche ihre Mittelpunkte auf einer Gerade, der Mittel- 
punktslinie der Kegelschnittschaar, haben, und von welchen durch 
jeden Punkt der Ebene einer geht, weil die ihm zugehörige Involution 
der Tangentenpaare im allgemeinen nur ein rechtwinkliges Paar hat. 
Die Directorkreise für zwei Kegelschnitte der Schaar (etwa für die 
beiden Punktepaare a«,bß, für welche sie die Strecken a«,bß zu 
Durchmessern haben) schneiden sich in zwei (reellen oder imaginären) 
Punkten P, und Q, Diese beiden Punkte haben, wenn sie reell sind, 
die Eigenschaft, dass für jeden von ihnen die Tangentenpaare an zwei 
Kegelschnitte der Schaar rechtwinklig sind; folglich sind alle Tangenten- 
paare rechtwinklig. Alle Directorkreise, den Kegelschnitten der Schaar 
zugehörig, gehen durch P,, %, und bilden daher ein Kreisbüschel; die 
der Parabel der Schaar zugehörige Leitlinie oder Directrix ist die 
Potenzlinie (endliche gemeinsame Secante) dieses Büschels. Sind P,, &% 
imaginär, so giebt es in der Ebene keinen Punkt, von dem eine recht- 
winklige Involution an die Schaar kommt. 

Aber auch in diesem Falle bilden die Directorkreise ein Kreis- 
büschel, welches die Leitlinie der einzigen in der Kegelschnittschaar 
enthaltenen Parabel zur Potenzlinie (ideellen gemeinschaftlichen Secante) 
hat; dies lässt sich auf folgende Weise erkennen. Wir wissen (Nr. 104), 
dass das Diagonaldreieck xyz des vollständigen Vierseits ein Polar- 
dreieck für jeden Kegelschnitt der Schaar ist, und (Nr. 133) dass der 
einem Polardreieck umgeschriebene Kreis immer den Directorkreis 
(bezw. die Leitlinie, wenn es sich um eine Parabel handelt) unter 
rechten Winkeln schneidet; folglich genügen alle Directorkreise den 
beiden Bedingungen, dass ihre Mittelpunkte in einer Gerade (der 


* Möbius, Barycentrischer Calcul $ 264 (Gesammelte Werke Bd. I S. 343). 
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Mittelpunktslinie M) liegen, und dass sie einen festen Kreis, den um 
das Diagonaldreieck xyz beschriebenen, rechtwinklig schneiden, woraus 
mach bekannten Elementar-Sätzen folgt, dass sie ein Kreisbüschel 
bilden. Der um das Diagonaldreieck syz beschriebene Kreis &®, 
welcher seinen Mittelpunkt in der Potenzlinie des Kreisbüschels oder 
in der Leitlinie der einzigen Parabel der Kegelschnittschaar hat, gehört . 
dem conjugirten Kreisbüschel an, d.h. dem Büschel der Kreise, welche 
aus den verschiedenen (äusseren) Punkten X der Potenzlinie des ersteren 
Büschels je mit der gemeinsamen Länge der Tangenten aus X an die 
Kreise desselben als Halbmesser geschlagen sind und daher diese Kreise 
rechtwinklig schneiden; je nachdem der Kreis $t?) die Mittelpunktslinie I 
des ersten Büschels, welche für das zweite Potenzlinie ist, nicht trifft 
oder trifft, sind die Punkte P, und Q reell oder imaginär. Also: 

Die Directorkreise der verschiedenen Kegelschnitte einer Schaar mit 
vier gemeinschaftlichen Tangenten bilden ein Kreisbüschel, dessen Potenz- 
linie die Leitlinie der einzigen in der Kegelschnittschaar vorkommenden 
Parabel ist. Diese Potenzlinie enthält (Nr. 207) die Höhenpunkte der 
vier Dreiseite, aus welchen das vollständige Vierseit der gemeinsamen 
Tangenten besteht; sie enthält auch den Mittelpunkt desjenigen Kreises 
K, welcher dem Diagonaldreieck xyz des vollständigen Vierseits um- 
geschrieben ist, und steht endlich senkrecht auf der Gerade M, welche 
die Mittelpunkte der Kegelschnitte der Schaar enthält und zugleich 
die Mittelpunktslinie des Kreisbüschels ist. Die Potenzlinie ist eine 
eigentliche gemeinschaftliche Secante des Kreisbüschels, wenn der dem 
Diagonaldreieck xyz umgeschriebene Kreis $® die Mittelpunktslinie nicht 
trifft; in diesem Falle gehen alle Kreise des Büschels durch dieselben 
beiden Punkte P, und Q, der Potenzlinie, und dies sind die einzigen 
Punkte in der Ebene, für welche die aus den Tangentenpaaren an die 
Kegelschnitte der Schaar gebildete Involution rechtwinklig ist. Die Potenz- 
linie ist dagegen eine ideelle gemeinschaftliche Secante des Kreis- 
büschels, es giebt keine reellen Punkte in der Ebene von der ver- 
langten Eigenschaft, sobald der Kreis 89 die Mittelpunktslinie M in 
zwei reellen Punkten R und $ trifft. In diesem Falle sind die Punkte 
R und $ selbst Nullkreise des Kreisbüschels, d.h. solche Director- 
kreise, für welche der Radius Null ist; dieser Fall tritt nur bei der 
gleichseitigen Hyperbel ein; die Punkte R und S sind also die Mittel- 
punkte der beiden gleichseitigen Hyperbeln, welche in der Kegelschnittschaar 
vorkommen können; wenn die Punkte R und S imaginär sind, giebt es 
keine gleichseitige Hyperbel in der Kegelschnittschaar. 

Wir wollen, hieran anschliessend, eine von den vier Seiten des 213 
vollständigen Vierseits verändern und den Ort der Mittelpunkte aller 
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gleichseitigen Hyperbeln aufsuchen, welche einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind. Sind wiederum die drei Paare von Gegenecken 
des vollständigen Vierseits a«, bß,cy und die Diagonalpunkte x,y,z 
(Fig. 67), so wollen wir die Seite «ßy verändern und das Dreiseit abe 
festhalten. Ohne indessen der Allgemeinheit Eintrag zu thun, können 
wir die Seite «fy so bewegen, dass der Punkt « fest bleibt; denn 
welches auch die dem Dreiseit abc eingeschriebene gleichseitige Hyperbel 
sei, immer wird sich aus einem Punkte «œ der Tangente bc eine und 


Fig. 67. 


nur eine zweite Tangente legen lassen. Sind dann m,,m,, m, die 
Mitten der Diagonalen a«, bß,cy, welche in der Mittelpunktslinie Wt 
liegen, so bleibt m, bei der Bewegung fest; die Mittelpunktslinie M 
dreht sich also um den festen Punkt m,, das Polardreieck xyz ver- 
ändert sich; es seien O der Mittelpunkt des um dasselbe beschriebenen 
Kreises &@, R und S dessen Schnitte mit M — die Punkte, welche 
den gesuchten Ort erzeugen — und m der Fusspunkt des Lothes 
aus O auf W, die Mitte von RS. Dies Perpendikel Om ist je die 
Potenzlinie oder die Leitlinie der einzigen Parabel und enthält die 
Höhenpunkte der vier Dreiseite. Von diesen bleibt das Dreiseit abe 
fest, dessen Höhenpunkt H sei; das Perpendikel Om dreht sich also 
um den festen Punkt H; folglich ist der Ort des Punktes m der 
Kreis, welcher die festen Punkte H und m, zu Endpunkten eines 
Durchmessers hat, also: 
Hm? + mm = Hm;?. 
Nun ist 


Rm = mS 
gopr Rm+5m=0 
mA mm =m R + Em = mS + Sm; 
also: 
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m m = (m, R + Rm) (m,$ + Sm) 
= mR.m,S+m R.Sm + ms. Rm + Rm. Sm 
=m È. mS + Em. RS — Rm’ 
=m R.m 8 + Rm’; 
mithin haben wir: 
Hm + Rm = Hm? — m È. mS, 
HR’= HS = Hm — m,R.m,S. 


Es ist aber m R.m,S gleich der Potenz des Punktes m, in Bezug 
auf den Kreis ®, und, weil dieser durch y und z geht, auch gleich 
my. mz; da y und z harmonisch liegen zu den Gegenecken a und ø, 
deren Mitte m, ist, so haben wir gleichzeitig m, y . m2 = m, a?’ = m, a’, 


also: HR?= HS?= Hm,’— m, a? = const. 


Die Punkte R und S beschreiben daher bei der Bewegung einen Kreis 
um den festen Punkt H, dessen Radius r leicht zu ermitteln ist. 
Schlagen wir nämlich über aœ als Durchmesser den Kreis, dessen 
Mittelpunkt m, und dessen Radius m;a sein wird, so ist die Potenz 
des Punktes H in Bezug auf ihn gleich Hm,? — m,a?’ = r?°. Es schneidet 
aber Ha diesen Kreis zum andern Male in dem Fusspunkte der Höhe 
aus a auf bc; wenn daher die Fusspunkte der Höhen des Dreiecks 
abe mit at, bt, ct bezeichnet werden, so ist die Potenz von H in Bezug 
auf diesen Kreis um m, auch Ha. Hat, was, wie bekannt, gleich 
Hb.Hb' und He. He! ist; also ist 


"= Ha.Ha— Hb. Db!= He. He. 


Dies Radiusquadrat ist nur positiv und der Kreis nur reell, wenn a 
und at, ebenso b und b!, e und ct auf derselben Seite von H liegen, 
wenn also H ausserhalb des Dreiecks abe liegt oder, was dasselbe 
sagt, wenn das Dreieck abe stumpfwinklig ist; er reducirt sich auf 
einen Punkt beim rechtwinkligen Dreieck und wird imaginär beim 
spitzwinkligen. Für diesen Kreis ist ferner das Dreieck abc ein Polar- 
dreieck; denn r— Ha. Ha! sagt aus, dass a und a! in Bezug auf 
ihn conjugirt sind, also ist be, die Senkrechte auf Ha in at, die Polare 
von «a. Wir haben mithin folgenden Satz:* 


* Steiner, Journal für Mathem. Bd. 55 S. 371; Gesammelte Werke Bd. 2 S. 677. 
Steiner bezeichnet den Kreis als den äusseren Potenzkreis der beiden Kreise, von 
welchen der eine dem gegebenen Dreiecke, der andere dem Dreieckefder Seiten- 
mitten umgeschrieben ist (Neunpunktkreis des gegebenen Dreiecks); dazu vergl. 
Gesammelte Werke Bd. 1 S.32,33 und Dörholt, Ueber einem Dreiecke um- und 
eingeschriebene Kegelschnitte, Dissertation von Münster 1884, S. 68. 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 18 
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Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche demselben 
Dreiseit eingeschrieben sind, liegen auf dem Kreise, der den Höhenpunkt 
des Dreiseits zu seinem Mittelpunkte und das Dreiseit zu einem Polar- 
dreiseit hat; dieser Kreis ist nur dann reell, wenn das Dreiseit stumpf- 
(oder recht-) winklig ist, und das Quadrat seines Radius ist dann gleich 
dem constanten Rechteck aus den Abständen des Höhenpunktes von 
jeder Ecke und der gegenüberliegenden Seite des Dreiseits. Es kann 
also einem spitzwinkligen Dreiseit keine gleichseitige Hyperbel ein- 
geschrieben werden, einem rechtwinkligen nur eine. 


$ 46. Ueber die besondere Art der in einer Schaar enthaltenen 
Kegelschnitte. 

Ueber die Art eines Kegelschnitts einer Schaar belehrt uns 
wieder die Art der Involution conjugirter Durchmesser. In dem 
Diagonaldreieck xyz des Vierseits der gemeinsamen Tangenten haben 
wir ein gemeinsames Polardreieck der Kegelschnitte der Schaar. In 
Nr. 134 ist schon erörtert, wie aus der Lage des Mittelpunkts m eines 
Kegelschnitts, zu welchem ein Polardreieck xyz gehört, auf die Art. 
des Kegelschnitts geschlossen werden kann. Durch die Seiten von xyz 

wird die Ebene in sieben Räume ge- 

P teilt (Fig. 68): den Innenraum (e), 

die drei Scheitelräume (e,), (&), (e3) 

(h) und die drei Aussenräume (h,), (he), (hs) 

neben den Seiten. Die Punkte in 

le) N (e, den drei Scheitelräumen (4) es) (es) 

w (ha) a sind Mittelpunkte von Ellipsen, die 

in (A,), (As), (h) Mittelpunkte von 

Hyperbeln, während in den Innenraum (e) der Mittelpunkt keiner 

reellen Curve, zu der «yz als Polardreieck gehört, fallen kann. Er- 

innern wir uns, dass, wenn m gegeben ist, wir für den betreffenden 

Kegelschnittt sofort drei Paare conjugirter Durchmesser haben: den 

Durchmessern mæ, my, mz sind die Parallelen durch m zu yz, zæ, @y 
conjugirt. 

Bei unserer Kegelschnittschaar mit vier reellen gemeinsamen 
Tangenten befinden sich die Mittelpunkte der Kegelschnitte auf einer 
Gerade M. In den Innenraum (e) des Diagonaldreiecks xyz dringt 
diese Gerade M nicht ein; denn die beiden durch eine Diagonale, 
z.B. yz, verbundenen Gegenecken des Vierseits sind harmonisch zu 
den beiden Ecken y,2 des Diagonaldreiecks; also liegen diese auf 
derselben Seite des Mittelpunkts zwischen jenen; durch diesen Mittel- 
punkt geht aber die Gerade M, also trifft sie alle.drei Seiten von xyz 


Fig. 68. 


(2) 
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in den Verlängerungen und geht durch zwei von den Räumen (e,), 
(e2), (e,) und zwei von den (h), (ha), (hy). 

Jeder Punkt der Mittelpunktsgerade W ist Mittelpunkt eines reellen 
Kegelschnitts der Schaar; diese enthält, wie wir schon wissen, zwei 
Reihen von Ellipsen und zwei Reihen von Hyperbeln (Nr. 203). 

Während der Punkt m die Mittelpunktsgerade W durchläuft, be- 
schreiben die Strahlen mæ und my zwei perspective Strahlbüschel, 
und die conjugirten Durchmesser zu mæ und my haben constante 
Richtungen. _ 

Wir denken uns nun wieder die Durchmesserinvolutionen sämmt- 
licher Kegelschnitte der Schaar parallel nach einem Punkte o ver- 
schoben und legen einen beliebigen Kegelschnitt C®) durch denselben; 
dann liefert jede der nach o verlegten Involutionen einen Punkt P, 
das Centrum der krummen Involution, welche sie in C® einschneidet; 
zwei Strahlenpaare der Involution bestimmen ihn. Ziehen wir (Fig. 69) 
durch o die Parallele zu yz, welche den Kegelschnitt 0% in a trifft, die 
Parallele zu zx, welche ihn in ß, ferner durch o die Parallelen zu cm 
und ym, welche ihn in at und ß! treffen, so ist der Schnittpunkt von 
«c! und ßß" der Punkt P, welcher der Involution der conjugirten 
Durchmesser für den Kegelschnitt (m) entspricht. 

Verändern wir jetzt m auf der Mittelpunktslinie W, so beschreiben 
æm und ym zwei perspective Strahlbüschel, folglich auch og! und oß! 
zwei projective Strahlbüschel; weil aber o und « zwei feste Punkte 
des Hülfskegelschnitts C®) sind, so beschreiben oa! und «a! zwei pro- 
jective Strahlbüschel, ebenso oß! und ßß!, folglich beschreiben auch 
«at und fft zwei projective Strahlbüschel; der Ort ihres Schnittpunktes 
P ist also ein Kegelschnitt C®, welcher durch « und ß geht. Dass 
er auch durch y, den Schnittpunkt des parallel mit xy durch o ge- 
zogenen Strahles mit dem Kegelschnitte 0, geht, ist einleuchtend, da 
wir statt « und f auch « und y oder ß und y hätten wählen können; 
und wenn m in den Schnittpunkt der Mittelpunktslinie M mit xy rückt, 
gelangt der Punkt P nach y. Fällt m in den unendlich entfernten 
Punkt der Mittelpunktslinie M, so nimmt der Punkt P die Lage des 
Punktes ö an, welcher der Schnittpunkt der durch o zur Mittelpunkts- 
linie M gezogenen Parallelen mit C® ist; denn in diesen Punkt fallen 
dann «' und ß! zusammen und daher auch P. Die Kegelschnitte 0% 
und C® begegnen sich also in den vier (reellen) Punkten «, ß, y, ô. 
Wir haben demnach zunächst folgenden Satz gefunden: 

 Verschiebt man die Imvolutionen der conjugirten Durchmesser für 
sämmtliche Kegelschnitte einer Schaar von vier gemeinschaftlichen Tangenten 
' mit Beibehaltung ihrer Richtung (ohne Drehung) nach einem Punkte o 
18* 
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eines beliebigen Kegelschnitts C®, so bestimmt jede (in der neuen Lage) 
einen Punkt P, das Centrum der in C® eingeschnittenen krummen In- 
volution. Der Ort der Punkte P für alle Kegelschnitte der Schaar ist 
ein bestimmter Kegelschnitt CP, der mit C® diejenigen vier Punkte ge- 
mein hat, in welchen die durch o mit den drei Diagonalen des Vierseits 
und der Mittelpunktslinie M gezogenen Parallelen dem Kegelschnitt 0% 
begegnen. 

Ist der Kegelschnitt C) einmal ermittelt, so haben wir eine leicht 
übersehbare Abhängigkeit einerseits zwischen den Kegelschnitten der 
Schaar oder ihren Mittelpunkten m auf WM und ihren zugehörigen 


Fig. 69. 


3 
8 


POr - 


e. 


S 
Een. 


I... 


z 
2 Sent 
x _r 
~i 
IN 
u ee 
. P Ko > 
| 
N 
I 
‘S 
f En a, 


Durchmesserinvolutionen und andererseits den sämmtlichen Punkten P 
des Kegelschnitts C®. Die Mittelpunktslinie Wt, welche die Mitten 
Mi, Mo, Mg der drei Diagonalen des Vierseits enthält, und deren un- 
endlich entfernten Punkt wir mit m. bezeichnen wollen (Fig. 69), 
wird durch die vier Punkte m,, Mọ. Mg, Mo in vier Stücke getheilt, 
und andererseits zerfällt der Kegelschnitt ©@ durch die vier auf ihm 
gelegenen Punkte «, ß,y, d in vier Stücke; es enthalten die Strecken 
M, My, M;M;, My Ma, Ms m, die Mittelpunkte derjenigen Kegelschnitte 
der Schaar, deren Durchmesserinvolutionen, nach o verlegt, Punkte P 
liefern, welehe beziehungsweise die Stücke «ß, ßy, yò, da des Kegel- 
schnitts O®) erfüllen. Für die Punkte «, ß,y,0d selbst wird die In- 
volution parabolisch, die vier Kegelschnitte, welche ihnen entsprechen, 
müssen also Parabeln sein. Eine eigentliche Parabel entspricht freilich 
nur dem Punkte ô; die den drei Punkten «, ß, y entsprechenden Kegel- 
schnitte der Schaar sind die drei Punktepaare (drei Paare Gegenecken 
des vollständigen Vierseits). Und ein solches Punktepaar oder die 
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doppelt gedachte Verbindungslinie desselben kann nicht blos, wie wir 
gesehen haben, als Ellipse oder Hyperbel (mit einer verschwindend 
kleinen Axe), sondern auch als eine specielle Parabel aufgefasst werden, 
denn sie hat zwei zusammenfallende unendlich entfernte Punkte, was 
das charakteristische Merkmal der Parabel ist; auch schon bei der 
Betrachtung der Parabelschaar (Nr. 206) traten solche Doppellinien als 
specielle Parabeln auf. 

Je nachdem nun der Punkt P innerhalb oder ausserhalb des Hülfs- 
kegelschnitts C®) liegt, ist die Involution in o oder die mit ihr parallele 
Durchmesserinvolution des Kegelschnitts der Schaar elliptisch oder 
hyperbolisch, dieser Kegelschnitt selbst demgemäss Ellipse oder Hyperbel. 
Wir erkennen von neuem das schon (Nr. 203, 214) gefundene Resultat, 
dass die Kegelschnittschaar aus zwei Reihen von Ellipsen und zweien 
von Hyperbeln besteht, welche mit einander abwechseln, so dass auf 
eine Reihe von Ellipsen eine von Hyperbeln u.s. w. folgt, und dass 
diese vier Reihen durch die Parabel und die drei Punktepaare von 
einander getrennt werden; denn, sobald der Kegelschnitt CC®) durch 
einen der vier Schnittpunkte «, B, py, geht, tritt er entweder aus der 
Region innerhalb des Kegelschnitts C® in die ausserhalb desselben 
oder umgekehrt. 

Es seien zwei Geraden durch o gezogen; so trifft ihre Durch- 
schnittssehne von C® den Kegelschnitt C in zwei Punkten P und P$, 
welche zwei Kegelschnitten der Schaar entsprechen. Zu jeden zwei 
Richtungen giebt es zwei Kegelschnitte in der Schaar, welche eonjugirte 
Durchmesser von diesen Richtungen haben. Daher haben die Kegel- 
schnitte der Schaar insbesondere auch paarweise parallele Axen. Solche 
Paare von Kegelschnitten mit parallelen Axen erhalten wir dadurch, 
dass wir nach o eine rechtwinklige Involution legen; das Centrum der 
von ihr in O® eingeschnittenen krummen Involution sei u. Jeder 
durch u gezogene Strahl trifft C) in zwei solchen Punkten P und P}, 
deren entsprechende Kegelschnitte aus der Schaar parallele Axen haben. 

Eine Tangente von 0% in P liefert in C® zwei Schnittpunkte, die mit 
o verbunden ein besonderes Paar conjugirter Durchmesser des dem: P 
entsprechenden Kegelschnitts bestimmen; mit diesem Paare wird kein 
Paar conjugirter Durchmesser irgend eines andern Kegelschnittes der 
Schaar parallel sein. Also hat jeder Kegelschnitt der Schaar ein be- 
sonderes Paar conjugirter Durchmesser, welches mit keinem Paar con- 
jJugirter Durchmesser irgend eines der übrigen parallel ist, und es giebt 
zwei Kegelschnitte, bei denen dies besondere Paar die Axen sind; wie 
die beiden aus dem Punkte u an den Kegelschnitt C® gelegten Tan- 
genten lehren. 
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Die Polare & von u in Bezug auf O®) trifft den Kegelschnitt 0%) 
in zwei Punkten P und P!; jeder derselben hat die Eigenschaft, dass 
sein Tangentenpaar an C®) in zwei Punkten berührt, die mit o ver- 
bunden zwei rechtwinklige Strahlen liefern, denn die Verbindungslinie 
der Berührungspunkte geht durch u. Die Strahlen aus o sind aber 
die Doppelstrahlen der Involution in o, welche dem P zugehört; und 
sie ist gleichseitig hyperbolisch, also entsprechen den Punkten P und 
P' gleichseitige Hyperbeln. Es giebt mithin in der Kegelschnittschaar 
zwei oder eine oder keine gleichseitige Hyperbel, je nachdem Q und 0% 
sich schneiden oder berühren oder nicht treffen. (Vergl. Nr. 212.) 

Nehmen wir an, dass zwei Kegelschnitte einer Schaar mit den 
Mittelpunkten m und m! ähnlich und ähnlich gelegen seien, also parallele 
Durchmesser-Involutionen haben, so müssen mx und mtg parallel sein, 
weil sie die Durchmesser, die durch m und m! parallel zu yz gezogen 
sind, zu conjugirten haben; d.h. jene Strahlen müssen sieh vereinigen 
und ebenso my und mty; die Mittelpunktslinie W — mm! fällt also in 
die Gerade xy. Es sind dann x und y auf zwei Diagonalen des Vier- 
seits die Mitten, folglich muss der dritte Diagonalpunkt z unendlich 
fern sein; und umgekehrt, wenn ein Diagonalpunkt des vollständigen 
Vierseits der gemeinsamen Tangenten unendlich fern ist, so fällt die 
Mittelpunktslinie M mit der gegenüberliegenden Diagonale zusammen. 
Diese Gerade M— xy und der Strahl vom jeweiligen Mittelpunkte 
nach dem unendlich fernen Diagonalpunkte z bilden ein Paar conjugirter 
Durchmesser von festen Richtungen, in das alle drei in Nr. 214 erwähnten 
Paare in dem jetzigen Falle sich vereinigen. Der Punkt z und der 
unendlich ferne Punkt von M sind in Bezug auf alle Kegelschnitte 
der Schaar conjugirt; die beiden Kegelschnitte der Schaar, die durch 
irgend einen unendlich fernen Punkt gehen, gehen daher auch noch 
durch den zu ihm in Bezug auf jene harmonischen und sind folglich 
ähnlich und ähnlich gelegen. 

Zwei ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte der Schaar haben, 
weil die nach o verlegten Durchmesser-Involutionen zusammenfallen, 
denselben entsprechenden Punkt P; an Stelle des Kegelschnitts 0% 
tritt eine doppelte Gerade. 

Wir schliessen aus dem Vorangehenden: 

Unter den Kegelschnitten der Schaar giebt es im allgemeinen keine 
zwei, welche ähnlich und ähnlich liegend sind; wenn es aber insbesondere 
ein solches Paar giebt, so sind auch die übrigen paarweise ähnlich und 
ähnlich liegend. Dieser besondere Fall tritt ein, wenn zwei Diagonalen 
des Vierseits parallel sind; die Mittelpunktslinie M fällt danm mit der 
dritten Diagonale zusammen. 
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Geht die doppelte Gerade, in welche (9 übergegangen ist, durch 
den Punkt u, so giebt es zwei Kreise in der Kegelschnittschaar. 

Bemerken wir das allgemeine Ergebniss: 

Die Kegelschnitte einer Schaar schneiden in eine Gerade, die durch 
einen Diagomalpunkt des Vierseits der gemeinsamen Tangenten geht, eine 
Involution ein, welche diesen Punkt und den Schnittpunkt mit der gegen- 
überliegenden Diagonale zu Doppelpunkten hat; und zwar gehen durch 
jedes Paar der Involution- zwei Kegelschnitte der Schaar. 

Das entsprechende gilt für die Tangentenpaare an die Kegel- 
schnitte eines Büschels aus einem Punkte auf einer Diagonale des 
Vierecks der gemeinsamen Punkte. 

Eine besondere Einfachheit gewinnt die obige Untersuchung 
(Nr. 215), wenn wir für den Hülfskegelschnitt 0 einen Kreis an- 
nehmen. Für diesen wird der Punkt u der Mittelpunkt, und alle solche 
Punkte P, die gleichweit vom Mittelpunkte abstehen, also auf einem 
concentrischen Kreise liegen, geben in o gleiche Involutionen. Liegt 
nämlich der Punkt P ausserhalb des Kreises C®, so liefern die Tan- 
genten aus ihm an C® zwei Berührungspunkte, deren Verbindungs- 
strahlen mit o die Doppelstrahlen der Involution sind; ihre Winkel 
bleiben dieselben, wenn P den concentrischen Kreis durchläuft. Liegt 
hingegen P innerhalb 0®, so giebt die kleinste durch ihn gezogene 
Sehne zwei Punkte, nach denen die beiden conjugirten Strahlen der 
Involution gehen, deren Winkel durch die Axen derselben halbirt 
werden; denn diese gehen nach den Punkten von O®, die von dem 
durch P gehenden Durchmesser herrühren. Die Figur dieser vier 
Strahlen bleibt sich congruent, wenn P einen concentrischen Kreis 
beschreibt. 
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Ein mit dem Kreise © concentrischer Kreis trifft den Kegel- 


schnitt C® in vier solchen Punkten P, deren entsprechende Kegel- 
schnitte ähnlich (nicht nothwendig im engeren Sinne) sind, weil die 
diesen vier Kegelschnitten der Schaar zugehörigen Durchmesser -Invo- 
lutionen gleich sind; und zwar wird ein Kreis, dessen Radius grösser 
ist als der von C®, in Punkten den Kegelschnitt C®) treffen, welche 
vier ähnliche Hyperbeln der Kegelschnittschaar liefern, während ein 
Kreis, dessen Radius kleiner ist als der von C®, in solchen Punkten 
trifft, welche vier ähnliche Ellipsen der Kegelschnittschaar liefern. 
Weil C® den Kreis C®) in «,ß,y,6 trifft (Fig. 69), so erkennt 
man, dass z. B. ein Schnittpunkt, der zwischen « und £ liegt, noch einen 
zweiten so gelegenen nach sich zieht. Also gehören von vier solchen 
ähnlichen Kegelschnitten immer zwei einer der vier oben hervor- 
gehobenen Reihen und die beiden andern der zweiten gleichartigen 
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Reihe an. Bei jeder der vier Reihen in der Kegelschnittschaar wird 
es einmal vorkommen, dass die beiden ähnlichen Kegelschnitte zusammen- 
fallen, indem durch das Wachsen oder Abnehmen des Radius eines 
mit C®) concentrischen Kreises die zwei Schnittpunkte desselben mit 
einem der vier Curvenstücke «ß, ßy, y, d« des Kegelschnitts 0%) 
einander genähert werden können, bis sie zuletzt zusammenfallen; ein 
solcher Kreis wird den Kegelschnitt 0@ berühren, sein nach dem Be- 
rührungspunkte gezogener Radius wird also eine Normale des Kegel- 
schnitts C®) sein, und jene alleinstehenden Kegelschnitte werden daher 
bestimmt durch die Fusspunkte der Normalen, welche sich aus dem 
Mittelpunkte u des Hülfskreises C® an den Kegelschnitt C® ziehen 
lassen. Es giebt daher (Nr. 152) vier solche Kreise um u, deren 
Berührungspunkte die Fusspunkte der aus u an 0?) gezogenen Normalen 
sind; diese Berührungspunkte, die Schnittpunkte von 0 mit einer ge- 
wissen gleichseitigen Hyperbel, sind so beschaffen, dass unter den Ab- 
ständen der Punkte des Kegelschnitts 0 von u der ihrige ein Maximum 
oder Minimum ist. 


Zwei von den vier Theilen «ß, ßy,yd,da« von O® liegen im 
Innern des Kreises C®, und ersichtlich sind zwei Kreise um u vor- 
handen, welche diese Bogen berühren. Die Berührungspunkte sind die 
dem Mittelpunkte u von ©? nächsten Punkte; also kommen die ent- 
sprechenden Involutionen der rechtwinkligen am nächsten. Im jeder 
der beiden Reihen von Ellipsen haben wir zwei (reelle), welche dem 


. “ “ed F 
Kreise am nächsten kommen, deren Axenverhältniss z also am grössten 


ist. Jede der beiden Reihen von Hyperbeln ist durch zwei Curven 
begrenzt, bei denen der Asymptotenwinkel # (vergl. Nr. 198, 199) den 
Werth O hat; denn das gilt sowohl bei der Parabel wie beim Punkte- 
paar. Folglich muss es dazwischen einen extremen Werth geben; also 
sind auch die beiden andern Berührungen von C mit Kreisen um u 
reell. Besitzt nun die Schaar zwei reelle gleichseitige Hyperbeln, so 
geht in derjenigen Reihe von Hyperbeln, zu welcher die eine gehört, 
der Winkel #® von 0° durch 90° bis zu einem am weitesten von 
90° entfernten stumpfen Winkel und kehrt durch 90° zurück zu 0°, 
so dass die zweite gleichseitige Hyperbel derselben Reihe angehört. 
In der andern Reihe hingegen oder, wenn keine reellen gleichseitigen 
Hyperbeln in der Schaar enthalten sind, in beiden Reihen von 
(lauter spitzwinkligen) Hyperbeln giebt es eine solche Hyperbel, deren 
Asymptotenwinkel ein Maximum ist, am meisten sich dem rechten 
nähert. 
Mithin ergiebt sich: 
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Unter den Kegelschnitten von vier gemeinsamen Tangenten sind 
immer vier einander ähnlich, und von vier solchen ähnlichen Ellipsen 
oder Hyperbeln fallen je zwei in jede der beiden Reihen von Ellipsen, 
bezw. Hyperbeln, so dass in jeder von den vier Reihen die Kegelschnitte 
paarweise ähnlich sind. In jeder Reihe giebt es aber einen einzelnen 
Kegelschnitt, welcher keinem derselben Reihe ähnlich ist; und zwar ist 
dies in jeder der beiden Reihen von Ellipsen eine solche Ellipse, welche 
dem Kreise am nächsten kommt, wofern sie nicht selbst ein Kreis ist. 
Bei den Reihen von Hyperbeln sind zwei Fälle zu unterscheiden; je 
nachdem die beiden gleichseitigen oder rechtwinkligen Hyperbeln der Schaar 
reell sind oder nicht, besteht die eine Reihe aus lauter spitzwinkligen 
Hyperbeln, die andere aus spitzwinkligen, den beiden rechtwinkligen und 
dann stumpfwinkligen Hyperbeln, oder beide Reihen enthalten nur spitz- 
winklige Hyperbeln. Für die ausgezeichnete Hyperbel ist der Asymptoten- 
winkel ein Maximum, spitz oder stumpf, je nachdem die Reihe nur spitz- 
winklige oder auch stumpfwinklige Hyperbeln enthält. 

Unter den Kreisen um u, deren vier Schnitte mit C®) je die vier 
ähnlichen Curven liefern, befindet sich die (doppelte) unendlich ferne 
Gerade; deren beiden Schnitten mit C,? entsprechen die beiden (reellen 
oder imaginären) gleichseitigen Hyperbeln. Sind sie reell, so ist C® 
eine Hyperbel, und den ausserhalb C@ gelegenen Punkten des einen 
und andern Astes entsprechen spitz-, bezw. stumpfwinklige Hyperbeln, 
und man sieht, dass auch Aehnlichkeit im weiteren Sinne möglich ist. 

Die Ergänzung der vorigen Betrachtungen für den Fall imaginärer 
gemeinschaftlicher Tangentenpaare der Kegelschnittschaar kann erst 
später ($ 50) gegeben werden, nachdem die Polar-Eigenschaften einer 
Schaar ermittelt sind. 


$ 47. Polar-Eigenschaften des Kegelschnittbüschels. 

Das oben (Nr. 204) gefundene Resultat, dass die Mittelpunkte 
einer Kegelschnittschaar auf einer Gerade liegen, sowie das schon 
früher (Nr. 166) erhaltene Ergebniss, dass die Mittelpunkte eines 
Büschels gleichseitiger Hyperbeln auf einem Kreise liegen, führt darauf 
hin, auch für das allgemeine Kegelschnittbüschel den Ort der Mittel- 
punkte aufzusuchen, oder, indem wir verallgemeinern und dualisiren, 
die vier Fragen zu beantworten: Was ist der Ort des Poles einer festen 
Gerade in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte eines Büschels oder einer 
Schaar? Was ist der Ort der Polaren eines festen Punktes in Bezug 
auf sämmtliche Kegelschnitte einer Schaar oder eines Büschels? 


* Vergl. Steiner, Journal f. Mathem. Bd. 55 S. 374; Gresamm. Werke Bd. 2 S. 680. 
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Indem wir zuvörderst von einem Kegelschnittbüschel mit vier 
reellen Grundpunkten A, B, C, D ausgehen, wollen wir den Ort der 
Polaren eines festen Punktes P in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte 
desselben ermitteln. Ist xyz das Diagonaldreieck des vollständigen 
Vierecks ABCD (Fig. 70), so erhalten wir (Nr. 161) leicht einen 
Kegelschnitt des Büschels, indem wir die Verbindungslinie eines be- 
liebigen Punktes a der Diagonale yz mit A als Tangente des Kegel- 
schnitts ansehen; aB ist dann die Tangente in B, und verbinden wir 
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den Schnittpunkt der Gerade aA und der Diagonale xæ mit ©, den 
Schnittpunkt der Gerade aB und der Diagonale xz mit D, so treffen 
sich diese beiden Geraden, welche die Tangenten in C und D am 
Kegelschnitte sind, auf der Diagonale yz in einem Punkte a; a und « 
liegen harmonisch zu y, 2, u. s. w. 

Um nun zu irgend einem Punkte P in der Ebene die Polare zu 
erhalten in Bezug auf den Kegelschnitt des Büschels, der in A von 
Aa berührt wird, ziehe ich die Gerade a P, welche in s die Berührungs- 
sehne AB trifft, und bestimme zu s den vierten harmonischen Punkt ø 
in Bezug auf A und B; dann wird, weil a der Pol von AB ist, ø der 
Pol von aP sein; zweitens ziehe ich die Gerade P«, welche in r die 
Sehne CD trifft, und bestimme zu r den vierten harmonischen Punkt o 
in Bezug auf C, D; dann wird ọ der Pol von P« sein, folglich o6 
die Polare von P. Halten wir diese Construction fest und verändern 
den Kegelschnitt des Büschels, indem wir den Punkt a auf der 
Diagonale yz fortrücken, so beschreiben a,« eine Involution, deren 
Doppelpunkte y,z sind, weil a, æ beständig zu y und z harmonisch 
liegen; ebenso beschreiben s, 6 sowie r, ọ Involutionen, deren Doppel- 
punkte A und B, bezw. © und D sind. Mithin erzeugen a und « 
zwei projective Punktreihen, ebenso s und ø, sowie r und o; nun 
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liegen die Punktreihen s und a perspectiv in Bezug auf das Per- 
spectivitätscentrum P, ebenso r und «; daher sind die Punktreihen ø 
und o projeetiv und zwar perspectiv, weil in den Schnittpunkt = der 
Träger AB und CD zwei entsprechende Punkte hineinfallen (wenn a 
nämlich auf AB fällt, also « in OD, u.s. w.); folglich läuft die Ver- 
bindungslinie ọø durch einen festen Punkt. Die Polaren des Punktes P 
in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte des Büschels laufen daher 
durch einen festen Punkt Q und bilden ein Strahlbüschel, welches 
projeetiv ist mit der von dem Punkte a beschriebenen Punktreihe, 
d.h. mit dem von den Tangenten der Kegelschnitte des Büschels in 
einem der vier Grundpunkte gebildeten Strahlbüschel. Der Punkt Q 
kann jetzt leicht gefunden werden, indem wir P mit den Diagonal- 
punkten x,y,z verbinden und zu jedem dieser Strahlen und dem in 
dem Diagonalpunkte sich kreuzenden Geradenpaar des Büschels den 
vierten harmonischen Strahl construiren; diese drei Strahlen — die 
Polaren von P nach den drei Geradenpaaren — müssen sich in dem 
Punkte Q treffen. 

Die Punkte P und Q heissen „conjugirte Punkte in Bezug auf das 
Kegelschmittbüschel“, denn aus der Polarentheorie (Nr. 100) geht hervor, 
dass auch die Polaren von Q in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte 
des Büschels durch P gehen; jeder der beiden Punkte P und Q ist 
zum andern in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels conjugirt. 
Auch die Polare von P in Bezug auf den durch P gehenden Kegel- 
schnitt des Büschels, d.h. seine Tangente in P, muss durch Q gehen 
und ebenso für den durch Q gehenden Kegelschnitt des Büschels die 
Tangente in Q durch P. Die Verbindungslinie PQ wird also von 
zwei Kegelschnitten des Büschels in den Punkten P und Q berührt 
oder auf der Verbindungslinie PQ sind P und Q die Doppelpunkte 
der Involution, welche von dem Kegelschnittbüschel ausgeschnitten 
wird (Nr. 168). 

Das gefundene Resultat lässt sich in folgenden Satz zusammen- 
fassen: 

Die Polaren eines festen Punktes P in Bezug auf sämmtliche 
Kegelschnitte eines Büschels von vier festen Grundpunkten A, B, C, D 
laufen durch einen und denselben festen Punkt Q, so dass P und Q 
conjugirt sind in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels und auch 
die Polaren von Q sämmtlich durch P laufen. Für irgend zwei 
Punkte P und P! in der Ebene bilden die Polaren zwei Strahlbüschel 
Q und @', welche allemal projectiv sind, indem je zwei Polaren in 
Bezug auf denselben Kegelschnitt des Büschels entsprechende Strahlen 
werden. 
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Das Strahlbüschel Q ist insbesondere auch projeetiv mit dem 
von den Tangenten der Kegelschnitte des Büschels in einem der vier 
Grundpunkte gebildeten und also auch, wenn wir auf die Entstehung 
des Kegelschnittbüschels aus dem Strahlbüschel zurückgehen, mit dem- 
jenigen Strahlbüschel P (Nr. 162), aus welchem wir das Kegelschnitt- 
büschel abgeleitet haben. 

Hieraus folgt weiter, wenn wir zwei Punkte P und P! festhalten 
und die Polaren in Bezug auf einen Kegelschnitt des Büschels con- 
struiren, deren Schnittpunkt der Pol der Verbindungslinie PP! sein 
muss, dass der Ort des Poles einer festen Gerade PP! in Bezug auf 
alle Kegelschnitte des Büschels, des Schnittpunktes entsprechender 
Strahlen der beiden projeetiven Strahlbüschel Q und Q!, ein Kegelschmitt 
ist. Dieser Kegelschnitt ist zugleich der Ort derjenigen Punkte, welche 
in Bezug auf das Kegelschnittbüschel den sämmtlichen Punkten der 
festen Gerade PP! conjugirt sind; denn die Punkte Q, Qt, welche zu 
den Punkten P, P! conjugirt sind, liegen auf diesem Kegelschnitt als 
Scheitel der erzeugenden Büschel; der Ort der Pole der Gerade PP! 
wird sich aber nicht ändern, wenn an Stelle von P und P! irgend 
zwei andere Punkte derselben genommen werden. Und der Kegel- 
schnitt entsteht also auch durch die projeetiven Büschel um die Pole 
der Gerade in Bezug auf zwei Kegelschnitte des Büschels, in denen 
sich die Polaren nach denselben für die verschiedenen Punkte der Ge- 
rade entsprechen. 

Dem Kegelschnitt gehören daher die sechs Punkte an, welche auf 
den Seiten des vollständigen Vierecks den Schnittpunkten mit der 
Gerade harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf die Ecken, denn sie 
sind den Schnittpunkten conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte des 
Büschels. Ferner sind die drei Diagonalpunkte x, y, 2 ebenfalls Punkte 
des gefundenen Kegelschnitts, weil sie die Pole der festen Gerade in 
Bezug auf die drei Geradenpaare des Kegelschnittbüschels sind, oder 
auch jeder von ihnen die gegenüberliegende Diagonale zur gemein- 
samen Polare in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels hat und 
daher conjugirt ist zu dem Schnitte der Gerade mit dieser Polare. 

Endlich können wir noch zwei Punkte dieses Kegelschnitts an- 
geben (welche aber imaginär werden können), nämlich die Doppel- 
punkte der Involution, welche das Kegelschnittbüschel auf der festen 
Gerade ausschneidet; denn diese Punkte sind, wie wir vorhin gesehen 
haben, conjugirt in Bezug auf das Kegelschnittbüschel. 

Wir haben daher folgendes Ergebniss: Die Pole einer festen Ge- 
rade & in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte eines Büschels von vier 
festen (reellen) Grundpunkten liegen auf einem Kegelschnitt &®, welcher 
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dem Dragonaldreieck xyz des von den vier Grundpunkten gebildeten voll- 
ständigen Vierecks umgeschrieben ist und die sechs Punkte enthält, die 
den Schnittpunkten der Gerade & mit den sechs Seiten des vollständigen 
Vierecks harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf das Eckenpaar; durch 
diese neun Punkte ist der Kegelschnitt &@® schon mehr als bestimmt. 
Der Kegelschnitt GP) ist zugleich der Ort sämmtlicher Punkte Q, welche 
den Punkten P der Gerade © in Bezug auf das Kegelschnittbüschel 
conjugirt sind. 

Die Involution, in der & von dem Kegelschnittbüschel geschnitten 
wird, hat zu dem „Polarkegelschnitt“ &® eine eigenthümliche Be- 
ziehung. Trifft nämlich irgend ein Kegelschnitt des Büschels die 
Gerade © in den Punkten P und p, so gehen seine Tangenten in P 
und p durch die conjugirten Punkte Q und q in Bezug auf das Kegel- 
schnittbüschel und schneiden sich in einem Punkte s, dem Pol von © 
in Bezug auf den angenommenen Kegelschnitt des Büschels; der Kegel- 
schnitt ©® geht durch die drei Punkte Q, q und s. Da nun P und Q 
conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels sind und eben- 
so p und g, so müssen nach dem in Nr. 104 bewiesenen Satze von 
Hesse auch die Schnittpunkte (Pp, Qq) und (Pq, pQ) conjugirt für 
alle Kegelschnitte des Büschels sein; der erste Punkt (Pp, Qq) liegt 
aber auf der Gerade ©, folglich muss der andere, sein conjugirter in 
Bezug auf das Kegelschnittbüschel, auf dem Kegelschnitte &® liegen; 
mithin schneiden sich Pq und pQ in einem Punkte r von 6%. Wir 
haben jetzt vier Punkte Q,9,s,r auf dem Kegelschnitt ©%; zwei 
Diagonalpunkte dieses Vierecks sind die Punkte P und p, folglich 
sind sie conjugirt in Bezug auf &®. Dasselbe gilt für jedes Schnitt- 
punktepaar eines Kegelschnitts des Büschels mit der Gerade ©; wir 
haben also folgenden Satz: 

Die Kegelschnitte eines büschels treffen eine Gerade & in Punkte- 
paaren, welche allemal conjugirte Punkte sind in Bezug auf den Kegel- 
schnitt GD, welcher die Pole von © in Bezug auf alle Kegelschmitte des 
büschels enthält. Diese Schnittpunktepaare bilden also auf © die In- 
volution, welche dem Kegelschnitt GD zugehört; GS geht durch ihre 
Doppelpunkte. 

Dies folgt aber auch daraus, dass die Schnittpunkte von ® mit 
6® in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels conjugirt, also zu 
allen den Schnittpunktepaaren harmonisch sind. Hierin haben wir 
einen neuen Beweis für die charakteristische Eigenschaft des Kegel- 
schnittbüschels. 

Jeder Punkt von ®©) ist also einerseits zu einem bestimmten 
Punkt von © conjugirt auf das Kegelschnittbüschel, andererseits Pol 
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der Gerade & in Bezug auf einen bestimmten Kegelschnitt desselben. 
Schneidet eine Gerade den Kegelschnitt &® in Q und Qt, so ist sie die 
Polare in Bezug auf denjenigen Kegelschnitt des Büschels, für welchen 
Q (Q*) Pol von © ist, zu dem Punkte von ©, zu welchem @! (Q) in 
Bezug auf das Büschel conjugirt ist. Jede Tangente an &®%) ist also 
Polare des ihrem Berührungspunkte in Bezug auf das Büschel con- 
jugirten Punktes von & in Bezug auf den Kegelschnitt des Büschels, 
für welchen derselbe Berührungspunkt Pol von ®© ist. 

Durch das Kegelschnittbüschel wird ein eigenthümliches eindeutiges 
Entsprechen von Punkten in der Ebene vermittelt. Jedem Punkt P 
in der Ebene des Kegelschnittbüschels entspricht ein bestimmter con- 
jugirter Punkt Q, welcher wiederum die Eigenschaft hat, dass sein 
conjugirter Punkt P ist. Bewegt sich P auf einer Gerade ©, so 
durchläuft der conjugirte Punkt Q einen Kegelschnitt &®, welcher 
dem gemeinschaftlichen Polardreieck xyz des Kegelschnittbüschels um- 
geschrieben ist; dreht sich & um einen festen Punkt P, so beschreibt 
der Kegelschnitt &® ein Kegelschnittbüschel von vier festen Punkten 
£, Y, 2 und Q, von denen Q dem festen Punkte P conjugirt ist. 
Allen Geraden © in der Ebene entsprechen sämmtliche Kegelschnitte 
(von doppelter Unendlichkeit), welche durch die drei Punkte x, y; z 
gehen. Es kommt in der Ebene viermal vor, dass zwei conjugirte 
Punkte P und Q zusammenfallen, und dies geschieht in den vier 
Grundpunkten des Kegelschnittbüschels. Nimmt insbesondere P die 
Lage eines der drei Diagonalpunkte, z.B. x ein, so wird sein con- 
jugirter Punkt Q unbestimmt, indem er jeder Punkt der Verbindungs- 
linie der beiden übrigen Diagonalpunkte y, # sein kann. Der Kegel- 
schnitt &® zerfällt in ein Geradenpaar, sobald © durch einen der 
drei Diagonalpunkte, z. B. durch x geht, und von diesem Geradenpaar 
ist allemal der eine Theil die gegenüberliegende Diagonale yz, der 
andere der vierte harmonische der © zugeordnete Strahl durch æ in 
Bezug auf die beiden Geraden des Paars (x) des Büschels. 

Weil einer Gerade ein Kegelschnitt entspricht, so heisst die ein- 
deutige Verwandtschaft vom 2. Grad oder quadratisch; die eben be- 
trachtete hat noch die besondere Eigenschaft, dass jede zwei Punkte 
sich in beiderlei Sinne entsprechen; und deshalb heisst sie in Erweiterung 
des Begriffs zweier involutorischer projectiver Gebilde, deren Elemente 
sich in beiderlei Sinne entsprechen, auch involutorisch.* 


* Eine eindeutige (aber nicht involutorische) Verwandtschaft 2. Grades zwischen 
Punkten der Ebene fand Steiner: Systematische Entwickelung der Abhängigkeit 
geometrischer Gestalten von einander (Berlin 1832) Nr. 59; Gesammelte Werke 
Bd. 1 8. 407. 
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Die im Obigen entwickelten allgemeinen Polar-Eigenschaften des 224 
Kegelschnittbüschels sind nur bewiesen für den Fall eines Büschels 
mit vier reellen Grundpunkten. Dass sie auch bestehen bleiben, wenn 
zwei oder alle vier Grundpunkte imaginär werden, können wir nach- 
weisen, indem wir zu der. in $ 42 angegebenen Entstehungsart des 
Kegelschnittbüschels zurückgehen; wir sahen dort, dass, wenn zwei 
Involutionen (b, 6) und (c, y) auf den Geraden X und È gegeben sind, 
unendlich viele Kegelschnitte sich auf reelle Weise construiren lassen, 
für welche sie die den Geraden Y und © zugehörigen sind, und dass 
diese sämmtlichen Kegelschnitte ein Büschel bilden, welches die vier 
Doppelpunkte der Involutionen zu Grundpunkten hat. Diese Con- 
struction liefert alle drei Arten von Kegelschnittbüscheln und lässt 
auch ebenso unmittelbar die vorhin bewiesenen Polar- Eigenschaften 
derselben erkennen. Durch einen beliebigen Punkt P giebt es, wie 
wir wissen, ein einziges Strahlenpaar, welches sowohl durch zwei con- 
jugirte Punkte der einen, als auch durch zwei conjugirte Punkte der 
andern Involution geht, nämlich das gemeinsame Strahlenpaar der 
Strahlinvolutionen, die aus P die Punktinvolutionen auf B und & 
projieiren, und zwar ist dies Paar immer reell, sobald beide oder nur 
eine der beiden Involutionen elliptisch °ist. Nur in dem Falle, dass 
beide hyperbolisch sind, braucht dies Paar nicht reell zu sein; dies ist 
aber gerade der Fall von vier reellen Grundpunkten des Büschels, den 
wir schon erledigt haben. 

In den beiden andern Fällen mit zwei reellen und zwei imaginären 
oder mit vier imaginären Grundpunkten möge dies reelle Strahlenpaar 
durch die eonjugirten Punkte b, 8 der ersten und durch die eonjugirten 
Punkte c,y der zweiten Involution gehen. Da nun jene sowohl wie 
diese in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels conjugirt sind, so 
sind es nach dem Satze von Hesse auch die Punkte (be, ßy) = P und 
(by, cp) = Q; oder die Polaren von P in Bezug auf sämmtliche Kegel- 
schnitte des Büschels laufen durch denselben festen Punkt Q, was zu 
beweisen war. : 

Das Weitere ergiebt sich jetzt leicht in folgender Weise. Lassen 225 
wir einen Punkt P auf einer Gerade © sich bewegen, so wird der 
conjugirte Punkt Q in Bezug auf das Büschel schon dadurch bestimmt, 
dass wir von P die Polaren in Bezug auf zwei bestimmte Kegelschnitte 
des Büschels A® und Y ermitteln und ihren Schnittpunkt Q auf- 
suchen. Die Polaren von sämmtlichen Punkten P der Gerade © in 
Bezug auf den Kegelschnitt M) laufen aber durch einen Punkt und 
bilden ein Strahlbüschel, welches projeetiv ist mit der von P be- 
schriebenen Punktreihe (Nr. 102). Dasselbe gilt von den Polaren des 
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veränderlichen Punktes P in Bezug auf ®®, folglich sind auch die 
beiden von den Polaren beschriebenen Strahlbüschel unter sich projectiv, 
mithin der Ort des Punktes Q ein Kegelschnitt. Bewegt sich also der 
Punkt P auf einer Gerade ©, so durchläuft sein conjugirter Punkt Q 
in Bezug auf das Kegelschnittbüschel einen bestimmten Kegelschnitt 
©, welcher auch die Pole der Gerade © in Bezug auf die Kegel- 
schnitte A®2 und YD als Grundpunkte der ihn erzeugenden Strahl- 
büschel enthält; da aber die beiden Kegelschnitte ganz willkürlich aus 
dem Kegelschnittbüschel herausgenommen sind, und für jede zwei 
anderen derselbe Kegelschnitt &® als Ort der conjugirten Punkte Q 
sich ergeben muss, so enthält derselbe die Pole der Gerade © in Be- 
zug auf alle Kegelschnitte des Büschels. Wir schliessen wie oben, 
dass die Tangente in einem Punkte Q von ©® die Polare des Punktes 
auf & ist, dem er in Bezug auf das Büschel conjugirt ist, in Bezug 
auf denjenigen Kegelschnitt desselben, für welchen Q Pol von © ist. 

Wenn nun & die Träger Y, € der obigen Involutionen in b und c 
schneidet, und 8,» diesen Punkten in den Involutionen conjugirt sind, 
so sind ja b und ß, e und y für alle Kegelschnitte des Büschels con- 
jugirt; also liegen B und y auf dem der Gerade © zugehörigen Kegel- 
schnitte ©. Nach dem obigen Satze von Hesse sind dann auch 
(be, By) =r und (by, cß) = s conjugirt; da r auf © liegt, so gehört auch 
s dem ©®) an. Auch der Punkt p= BVE gehört ihm an; mögen wir 
ihn als Doppelpunkt des Geradenpaars BE des Büschels betrachten, 
oder auch als conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels 
zu dem Schnittpunkte von & mit der Gerade A, welche die dritte 
durch die beiden gegebenen Involutionen indueirte Involution trägt und 
die Polare von p in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels ist. 

Zu diesen vier Punkten von &®% können wir vermittelst des obigen 
Ergebnisses noch die Tangente in p fügen; sie ist die Polare dieses 
Punktes AG, welchem p in Bezug auf das Büschel conjugirt ist, in 
Bezug auf denjenigen Kegelschnitt desselben, für den p Pol von © ist, 
d.h. für das Geradenpaar BC, also der vierte harmonische Strahl T in 
Bezug auf B und © zu dem Strahle von p nach AG. 

Das Viereck psßy ist dem Kegelschnitte ©® eingeschrieben; seine 
Diagonalpunkte sind b=(pß, sy), e=(py,sß) und m= (ßy, ps); daher ist 
der letzte der Pol von © = be in Bezug auf &®, also harmonisch zu dem 
Schnitte r = (6y, ©) in Bezug auf ß und y. Projieiren wir ihn aus e 
auf die Gerade, welche 8 mit A& verbindet, so ergiebt sich der vierte 
harmonische Punkt zu AG in Bezug auf f und den Schnitt mit 6, 
durch den ersichtlich die Tangente T geht. Auf der Diagonale cm 
muss diese sich aber mit derjenigen in ß schneiden, also fällt letztere 
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mit der Gerade aus ß nach AG zusammen; und ebenso geht die in y 
durch AG. Daher ist fy die Polare von AG in Bezug auf &® und 
enthält den Pol von A. Projieirt man also die beiden Punkte ß,y 
des Kegelschnitts &® aus den beiden andern s und p auf die Gerade Y, 
so erhält man zwei Punktepaare der ihr in Bezug auf &@ zugehörigen 
Involution. Diese Schnittpunktepaare mit cß,by und mit bß, cy sind 
aber, wie wir wissen, zwei Punktepaare der dritten Involution auf M, 
die in der früher beschriebenen Weise aus denen auf X und È ab- 
geleitet wird. 

Diese dritte auf A durch die beiden gegebenen Involutionen in- 
ducirte Imvolution — die Schnittinvolution des Biüschels mit N, 
deren Punktepaare aus den Grundpunkten je der beiden projectiven 
Strahlbüschel bestehen, vermittelst derer wir bei dieser Herstellung des 
Kegelschnittbüschels seine verschiedenen Kegelschnitte erzeugt haben — 
gehört der Gerade A in Bezug auf einen jeden der Kegelschnitte GO 
zu, die den verschiedenen Geraden © durch das Büschel zugeordnet 
werden. 

Ihre Doppelpunkte sind ja auch die Doppelpunkte der beiden 
weiteren (reellen oder imaginären) Geradenpaare des Büschels und als 
solche auf allen ©@® gelegen. 


Die Polaren zu zwei Punkten P und P! in Bezug auf die Kegel- 2: 


schnitte eines Büschels bilden zwei projective Strahlbüschel Q und Q!, 
indem entsprechende Strahlen die Polaren in -Bezug auf denselben 
Kegelschnitt sind; denn sie erzeugen den zur Gerade &® = PP! ge- 
hörigen Kegelschnitt &®. 

Also sind alle diese doppelt unendlich vielen Polarenbüschel unter 
einander projectiv. Fällt der Pol in einen Grundpunkt, so ergiebt sich 
das Büschel der Tangenten in demselben. 

Schneidet man die zu P, P! gehörigen Polarenbüschel mit der 
Gerade PP!, so ergiebt sich, indem die durch das Kegelschnittbüschel 
in dieselbe eingeschnittene Involution eine beliebige ist: 

Werden in Bezug auf alle Elementenpaare einer Involution zu 
zwei festen Elementen des Trägers die vierten harmonischen construirt, 
so entstehen projective Gebilde. 


Sind P und Q in Bezug auf ein Kegelschnittbüschel conjugirt 
und ist p durch Q gezogen, so erhält man den Kegelschnitt des 
Büschels, für welchen p Polare von P ist, dadurch, dass man auf 
allen Geraden durch P das gemeinsame Paar der beiden Involutionen 
aufsucht, von denen die eine durch das Büschel eingeschnitten ist, 
während für die andere P und der Schnitt mit » Doppelpunkte sind. 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 19 
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$ 48. Ueber den Mittelpunktskegelschnitt eines Büschels. 


Der Kegelschnitt &®, welcher in Bezug auf ein Kegelschnittbüschel 
der unendlich fernen Gerade Gao entspricht, ist der Ort der Mittelpunkte 
der verschiedenen Kegelschnitte des Büschels; er heisse M); andererseits 
entsteht er durch die Punkte, welche den unendlich fernen Punkten 
in Bezug auf das Büschel conjugirt sind. Lassen wir das Büschel 
wiederum aus den beiden Involutionen auf ® und © entstehen, so 
sind nach dem obigen Ergebnisse die Mittelpunkte m,, m, dieser In- 
volutionen, welche den Schnitten mit Ge conjugirt sind, ferner der 
Punkt p = HE und der Schnittpunkt s der Parallelen durch m, zu Ç, 
durch m, zu Y vier Punkte des Kegelschnitts W, und der Diagonalen- 
schnitt m des eingeschriebenen Parallelogramms pm,sm, ist der 
Mittelpunkt von W. Tangente in p ist der harmonische Strahl in 
Bezug auf ® und CE zu der Parallelen aus p mit dem Träger der 
dritten aus jenen beiden Involutionen abgeleiteten Involution, der also 
nach der Mitte zwischen AB und AC geht; und diese Involution auf Y, 
die durch das Büschel eingeschnittene, gehört der Gerade XY in Bezug 
auf ME) zu. 

Ebenso ist diejenige, welche in @„ (die Gerade, welcher M® zu- 
geordnet ist) eingeschnitten wird, die dem M®) zugehörige. Sie wird 
also in Ge auch durch die Involution der Durchmesser von W ein- 
geschnitten; und jeden zwei conjugirten Durchmessern von M® sind die 
Asymptoten einer Hyperbel des Büschels parallel, den Axen also von 
M die Asymptoten der einzigen gleichseitigen Hyperbel im Büschel. 

Wenn WM) eine Hyperbel ist, so sind ihre Asymptoten u,v zu 
jedem Paare conjugirter Durchmesser æ, & harmonisch; diese wiederum 
sind parallel den Asymptoten einer Hyperbel des Büschels und u,v 
daher parallel zu zwei conjugirten Durchmessern dieser Hyperbel; so 
ergeben sich die beiden festen Richtungen conjugirter Durchmesser, 
welche, wie wir früher fanden, allen Kegelschnitten des Büschels 
gemeinsam sind (Nr. 196), für die Hyperbeln. 

Die Punkte des einen Astes der Hyperbel M® sind Mittelpunkte 
von Hyperbeln, die des andern Mittelpunkte von Ellipsen des Büschels, 
während die beiden unendlich fernen Punkte von M® zu den beiden 
Parabeln gehören und deren Axen, den Asymptoten von M parallel, 
jene festen Richtungen haben. 

Ist hingegen MƏ Ellipse, so enthält das Büschel nur Hyperbeln, 
da durch jeden (reellen) unendlich fernen Punkt eine Hyperbel aus 
dem Büschel geht und die Uebergangsform fehlt. 
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Die Art der vom Büschel in Gə eingeschnittenen Involution, 228 
welche die dieser Gerade in Bezug auf M® zugehörige ist, entscheidet 
über die Art von M®. In Nr. 194 haben wir das Kennzeichen 
gehabt, daher ergiebt sich: 

1) Wenn die vier Grundpunkte des Kegelschnittbüschel alle reell 
sind, so ist die Mittelpunktseurve eine Hyperbel oder Ellipse, je nach- 
dem jeder von den Grundpunkten ausserhalb oder einer innerhalb des 
Dreiecks der drei andern liegt. Fällt einer ins Unendliche, so ist nur 
diejenige Curve des Büschels Parabel, die in ihm die Ge berührt; 
das Büschel besteht aus lauter Hyperbeln und einer einzigen Parabel; 
MB ist Parabel. 

Die Mittelpunktseurve geht durch die drei Diagonalpunkte des 
Vierecks der Grundpunkte und durch die Mitten der Seiten, von denen 
jede, als Mittelpunkt der Involution auf der Seite, welche allen Kegel- 
schnitten des Büschels zugehört, gemeinsam conjugirt zum unendlich 
fernen Punkte der Seite ist. Die drei Linien, welche die Mitten von 
zwei Gegenseiten verbinden (z.B. m,, m, auf B, ©), laufen in den 
Mittelpunkt von Me) zusammen und halbiren sich in ihm. Wir haben 
den Satz: 

Die drei Linien, welche die Mitten der Gegenseiten eines vollständigen 
Vierecks verbinden, laufen in einen Punkt zusammen, der sie alle drei 
halbirt und Mittelpunkt des Kegelschnitts ist, der durch die sechs Seiten- 
mitten und die Diagonalpunkte des Vierecks geht und Ort der Mittel- 
punkte der dem Vierecke umgeschriebenen Kegelschnitte ist. 

Dieser Punkt ist ersichtlich der Schwerpunkt der vier Ecken des 
Vierecks. 

2) Wenn nur zwei von den Grundpunkten reell sind, so ist MO 
Hyperbel oder Ellipse, je nachdem die ideelle gemeinsame Secante 
(welche die imaginären Grundpunkte verbindet) die reellen Grundpunkte 
nicht trennt oder trennt, und Parabel wiederum, wenn einer von diesen 
im Unendlichen liegt. 

M geht durch den Schnittpunkt dieser beiden gemeinschaftlichen 
Secanten, durch die Mittelpunkte der beiden Involutionen auf ihnen, 
die allen Kegelschnitten des Büschels gemeinsam sind, durch die vierte 
Ecke des Parallelogramms; wir haben damit seinen Mittelpunkt, ferner 
die Tangente im erstgenannten Punkte und die zugehörige Involution 
auf der dritten Gerade A, welche im vorliegenden Falle elliptisch ist; 
die beiden Secanten sowohl wie die beiden andern Seiten des genannten 
Parallelogramms schneiden Punktepaare derselben ein. Letzteres gilt 
auch im vorigen und im dritten Falle, nur dass da diese Involution 
hyperbolisch ist, was dann noch zwei reelle Punkte für M() giebt. 

19* 
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3) In diesem dritten Falle, wo alle vier Grundpunkte imaginär 
sind, ist, wie wir wissen (Nr. 194), die Schnittinvolution mit Ga 
immer hyperbolisch, die Mittelpunktscwrve ist also immer eine Hyperbel. 

Die reellen Doppelpunkte der Involution auf A sind Doppelpunkte 
imaginärer Geradenpaare, Mittelpunkte von Null-Kegelschnitten des 
Büschels. Die einzige eigentliche gemeinsame Secante des vorigen 
Falls ist nun auch ideell geworden. 

Wir fanden (Nr. 166), dass die Mittelpunktscurve eines Büschels 
von lauter gleichseitigen Hyperbeln ein Kreis ist; umgekehrt, wenn 
dies der Fall ist, so besteht, weil der Kreis zu den Ellipsen gehört, 
das Büschel nur aus Hyperbeln; aber die durch dasselbe in Ge ein- 
geschnittene Involution ist identisch mit der zum Kreise MO) gehörigen, 
d.i. der ausgezeichneten Involution J» (Nr. 62), deren conjugirte Punkte 
unendlich fern in senkrechten Richtungen liegen; also sind alle Hyperbeln 
des Büschels gleichseitig. 

Wegen der elliptischen Curve M) kann nur Fall 1) oder 2) ein- 
treten; in dem Falle 1), wo die vier Grundpunkte des Büschels reell 
sind, also drei Geradenpaare in dem Büschel existiren, deren jedes 
aus zwei rechtwinkligen Geraden besteht, folgt die schon a. a. O. ge- 
fundene Bedingung: die vier Grundpunkte müssen so liegen, dass einer 
(jeder) der Höhenpunkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks 
ist. Diese Bedingung lässt sich aber etwas anders fassen, so dass sie 
auch in dem Falle 2) von nur zwei reellen Grundpunkten bleibt; seien 
nämlich A, B, C, D die vier Grundpunkte und D im Innern von ABC 
gelegen, so befindet sich der Fusspunkt x von CD auf AB zwischen 
A und B und es ist: 

xz4A.«B+xC.z2D=0 (Nr. 165). 


Anstatt der Punkte C und D, welche die Doppelpunkte der allen 
Kegelschnitten des Büschels gemeinschaftlichen Involution auf CD sind, 
können wir zwei andere Punkte einführen, die Mitte m von CD (den 
Mittelpunkt dieser Involution) und den dem Punkte œ conjugirten 
Punkt &, der zu æ in Bezug auf C, D harmonisch ist; denn nach 
Nr. 12 V. haben wir: 

0.2 D= aM.. tE; 
xA.xB +gæm .xg = 0; 
die vier Punkte A, B, m, & müssen daher so liegen, dass jeder der 
Höhenpunkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist. 

Der Mittelpunktskreis ist der Feuerbach’sche Kreis für jedes von 
den vier Grundpunkts-Dreiecken; der vierte Grundpunkt ist der 
Höhenpunkt; so dass sich hier aus der bekannten gegenseitigen Lage 


also auch 
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des Schwerjunktes, des Höhenpunktes eines Dreiecks und des Mittel- 
punkts des Feuerbach’schen Kreises* ergiebt, was oben (Nr. 228) allgemein 
gefunden, dass der Mittelpunkt des Mittelpunktskreises Schwerpunkt 
der vier Grundpunkte ist. | 

Soll nun in dem Falle 2) das Kegelschnittbüschel mit zwei reellen 
und zwei imaginären Grundpunkten ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln 
werden (oder M@) ein Kreis), und denken wir uns dasselbe durch die 
beiden den Kegelschnitten zugehörigen Involutionen auf den Geraden 
des einzigen reellen Geradenpaars erzeugt, so ist zunächst erforderlich, 
dass die ideelle gemeinschaftliche Secante zwischen den beiden reellen 
. Grundpunkten A, B hindurchgehe und die Gerade AB in x rechtwinklig 
schneide; ist & der conjugirte Punkt zu x in der auf dieser ideellen 
Secante befindlichen elliptischen Involution und m der Mittelpunkt 


derselben, so muss: 
zA.zB+xzm.a=0 


sein, oder die vier Punkte A, B,m,& müssen so liegen, dass jeder 
der Höhenpunkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks ist; 
während im Falle 1) m ausserhalb x lag, liegt im Falle 2) m zwischen 
x,&. Dass in der That zwei so gelegte Involutionen ein Büschel 
gleichseitiger Hyperbeln erzeugen, lässt sich leicht nachweisen, indem 
wir zeigen, dass der Kegelschnitt, welcher durch die Mittelpunkte m, m! 
der beiden Involutionen, den Schnittpunkt æ ihrer Träger geht und, 
wenn & zu x in Bezug auf A, B harmonisch ist, die Gerade von æ 
nach der Mitte von &&' tangirt und durch die vierte Ecke des Recht- 
ecks mæm's geht, ein Kreis ist. Wir haben nur zu zeigen, dass jene 
Tangente zum Durchmesser xs senkrecht ist. Da aber m’ die Mitte 
von AB ist, so folgt vermöge der eben benutzten Relation von Nr. 12: 


«A:.2B=al,.cm == am nwt, 


und daraus, dass die Dreiecke vég’ und em'm ähnlich sind; woraus die 
Behauptung sich ergiebt. 

Wir wollen nun den Fall erörtern, dass der Mittelpunktskegel- 
schnitt MƏ in ein Geradenpaar zerfällt. Sind die vier Grundpunkte 
des Büschels reell, so sind auch die sechs Mitten der Seiten dieses 
vollständigen Vierecks reell; der Kegelschnitt M@ enthält aber die- 
selben, und damit er in ein Geradenpaar zerfalle, müssen wenigstens 
drei jener Mitten auf einer Gerade liegen. Dies ist nur auf zwei 
Arten möglich, entweder haben drei in einer Ecke zusammenstossende 
Seiten ihre Mitten in einer Gerade, dann müssen die drei übrigen 


* Baltzer, Elemente der Mathematik, Planimetrie § 12. 
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Ecken des Vierecks selbst auf einer Gerade liegen, also alle Kegel- 
schnitte des Büschels sind Geradenpaare, und das Kegelschnittbüschel 
löst sich in eine feste Gerade und ein Strahlbüschel auf; dieser Fall 
kann uns weiter nicht interessiren, weil wir es dann nicht mit einem 
eigentlichen Kegelschnittbüschel zu thun haben. 

Oder drei nicht von derselben Ecke ausgehende Seiten des voll- 
ständigen Vierecks haben ihre Mitten auf einer Gerade; bei drei Seiten, 
die drei von den vier Ecken verbinden, ist das nicht möglich. 

Sind es aber z.B. folgende: AB, BC, CD, so folgt daraus, dass 
die Gegenseiten AC, BD parallel sind, also eine Ecke des gemein- 
schaftlichen Polardreiecks im Unendlichen liegt. Der Kegelschnitt WM 
zerfällt dann in der That in ein Geradenpaar, von dem der eine Theil 
die Verbindungslinie der beiden übrigen im Endlichen bleibenden 
Ecken dieses Dreiecks und der andere Theil diejenige Gerade ist, 
welche zwischen den beiden parallelen Seiten des Vierecks in der 
Mitte mit ihnen parallel läuft. Diese gerade Linie enthält aber keinen 
Mittelpunkt eines eigentlichen Kegelschnitts des Büschels. 

In Bezug auf ein Geradenpaar hat nämlich eine durch seinen 
Doppelpunkt gehende Gerade unendlich viele Pole, alle Punkte des 
Strahls, der zu dieser Gerade in Bezug auf die beiden Geraden des 
Paars harmonisch ist; daher hat ein Paar paralleler Geraden alle 
Punkte der Mittelparallelen zu Mittelpunkten. Sind daher zwei Gegen- 
seiten des Vierecks der Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels parallel, 
so zerfällt M® in die Mittelparallele des Paars paralleler Seiten, und 
die Diagonale, welche die beiden endlichen Diagonalpunkte verbindet. 
Diese, die Polare des unendlich fernen Diagonalpunkts in Bezug auf 
alle Kegelschnitte des Büschels, ist gemeinsamer Durchmesser und 
enthält die Mittelpunkte der eigentlichen Kegelschnitte des Büschels. 
Ihr unendlich ferner Punkt gehört zur einzigen eigentlichen Parabel, 
die andere ist in jenes Paar paralleler Geraden ausgeartet. 

Sind sogar zweimal zwei Gegenseiten parallel, so besteht M® aus 
den beiden Mittelparallelen; alle eigentlichen Kegelschnitte des Büschels 
haben ihren Mittelpunkt in demjenigen des Parallelogramms der Grund- 
punkte. 

Auch für ein Büschel mit zwei reellen und zwei imaginären 
Grundpunkten kann der Mittelpunktskegelschnitt M) nur zerfallen, 
wenn das einzig reelle Geradenpaar, welches in dem Büschel vorkommt, 
zu einem Paar von Parallellinien wird, also ihr Schnittpunkt, d. h. ein 
Punkt des gemeinschaftlichen Polardreiecks, in die Unendlichkeit geht; 
der Mittelpunktskegelschnitt zerfällt dann wie oben. Bei vier imaginären 
Grundpunkten kann auch eine derjenigen Ecken des gemeinsamen 
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Polardreiecks, welche Doppelpunkte imaginärer Geradenpaare sind, 
unendlich fern werden; die Mittelparallele verbindet die Mittelpunkte 
der beiden Involutionen auf Y, © und ist reell. 

Noch mehr specialisirt sich das Kegelschnittbüschel, wenn ein 
Theil eines Geradenpaares, welches in demselben vorkommt, in die 
Unendlichkeit geht. 

Diesen Fall haben wir schon in Nr. 201 betrachtet: alle Kegel- 
schnitte des Büschels haben auf @. dieselbe Involution und sind 


ähnlich und ähnlich gelegen. Ein Kreisbüschel mit eigentlicher oder -+ 


ideeller gemeinschaftlicher Secante im Endlichen ist ein Specialfall 
hiervon: die gemeinsame Involution auf der unendlich fernen gemein- 
samen Secante ist die ausgezeichnete Js, deren conjugirte Punkte in 
rechtwinkligen Richtungen liegen und deren imaginäre Doppelpunkte 
die absoluten Punkte sind. 

Die Mittelpunktseurve MC) eines Büschels ähnlicher und ähnlich 
gelegener Kegelschnitte besteht aus der Seite des gemeinsamen Polar- 
dreiecks, welche die beiden endlichen Diagonalpunkte verbindet und 
wiederum die Mittelpunkte der eigentlichen Kegelschnitte des Büschels 
enthält, und der Gs; denn da sich Ge mit der einen Gerade des Paars 
paralleler Geraden vereinigt, so ist mit ihr auch der vierte harmonische 
Strahl, die Mittelparallele, zusammengefallen. 

Schliesslich möge noch der besondere Fall in Betracht gezogen 
werden, wenn der Mittelpunktskegelschnitt M@) eine gleichseitige Hyperbel 
wird. Die Involution auf Ge, welche von dem Kegelschnittbüschel 


ausgeschnitten wird, ist die, welche dieser Hyperbel zugehört, und 


hat daher ihre Doppelpunkte in zu einander rechtwinkligen Richtungen. 
Aus Nr. 196,197 wissen wir, dass sie aus dem Punkte B auf dem dortigen 
Hülfskreise K) durch die Strahlinvolution projieirt wird, deren Paare 
nach den Berührungspunkten der aus den verschiedenen Punkten von % 
kommenden Tangentenpaare dieses Kreises gehen; also gehen ihre 
rechtwinkligen Doppelstrahlen nach den Schnitten von L mit &®) und 
diese Gerade durch den Mittelpunkt von &®; dieser Mittelpunkt ruft 
dann in B eine rechtwinklige Involution hervor, so dass ihm im 
Kegelschnittbüschel ein Kreis entspricht; und umgekehrt, sobald in 
einem Kegelschnittbüschel ein Kreis vorkommt, geht £ durch den 
Mittelpunkt von &Ə, die Doppelpunkte der in @„ eingeschnittenen 
Involution sind in rechtwinkligen Richtungen gelegen, die Mittel- 
punktscurve M@) ist eine gleichseitige Hyperbel. 

Die Asymptoten der Mittelpunktshyperbel M® geben die allen 
Kegelschnitten des Büschels gemeinsamen festen Richtungen conjugirter 
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Durchmesser. Also sind in unserem Falle die Axen der Kegelschnitte 
des Büschels parallel. Daher haben wir den Satz: 

Wenn unter den Kegelschnitten eines Büschels ein Kreis enthalten ist, 
so haben die Axen sämmtlicher Kegelschmitte des Büschels zwei bestimmt: 
zu einander rechtwinklige Richtungen, welche die Richtungen der Axen 
der beiden in dem Büschel enthaltenen Parabeln und auch die Richtungen 
der Asymptoten derjenigen gleichseitigen Hyperbl WM) sind, welche die 
Mittelpunkte aller Kegelschnitte des Büschels enthält. Und umgekehrt, 
wenn MB eine gleichseitige Hyperbel ist, so ist im Büschel ein Kreis 
enthalten. Diesen kann man auch so finden: Es sei Q der conjugirte 
Punkt in Bezug auf das Büschel zu einem Punkte P, der unendlich 
fern ist in keiner der beiden Axen-Richtungen, und p durch Q senk- 
recht zur Richtung nach P gezogen; so ist der Kegelschnitt des 
Büschels, für welchen p Polare von P ist, Kreis, weil er zwei Paare 
rechtwinkliger conjugirter Durchmesser hat. 

Fasst man eine der beiden festen Richtungen ins Auge, so bildet 
der Kreis den Uebergang von Ellipsen, deren Hauptaxen sie haben, 
zu solchen, bei denen sie die der Nebenaxen ist; von beiden Ab- 
theilungen von Ellipsen geht es durch die Parabeln zu Hyperbeln, 
und bei diesen findet der Wechsel durch die (3 oder 1) reellen Geraden- 
paare statt (Nr. 198). 


Für ein Geradenpaar sind die Axen die Halbirungswinkel der 
Winkel, also hat man den elementaren Satz: 

Halbirt man bei einem Kreisviereck die Winkel und Nebenwinkel 
jedes der drei (Gregenseitenpaare, so sind von den sechs Halbirungslinien 
drei und drei parallel, und die drei einen stehen auf den drei andern 
senkrecht* Diese beiden zu einander rechtwinkligen Richtungen sind 
zugleich die der Axen sämmtlicher Kegelschnitte, welche durch die 
vier Ecken des Kreisvierecks gehen. 


Hiervon lässt sich eine nützliche Anwendung machen: Ist ein 
Kegelschnitt gezeichnet, so findet man leicht die Richtungen seiner 
Axen, indem man ihn mit einem Kreis in vier Punkten schneidet; die 
Halbirungslinien der Winkel und Nebenwinkel eines Geradenpaares 
durch die vier Punkte sind den Axen des gegebenen Kegelschnitts 
parallel. Halten wir diesen fest und zwei von den Schnittpunkten mit 
dem Kreise, verändern aber den Kreis selbst, so dass er ein Kreis- 
büschel durchläuft, dann wird, weil von einem Geradenpaar die eine 
Gerade und die Halbirungslinien der Winkel unveränderte Richtungen 


* Steiner, Geometrische Aufgaben und Lehrsätze, Journal f. Mathem., Bd. 2, 
S. 97; Gesammelte Werke Bd. 1 S. 128. 
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behalten, auch die andere Gerade sich parallel bleiben; also: Legt man 
durch zwei feste Punkte eines Kegelschnitts beliebig viele Kreise, so 
hat jeder derselben mit dem Kegelschnitt noch eine zweite (eigentliche 
oder ideelle) gemeinschaftliche Secante, deren Richtung dieselbe 
bleibt. Dies ist ein specieller Fall eines in Nr. 174 bewiesenen 
Satzes. 


Lassen wir die beiden Punkte des Kegelschnitts, durch welche 
das Kreisbüschel gelegt wurde, zusammenfallen, so dass die Kreise in 
demselben Punkte P den Kegelschnitt berühren, also ihre Mittelpunkte 
auf der Normale des Kegelschnitts in P haben, so folgt: Zieht man 
in einem Punkte P eines Kegelschnitts Tangente und Normale und 
beschreibt das Büschel von Kreisen, welche ihre Mittelpunkte in der 
Normale haben und durch den Punkt P gehen, so hat ein jeder der- 
selben mit dem Kegelschnitt noch eine zweite (eigentliche oder ideelle) 
gemeinschaftliche Secante, welche sich parallel bleibt von solcher Richtung, 
dass sie und die Tangente in P Schenkel eines gleichschenkligen Drei- 
ecks sind, dessen Basis auf der einen oder andern Axe liegt. Unter 
den Kreisen befindet sich einer, für welchen von den beiden noch 
übrigen Schnittpunkten mit dem Kegelschnitte einer P selbst wird, 
und dieser muss der Krümmungskreis für den Punkt P des Kegel- 
schnitts sein, weil er durch drei unendlich nahe Punkte desselben geht 
(Nr. 156). Man findet hieraus folgende einfache Construction des 
Krümmungskreises, welche von den in $ 38 angegebenen wesentlich 
verschieden ist: Um für einen Punkt P eines gegebenen Kegelschnitts 
den Krümmungskreis zu erhalten, ziehe man die Tangente in P und 
eine zweite Gerade durch P so, dass sie und die Tangente ein gleich- 
schenkliges Dreieck bilden, dessen Basis auf einer Axe liegt; trifft 
diese zweite Gerade den Kegelschnitt zum andern Male in P', so lege 
man durch P und P' den Kreis, welcher seinen Mittelpunkt auf der 
Normale von P hat; dies ist der gesuchte Krümmungskreis an dem 
Punkte P des Kegelschnitts. Hieran knüpft sich der elegante 
‚Joachimsthal’sche Beweis eines auf die Krümmungskreise eines Kegel- 
schnitts bezüglichen Theorems von Steiner.” 

Wir haben gefunden (Nr. 198, 199), dass in einem Kegelschnitt- 
büschel ähnliche Kegelschnitte paarweise auftreten; wir wollen nun 
zeigen, dass die Mittelpunkte ähnlicher Kegelschnitte auf dem Mittel- 
pumkts-Kegelschnitte W eine Imvolution bilden, deren Centrum unendlich 


* Joachimsthal, Journal für Mathem. Bd. 36, S.95; Steiner, ebenda Bd. 66, 
S. 237, Gesammelte Werke Bd.2, 5. 698. 


www.rcin.org.pl 


298 Polar-Eigenschaften der Kegelschnittschaar. 


Es sei P ein Punkt der unendlich fernen Gerade Ge, und u, v 
irgend ein Punktepaar der Involution, in der diese Gerade vom Büschel 
geschnitten wird (Nr. 193); u der vierte harmonische zu ® in Bezug 
auf u,v; wir projieiren diese vier Punkte wieder auf den Kreis 8® 
aus dem Punkt B desselben, wie in Nr. 197, nach P, u'; «, v', die auch 
harmonisch sind. Die Punkte «, v' sind die Doppelpunkte der krummen 
Involution auf 8, welche von der nach B parallel verlegten Durch- 
messer-Involution desjenigen Kegelschnitts des Büschels herrührt, auf 
welchem u,v liegen; und der Pol von «' v’' in Bezug auf RO) ist der 
Punkt P auf der Gerade Q, der diesem Kegelschnitte entspricht. Da 
P, u zu «,v' harmonisch sind, geht ® u' durch diesen P. Durch- 
läuft also der Kegelschnitt das Büschel, so bewegen sich u und u 
projectiv, ebenso u’ und P, also auch u und P. Ferner ist u der unendlich 
ferne Punkt des Durchmessers jenes Kegelschnitts des Büschels, der die 
Polare von ® ist; also bewegt sich auch dieser Durchmesser projeetivmit P; 
und da er in die Mittelpunktseurve M“) je den Mittelpunkt des Kegel- 
schnitts einschneidet, sich um den Punkt Q auf M® drehend, der 
zu $ in Bezug auf das Büschel conjugirt ist, so bewegen sich auch 
der Punkt P auf Q und der Mittelpunkt auf WM) projectiv. 

Nun ergab sich, dass die zu ähnlichen Kegelschnitten des Büschels 
gehörigen Punkte P gleich weit entfernt sind von dem Fusspunkte m 
des Lothes aus dem Mittelpunkte des Kreises &® auf die Gerade Q; 
also bilden sie die Punktepaare einer gleichseitig-hyperbolischen Invo- 
lution auf %. Diese geht durch die Projectivität zwischen der Reihe 
der Punkte P auf Q und der Reihe der Mittelpunkte auf M® in eine 
Involution auf M@ über, in der also die Mittelpunkte ähnlicher Kegel- 
schnitte des Büschels conjugirt sind. 

Aehnlich sind auch die beiden Parabeln; also sind die unendlich 
fernen Punkte von W) in dieser Involution conjugirt, und daher ist 
das Centrum unendlich fern.* 


$ 49. Polar-Eigenschaften der Kegelschnittschaar. 


Wir definiren, in dualer Weise zu $ 42, eine Kegelschnittschaar 
durch zwei Strahlinvolutionen um die Punkte A und B**, welche für 


* Steiner, Journal für Mathematik Bd. 55 S. 356 III 8; Gesammelte Werke 
Bad. 2 8. 679. 

** Es mag hier darauf aufmerksam gemacht werden, dass diese Bezeichnung 
nicht der früheren ($ 42) entspricht; dort lagen die Involutionen auf ® und Ç, 
und die auf A war die dritte abgeleitete, während hier die Involutionen um A 
und B die ursprünglichen (die Schaar definirenden) sind und die um ( die ab- 
geleitete. Die Veränderung wäre zu umständlich gewesen. St. 
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alle Kegelschnitte der Schaar die diesen Punkten zugehörigen sind. 
Diese führen zu einer dritten Involution um den Punkt C, in dem 
sich die beiden Strahlen schneiden, welche dem gemeinsamen Strahle 
AB eonjugirt sind. In dieser dritten Involution sind je zwei Strahlen 
eonjugirt, von denen der eine nach dem Schnittpunkte irgend zweier 
Strahlen a,b von A, B, der andere nach dem Schnittpunkte der con- 
jugirten Strahlen «, ß geht. Dass dadurch eine Involution um C ent- 
steht, kann man ähnlich wie in Nr. 185 beweisen, und wir haben die 
entsprechende Eigenschaft, dass zu drei Strahlen a,b,c von A,B,(, 
die in einen Punkt zusammenlaufen, drei Strahlen «, ß,y conjugirt 
sind, für welche dasselbe gilt. 

Aus je zwei von den drei Involutionen geht die dritte in derselben 
Weise hervor. 

Wie früher bei den Involutionen A, X, € drei beliebige Paare 
conjugirter Punkte auf einem Kegelschnitt liegen, so sind hier drei 
Paare conjugirter Strahlen Tangenten eines Kegelschnitts. 

Die drei Involutionen schneiden in einen Kegelschnitt 82, welcher 
dem Dreiecke ABC umgeschrieben ist, drei krumme Involutionen ein, 
deren Centren a,b,c seien. Diese liegen in einer Gerade. P sei ein 
Punkt von $®; die Strahlen, welche den AP, BP, CP conjugirt sind, 
treffen sich wiederum in einem Punkte 77; dem &® mögen sie in 
a,b,c begegnen; dann sind P,a und B,C zwei Paare der krummen 
Involution, die von der Strahlinvolution A herrührt, also ist (Pa, BC) 
das Centrum a, ebenso ist (Pb, CA) = b, (Pc, AB) =c. 

Wir haben die beiden Pascal’schen Sechsecke aPbBOA,bPcCAB, 
daher liegen sowohl die Schnittpunkte: 

(Pa,BC)=a, (Pb,C0A)=b, (Aa, Bb)=-ZT, 
als auch die Schnittpunkte: 
(Pb,CA)=b, (Pc,AB=c, (BU, C)=-1 
in gerader Linie; demnach alle vier Punkte in gerader Linie, insbesondere 
a,b, c. 

Also gilt der Satz: 

Die drei Strahlinvolutionen A, B, © stehen auch in dem Zusammen- 
hange, dass sie in einen dem Dreiecke ABC umgeschriebenen Kegelschnitt 
krumme Imvolutionen einschneiden, deren bezw. auf BC, CA, AB gelegene 
Centren in gerader Linie liegen. 

Auf diese Weise wird also jedem ABC umgeschriebenen Kegel- 
schnitte eine Gerade © zugeordnet. 

Aber auch umgekehrt erhalten wir zu jeder Gerade © einen ABC 
umgeschriebenen Kegelschnitt. Wir ziehen nach jedem Punkte p von © 
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die drei Strahlen a,b,c aus A,B,C; die drei conjugirten «, ß,y 
laufen in einen Punkt JI zusammen; um dessen Ort zu ermitteln, ge- 
nügt es, a,b,«,ß zu betrachten. Die Strahlen a, b bewegen sich 
perspectiv, also die conjugirten projeetiv und der Punkt J durchläuft 
einen Kegelschnitt RƏ, welcher durch A und B geht, aber auch 
durch C; denn in diesen Punkt kommt J7, wenn p in den Schnittpunkt 
c = (A B, ©) gelangt. 

Es komme p in den Schnitt a = (BCO, ©); der conjugirte Strahl 
von BO ist BA, und dessen zweiter Schnitt mit R® ist A; dieser 
Punkt muss der zweite Schnitt des conjugirten zu Aa sein; demnach 
ist letzterer die Tangente an $@) in A; und A und der zweite Schnitt a’ 
von Aa sind conjugirt in der krummen Involution auf 8%, die von 
der Involution A herrührt; ein zweites Paar derselben ist B, O. Daher 
ist a = (Aa’', BC) das Centrum dieser krummen Involution, und ebenso 
b das derjenigen, die von der Involution B, und c das der dritten, 
welche von der Involution C herrührt. Also steht © zu dem aus ihr 
abgeleiteten und ABC umgeschriebenen Kegelschnitte in der oben 
beschriebenen Beziehung, dass sie die drei Involutionscentren enthält. 

Ferner, wenn einem Kegelschnitte $) ein Dreieck ABC ein- 
geschrieben ist, dessen Seiten von einer Transversale in a,b,c ge- 
schnitten werden, so stehen die drei Involutionen um A, B, C, deren 
Schnitte mit &® die Centren a, b,c haben, in dieser Beziehung; denn 
die aus zweien, etwa A, B, abgeleitete dritte muss $@ in einer Invo- 
lution schneiden, deren Centrum auf AB in gerader Linie mit a,b 
liegt, also c ist. Da nun die Strahlen von drei Strahlenpaaren aus 
A, B,C den nümlichen Kegelschnitt tangiren, so haben wir: 

Wenn die Seiten BO, CA, AB eines einem Kegelschnitte R® ein- 
geschriebenen Dreiecks von einer Transversale in a,b, c geschnitten werden 
und drei bez. durch diese Punkte gezogene Geraden den RO) in «,«'; 
B, Bt; y, yt schneiden, so sind Aa, Aat, BB, BB!, Cy, Oy! Tangenten 
eines Kegelschnitts. 

Wenn wir nun zwei conjugirte Strahlen c, y der Involution © 
als die Träger zweier projectiver Punktreihen auffassen, welche von 
zwei veränderlichen conjugirten Strahlen x, & der Involution A fixirt 
werden (oder auch von zwei conjugirten Strahlen y, 7 der Involution B), 
so erzeugen diese beiden projeetiven Punktreihen einen Kegelschnitt, 
welcher die Träger c und y berührt und die Strahlen x,& zu con- 
jugirten hat; denn es sind die Schnittpunkte ex, y& entsprechende 
Punkte der beiden projectiven Punktreihen, aber ebenso sind es cé, yg: 
die beiden Verbindungsstrahlen und c,y bilden ein dem Kegelschnitt 
umgeschriebenes Vierseit, von dem zwei Diagonalen x und & sind; 
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folglich sind diese conjugirt in Bezug auf den Kegelschnitt; daher ist 
die Involution A die dem Punkte A für den construirten Kegelschnitt 
zugehörige, und analoges gilt für B. Der Kegelschnitt hat also die 
beiden gegebenen Involutionen zu den ihm zugehörigen und gehört 
daher nach unserer Definition der Schaar an. Verändern wir das Paar c, y, 
so erhalten wir in den Fällen 2) und 3) (vergl. Nr. 191) alle Kegel- 
schnitte der Schaar durch reelle Construction. Die Strahlenpaare Z, & 
der dritten Involution sind die Tangentenpaare aus dem Punkte C an 
die Kegelschnitte der Schaar; die Verbindungslinie AB ist die Polare 
des Punktes C für sämmtliche Kegelschnitte der Schaar, da in C sich 
zwei zu AB in Bezug auf alle Kegelschnitte der Schaar conjugirte 
Strahlen schneiden; sie sind auch in der Involution C conjugirt, und 
nimmt man sie zu Trägern der projectiven Punktreihen, so erhalten 
wir eine ausgeartete Projectivität, für welche A, B die singulären 
Punkte sind; Erzeugniss und daher Mitglied der Schaar ist dies Punkte- 
paar (A, B). 

Wir wissen, dass die Strahlinvolutionen entweder alle drei hyper- 
bolisch sind oder nur eine und die beiden andern elliptisch. Wir 
können dies auch daraus entnehmen, dass die drei Involutionscentren 
a,b,c die Schnitte einer Gerade mit den Seiten des Dreiecks ABC 
sind, also entweder alle drei auf den Verlängerungen liegen oder 
nur eins. Folglich liegen alle drei ausserhalb eines dem ABC um- 
geschriebenen Kegelschnitts oder nur ein, Unmittelbar ersichtlich ist 
das, wenn dieser Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, auf 
deren einem Aste alle drei Punkte A, B,C liegen; aber man über- 
zeugt sich leicht, dass dies auch in aum Falle richtig ist, wo zwei 
von ihnen dem einen, der dritte dem andern Aste einer Hyperbel an- 
gehören. 

Sind v, & und y, y conjugirte Strahlen aus den beiden Involutionen 
A und B und daher zugleich conjugirt in Bezug auf jeden Kegel- 
schnitt der Schaar, so erhalten wir aus ihnen nach dem Hesse’schen 
Satze ein drittes Paar: (xy, &n), (æn, &y), welches ebenfalls ein Paar 
conjugirter Strahlen sein muss für sämmtliche Kegelschnitte der Schaar, 
d.h. die Pole von einer dieser beiden Geraden für alle Kegelschnitte 
der Schaar liegen auf der andern, und soleher Paare conjugirter Ge- 
raden können wir durch Veränderung der Paare x, ë und y,n unend- 
lich viele in doppelter Mannigfaltigkeit herstellen. 

Es entsteht die Frage, ob jede Gerade © mit der einen Gerade 
eines solchen Geradenpaares zusammenfällt, oder ob jede Gerade & 
eine gemeinsame conjugirte Gerade in Bezug auf alle Kegelschnitte 


der Schaar hat. 
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Die beiden Involutionen A und B schneiden in & zwei Involutionen, 
und wenn mindestens eine von jenen und also auch eine von diesen 
elliptisch ist, so haben diese beiden Punktinvolutionen ein reelles 
Paar gemeinsam. Indem wir daher zunächst von dem Falle absehen, 
wo beide Involutionen A und B hyperbolisch und alle vier gemein- 
same Tangenten der Kegelschnitte der Schaar reell sind, haben wir in 
den beiden andern Fällen auf & zwei reelle Punkte s,t von der Be- 
schaffenheit, dass sowohl As und At in der Involution A, als auch 
bs und Bt in der Involution B conjugirt und daher jene Geraden in 
Bezug auf alle Kegelschnitte der Schaar conjugirt sind und ebenso 
diese. Daraus folgt nach dem obigen Satze, dass auch © als die 
Verbindungslinie von (As, Bs) und (At, Bt) zu der Gerade 9 con- 
jugirt ist, welche (As, Bt) und (At, Bs) verbindet. Damit ist die 
Frage für die beiden Fälle, wo von den vier genfeinsamen Tangenten 
nur zwei reell sind oder gar keine, beantwortet und erkannt, dass die 
Pole einer Gerade in Bezug auf die Kegelschnitte einer Schaar eine 
andere Gerade erfüllen. 

Zieht man nach einem der Punkte s, t die Strahlen aus A und B, 
so gehen die conjugirten in den Involutionen nach dem andern; dies 
beweist, dass s und ¢ auch auf dem Kegelschnitte $ liegen, den wir 
aus & in obiger Weise abgeleitet haben. Das diesem Kegelschnitte 
eingeschriebene Viereck ABst lehrt dann, dass der Diagonalpunkt 
(AB, st) = (AB, ©) = c und die Verbindungslinie H der beiden andern 
Diagonalpunkte (As, Bt) und (At, Bs) Pol und Polare in Bezug auf 
Q) sind. 

Für den Fall von vier reellen gemeinsamen Tangenten der Schaar 
ziehen wir, um die gemeinsame conjugirte Gerade einer gegebenen 
Gerade © reell zu erkennen, Eigenschaften des vollständigen Vier- 
seits jener Tangenten heran. 

Besteht dieses Vierseit aus den Geraden A A'A", AB'B", BB'A", 
BA'BD", so dass die drei Gegeneckenpaare AB, A' b', A" B" und die 
Diagonalpunkte x, y,2 sind (Fig. 71), so liegen die Berührungspunkte 
irgend eines demselben eingeschriebenen Kegelschnitts (Nr. 84) paar- 
weise mit den Diagonalpunkten in gerader Linie und bilden also ein 
vollständiges Viereck, dessen Diagonaldreieck ebenfalls xyz ist. Wenn 
nun irgend eine Gerade & gegeben ist, so construiren wir den Pol 
derselben in Bezug auf einen dem Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitt, indem wir die Berührungssehnen der durch A’, bezw. B' 
gehenden Tangentenpaare die Gerade & in m,n treffen lassen, sodann 
zu dem Tangentenpaar aus A’ und zu A'm den vierten harmonischen 
Strahl, ebenso zu dem Tangentenpaar aus B' und zu B'n den vierten 
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harmonischen Strahl herstellen und den Schnittpunkt p dieser beiden 
wierten harmonischen Strahlen aufsuchen; dann ist p der Pol von © 
in Bezug auf denjenigen dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt, 
dessen Berührungssehnen für die Construction verwendet sind. Diese 
beiden Berührungssehnen schneiden sich in dem Diagonalpunkte y und 
sind zu yg und yz harmonisch; bei der Veränderung des Kegelschnitts 


Fig. 71. 


beschreiben also m und n eine Involution, denn sie sind stets har- 
monisch zu den Schnitten von © mit diesen Diagonalen; folglich 
erzeugen A'm und B'n zwei projective Strahlbüschel. Ferner sind 
A'm und A’p harmonisch zu dem Tangentenpaar durch A’, also be- 
schreiben bei der Veränderung des Kegelschnitts die Strahlen A'm 
und A’p zwei projective Strahlbüschel, ebenso auch B'n und B’p, 
folglich auch A'p und B'p, deren Schnittpunkt der gesuchte Pol p ist. 
Diese beiden von A'p und B’p beschriebenen projectiven Strahlbüschel 
liegen aber perspectiv, weil auf der Verbindungslinie ihrer Grund- 
punkte zwei entsprechende Strahlen zusammenfallen; dies tritt nämlich 
in dem besonderen Fall ein, wenn die eine Berührungssehne durch 4’ 
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selbst geht, mithin A’y wird, die andere also B'y, der Kegelschnitt 
der Schaar aber in das Punktepaar A’.B' ausartet. Der Ort des Pols p 
ist daher der Durchschnitt zweier perspectiven Strahlbüschel, also eine 
Gerade. 

Diese Gerade H geht durch diejenigen drei Punkte der Diagonalen 
AB, A'B', A" B", welche den Schnittpunkten mit © harmonisch zu- 
geordnet sind je in Bezug auf die beiden Gegenecken; denn kommt 
z. B. die Berührungssehne nach yAB, also m in den Schnitt c von © 
mit AB, so fällt p in den genannten vierten harmonischen Punkt c 
auf dieser Gerade. 

Den Punkt c, in welchem Q die & trifft, können wir ebenfalls 
angeben. Unter den Kegelschnitten der Schaar giebt es nämlich einen, 
welcher die Gerade & berührt; der Pol von © in Bezug auf ihn ist 
der Berührungspunkt, und da dieser in der gefundenen Ortsgerade 9 
von p liegen muss, so ist er der Schnittpunkt derselben mit ©. 
Diesen Punkt (, können wir mit Hülfe des eben genannten Kegel- 
schnitts noch anders definiren. Bekanntlich (Nr. 110) bestimmen die 
Tangentenpaare aus den Punkten einer Gerade an einen Kegelschnitt 
- auf einer festen Tangente desselben eine Involution; daher erhalten wir 
auf © durch die Tangentenpaare aus den drei in gerader Linie ge- 
legenen Punkten A, B,c an den genannten Kegelschnitt drei Punkte- 
paare in Involution; der eine Punkt des dritten ist der Berührungs- 
punkt t, als Schnittpunkt von & mit sich selbst, der andere ist c. 
Wir finden also den Berührungspunkt der Gerade & mit dem Kegel- 
schnitt der Schaar, den sie tangirt, in folgender Weise. Man schneidet 
© mit zwei von den vier gemeinsamen Tangenten, etwa den aus A 
kommenden, dann mit den beiden, die von der Gegenecke B kommen; 
durch diese beiden Schnittpunktepaare wird auf © eine Involution 
bestimmt; der Punkt, der in ihr dem Schnittpunkte (®©, AB) conjugirt 
ist, ist der Berührungspunkt. 

Wir erinnern uns weiter, dass, wenn 9 und © in der obigen Weise 
(Nr. 234) zusammengehören, der Punkt a = ( BC, ©) das Centrum der von 
der Involution A herrührenden krummen Involution auf 8) ist; nach den 
Berührungspunkten der Tangenten aus a an $t(® gehen die Doppelstrahlen 
jener Involution, die nach der jetzigen Voraussetzung reell sind, die 
zwei von A kommenden gemeinsamen Tangenten der Schaar; die Be- 
rührungssehne, als Polare von a, enthält den Pol von © nach K, und 
diejenige krumme Involution auf $@®, von welcher er das Centrum ist, 
wird aus irgend einem Punkte des 8@ auf die Gerade © in die der- 
selben in Bezug auf R?) zugehörige Involution projieirt; die Berührungs- 
punkte bilden ein Paar von ihr. Daher sind die Schnitte der von A 
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kommenden gemeinsamen Tangenten mit © conjugirt in Bezug auf 
R, ebenso die der gemeinsamen Tangenten, die von B kommen. 
Demnach ist die oben besprochene Involution die der Gerade © in 
Bezug auf $? zugehörige, und auch das dritte Paar besteht aus für 
R eonjugirten Punkten. Der Punkt c, also, in welchem © von dem 
sie berührenden Kegelschnitte der Schaar tangirt wird, oder der Punkt, 
in dem & von ihrer gemeinsamen conjugirten Gerade 9 geschnitten 
wird, ist zum Punkt c=(AB,®) in Bezug auf K@ conjugirt. Da 
nun aber der vierte harmonische Punkt c, zu c in Bezug auf A, B 
auch auf 9 liegt, so ist nun auch für den Fall von vier reellen gemein- 
samen Tangenten der Schaar klar gestellt, dass 9 die Polare von c 
in Bezug auf N) ist. 

Ferner haben wir nun für alle Fälle die Richtigkeit des Satzes 
erkannt: 

Die Pole einer Gerade & in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte 
einer Schaar liegen auf einer neuen Gerade H, und also auch die Pole 
von D auf der Gerade G, oder: Die Geraden © und S sind conjugirt 
in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte der Schaar und heissen daher: 
„conjugirte Geraden in Bezug auf die Kegelschnittschaar“. 

Zu jeder Gerade © in der Ebene einer Kegelschnittschaar gehört 
demnach eine bestimmte conjugirte Gerade, insbesondere zu der un- 
endlich entfernten Gerade Ge die Mittelpunktslinie W, auf welcher 
die Mittelpunkte sämmtlicher Kegelschnitte der Schaar liegen. 

Die Polare des Schnittpunktes P zweier solcher conjugirten Ge- 
raden ® und H in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt der Schaar 
bildet mit & und É ein Polardreiseit desselben; alle Kegelschnitte der 
Schaar haben das Polardreiseit gemein, dessen Ecken x, y, z sind; 
folglich berühren (Nr. 105) die Polaren des Punktes P in Bezug auf 
alle Kegelschnitte der Schaar den Kegelschnitt, welcher die Seiten 
von zyz und ©, © tangirt. 

Diese Eigenschaft gilt auch, wenn das Diagonaldreieck xyz nicht 
vollständig reell ist, und auch wenn der Punkt P nicht als Schnitt- 
punkt von zwei reellen conjugirten Geraden ©, © aufgefasst werden 
kann; denn nicht jeder Punkt ist Schnitt von zwei reellen conjugirten 
Geraden ©, 9. 

Wenn wir zu einem gegebenen Punkte P die Polare in Bezug 
auf irgend einen Kegelschnitt der Schaar construiren und zu ihr 
wiederum die conjugirte Gerade in Bezug auf die Schaar, so muss die 
letztere Gerade nothwendig durch P gehen. Umgekehrt, wenn wir 
irgend eine Gerade © durch P ziehen, so muss die ihr conjugirte 
Gerade H in Bezug auf die Kegelschnittschaar nothwendig die Polare 
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von P in Bezug auf einen bestimmten Kegelschnitt der Schaar sein. 
Denn die Polaren des Punktes $G9 in Bezug auf sämmtliche Kegel- 
schnitte der Schaar umhüllen nach dem Obigen einen gewissen Kegel- 
schnitt, welcher © und Ö9 berührt, und die Schnittpunkte sämmtlicher 
Tangenten dieses Kegelschnitts mit © sind die Pole von 9 in Bezug 
auf alle Kegelschnitte der Schaar; diese erfüllen aber die Gerade © 
ganz, und unter ihnen kommt also auch P vor; es sind mithin P 
und 9 Pol und Polare für einen bestimmten Kegelschnitt der Schaar. 
Hieraus geht hervor, dass der Ort der Polaren des Punktes P in Be- 
zug auf alle Kegelschnitte der Schaar identisch ist mit dem Ort der- 
jenigen Geraden H, welche sämmtlichen durch P gehenden Geraden © 
in Bezug auf die Kegelschnittschaar conjugirt sind. Wir werden also, 
um jenen Ort zu bestimmen, eine veränderliche Gerade © um den 
festen Punkt P drehen und den Ort der conjugirten Gerade 9 auf- 
suchen. 

Nun haben wir die Gerade Ñ als die Polare desjenigen Punktes c, 
in welchem © von AB getroffen wird, in Bezug auf den Kegelschnitt 
Q2) erkannt. K geht immer durch die drei Punkte A, B, C; dreht 
sich nun ® um einen festen Punkt P, so ist der Punkt M, in dem 
die Strahlen von A, B (und C) zusammenlaufen, die den nach P 
gehenden conjugirt sind, allen Kegelschnitten 8 gemeinsam, und wir 
haben ein Büschel mit vier reellen Grundpunkten. Die beiden Tan- 
genten in A und B an dem Kegelschnitt K) treffen sich in einem 
Punkte S, dessen Ort die Diagonale des vollständigen Vierecks ABCH 
ist, welche die Schnittpunkte (ATI, BC) und (BI, AC) verbindet. 
Die Polare von c in Bezug auf &®) geht aber durch S und den vierten 
harmonischen Punkt ¢ zu c in Bezug auf A und B. Bei der Be- 
wegung von © durchlaufen die Punkte S und c, zwei projective Punkt- 
reihen; zu der Tangente AS ist nämlich in der Involution A der 
Strahl nach dem Schnittpunkte a = (BC, ©) conjugirt (Nr. 234). Wenn 
sich also & um den festen Punkt P dreht, so beschreiben a und c 
perspective Punktreihen auf BC und AD, folglich der vierte harmonische 
Punkt c, eine mit a projeetive Punktreihe, weil c und c, eine hyper- 
bolische Involution auf AB durchlaufen; ferner beschreibt Aa ein 
Strahlbüschel, welches projecetiv ist mit der Punktreihe c, und AS ein 
mit Aa projeetives Strahlbüschel, weil AS und Aa immer conjugirt 
in der Involution A sind; also sind die von © und c, durchlaufenen 
Punktreihen projectiv, und der Ort der Verbindungslinie Ss, = Q ist 
ein Kegelschnitt, welcher insbesondere auch AD, sowie All und BH 
berührt; denn AB wird von c, durchlaufen; und wenn z. B. der Punkt 5 
bei seiner Bewegung auf jener Diagonale in den Schnitt mit AZII ge- 
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langt, so muss, weil AH, AP und AS, Aa in der Involution A con- 
jugirt sind, a auf AP fallen, und diese ist die ©; daher liegt ¢ in A 
und folglich auch ic; und qS ist ATI. AB ist Polare von P in 
Bezug auf das Punktepaar (A, B) der Schaar. 

Dieser Kegelschnitt heisst der Polarkegelschnitt des Punktes P im 
Bezug auf die Kegelschnittschaar. 

Die Polaren eines Punktes P in Bezug auf alle Kegelschnitte einer 
Schaar umhüllen also einen Kegelschnitt, welcher zugleich der Ort aller 
Geraden D ist, die zu sämmtlichen durch P gehenden Geraden © in 
Bezug auf die Kegelschnittschaar conjugirt sind. Hat die Kegelschnitt- 
schaar vier reelle gemeinschaftliche Tangenten, so berührt dieser Polar- 
kegelschnitt von P allemal die drei Diagonalen des von den vier 
gemeinschaftlichen Tangenten gebildeten vollständigen Vierseits und 
ausserdem diejenigen sechs Strahlen, welche man erhält, wenn man 
durch jede der sechs Ecken des vollständigen Vierseits den vierten 
harmonischen Strahl construirt in Bezug auf das Seitenpaar zu dem 
Verbindungsstrahl der Ecke mit P. Liegt P ausserhalb des Polar- 
kegelschnitts, so ist das aus ihm an denselben gelegte Tangentenpaar 
ein Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf die Schaar, und es giebt 
zwei reelle Kegelschnitte der Schaar, welche durch P gehen, und deren 
Tangenten in P eben diese beiden Strahlen sind; denn für jeden der 
beiden conjugirten Strahlen ist der Punkt P der Schnitt mit dem 
andern, also sein Berührungspunkt mit dem Kegelschnitte der Schaar, 
den er tangirt. 

Die Pole einer Gerade & in Bezug auf die Kegelschnitte einer 239 
Schaar liegen auf einer Gerade $ und bilden eine gerade Punktreihe; 
die Pole einer zweiten Gerade ©' bilden eine zweite gerade Punktreihe 
auf H'. Betrachten wir in diesen beiden Punktreihen als entsprechende 
Punkte die Pole von & und ©’ in Bezug auf denselben Kegelschnitt 
der Schaar, so sind die beiden Punktreihen auf 9 und 9’ allemal 
projectiv, der von ihnen erzeugte Kegelschnitt ist der Polarkegelschnitt 
‚des Punktes 6’ in Bezug auf die Schaar. 

Ferner lässt der Polarkegelschnitt die charakteristische Eigenschaft 
der Kegelschnittschaar in unmittelbarer Weise hervortreten; der eines 
beliebigen Punktes P heisse P®. Nehmen wir zuerst an, dass P 
ausserhalb P@) liegt, so gehen durch P zwei Tangenten an P®, welche 
zugleich conjugirte Geraden in Bezug auf die Schaar, also zu den 
Tangenten aus P an jeden Kegelschnitt der Schaar harmonisch ge- 
legen sind. Die sämmtlichen Tangentenpaare aus P an die Kegel- 
schnitte der-Schaar bilden daher eine hyperbolische Involution, welche 
zusammenfällt mit derjenigen, die dem Punkt P in Bezug auf den 
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Polarkegelschnitt P® zugehört, und deren Doppelstrahlen jene Tan- 
genten von P an P® sind. 

Wenn dagegen P innerhalb des Polarkegelschnitts P® liegt, so 
bilden die Tangentenpaare aus P an die Kegelschnitte der Schaar eine 
elliptische Involution, welche mit der zusammenfällt, die dem Punkt P 
in Bezug auf P@ zugehört. In der That, es seien ©, ©' die Tan- 
genten aus P an einen Kegelschnitt der Schaar und Q die Polare von 
P in Bezug auf ihn; sei ferner Ö$ die conjugirte Gerade von © in 
Bezug auf die Schaar, und 9’ die von ©’, so geht 9 durch den Be- 
rührungspunkt von ©, und $' durch den von ©’, d.h. die Verbindungs- 
linie (69, ©'9") ist identisch mit %. Der Polarkegelschnitt P® muss 
aber die drei Geraden 9,9’ und Q berühren, weil Q die Polare von 
P ist in Bezug auf einen Kegelschnitt der Schaar und 9 und 9’ die 
conjugirten Geraden von © und ©’ sind, welche sich in P treffen. 
Da nun 6,9 und 6’, 9’ zwei Paare conjugirter Geraden in Bezug 
auf die Schaar sind, so werden auch (6$’, OO" und (69', 96’) ein 
drittes Paar conjugirter Geraden in Bezug auf die Schaar sein, und 
weil von diesen die erstere durch P geht, so wird die letztere P® þe- 
rühren; wir haben also jetzt vier Tangenten von P®, nämlich: 

d 8 (08,0), (0,0). 

Von diesem dem Kegelschnitt P® umgeschriebenen Vierseit sind 
die Geraden © und ©’ zwei Diagonalen, folglich sind sie conjugirt 
in Bezug auf den Polarkegelschnitt P®, und da alle durch P gehenden 
Paare conjugirter Strahlen in Bezug auf denselben eine Involution 
bilden, so folgt der Satz: 

Die Tangentenpaare aus einem beliebigen Punkte P an die Kegel- 
schnitte einer Schaar bilden eine Imvolution, welche identisch ist mit der- 
jenigen, die dem Punkte P in Bezug auf seinen Polarkegelschnitt P® 
zugehört; also je zwei Tangenten aus P am einen Kegelschnitt der Schaar 
sind conjugirt in Bezug auf den Polarkegelschnitt P®. 

Der Polarkegelschnitt P@ eines Punktes P in Bezug auf die, 
Kegelschnittschaar ist insbesondere, wie wir gesehen haben, dem ge- 
meinschaftlichen Polardreiseite aller Kegelschnitte der Schaar ein- 
geschrieben; dieses Dreiseit ist aber nur reell, wenn die Involution C 
hyperbolisch ist, und besteht aus ihren Doppelstrahlen und der Ver- 
bindungslinie AB. In beiden Fällen aber gilt, dass die Involution © die- 
jenige ist, welche dem Punkte C in Bezug auf irgend einen Polarkegel- 
schnitt P® zugehört. Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir 
den Polarkegelschnitt P® eines beliebigen Punktes P auf etwas andere 
Weise herstellen. Die zu den Strahlen AP, BP,CP conjugirten 
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Strahlen in den drei Involutionen A, B,C schneiden sich in einem 
Punkte II; ziehen wir durch P eine Gerade ©, welche AB in c trifft 
(Fig. 72), so wird Me die feste Gerade CP in einem Punkte X treffen, 
so dass durch die fünf Punkte A, B, C, IT, X der der Gerade © in 
der obigen Weise zugehörige Kegelschnitt 82 bestimmt wird; denn 
da CP und CH ein Paar conjugirter Strahlen der Involution © sind, 
so muss die Sehne, welche ihre zweiten Schnitte mit R® verbindet, 
durch den Punkt c gehen; der eine ist JI, folglich ist X der andere; 
die Polare 5 von c in Bezug auf Ę&® ist die Diagonale des ein- 
geschriebenen Vierecks A B1IX,, welche die Schnittpunkte (A X, /IB)=«, 
(PX, I1A) = ß verbindet; sie umhüllt, wenn & sich um P dreht, den 
Polarkegelschnitt P®. 

Diese Construction gestattet, leicht die Veränderung zu über- 
blicken, welche die Figur durch die Drehung von © erfährt; es be- 
schreibt nämlich c eine gerade Punktreihe auf AB, X eine mit ihr 
projective Punktreihe auf OP, « x 
und 5 mit X, also auch mit ein- 
ander projective Punktreihen auf 
IIB und IA; folglich umhüllt 9 
einen Kegelschnitt P®, welcher 
IA und IB berührt. Er hat 
auch AB zur Tangente; denn 9 
kommt auf Ab zu liegen, wenn 
© mit PC zusammenfällt. Auf 
den beiden Trägern MA und IB 
sind mithin einmal A und B und 


dann ß und « je ein Paar ent- 
sprechender Punkte der beiden \ J 
projectiven Punktreihen, daher liegt ip 


der Schnittpunkt (Aa, BB) = X 

auf der Verbindungslinie der Berührungspunkte der beiden Träger 
(Nr. 65); folglich ist, da X die Gerade PC durchläuft, PC die Polare 
von I in Bezug auf den Polarkegelschnitt P®. Ferner bilden MA, 
Ib,AB,«ß ein diesem Kegelschnitt umgeschriebenes Vierseit, von 
dem zwei Diagonalen XA, XB sind; XA und XB sind also con- 
jugirt in Bezug auf P®, insbesondere also auch CA und OB; aber auch 
OP und CH sind conjugirt, weil II der Pol von CP ist. Folglich 
bestimmen diese beiden Paare conjugirter Strahlen die dem Kegel- 
schnitt P@) zugehörige Involution in C, und diese coincidirt mit der 
Involution C; denn in letzterer sind CA, CB conjugirt, und nach P 
und Z laufen conjugirte Strahlen von allen drei Involutionen A, B, C. 
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Die oben ausgesprochene Behauptung ist also erwiesen, und der Polar- 
kegelschnitt P@ des Punktes P in Bezug auf die Schaar ist nunmehr 
dadurch bestimmt, dass er dem Dreieck ABII eingeschrieben ist und 
HA und IB in denjenigen beiden Punkten berührt, in welchen sie 
von PC getroffen werden. | 

Zu der Involution der Tangentenpaare aus einem Punkte P an die 
Kegelschnitte der Schaar gehören auch die Paare aus den beiden 
Strahlen nach A und B und aus den Strahlen nach C und II, wo, 
wie bisher, II der gemeinsame Punkt der Strahlen «,ß aus A, B ist, 
die zu den nach P gehenden a,b in den Involutionen A, B conjugirt 
sind. In der That, wenn wir, wie in Nr. 235, einen Kegelschnitt der 
Schaar vermittelst der projectiven Punktreihen auf zwei conjugirten 
Strahlen c,y erzeugen, so sind («c,ay)=t, (be, ßy)=t', c,y vier 
Tangenten des Kegelschnitts. Da nun (Nr. 234) die sechs Geraden 
a, «, b, B, c, y einen Kegelschnitt berühren, so lehrt das umgeschriebene 
Sechsseit abeaßy, dass (ab, «ß) = PI, t' und ¢ durch denselben 
Punkt gehen. Wenden wir nun unsern Involutionssatz auf die Schaar 
mit den vier gemeinsamen Tangenten ?,t',c,y an und zwar auf jenen 
auch der gegebenen Schaar angehörigen Kegelschnitt und die beiden 
Punktepaare (ct', yt) und (cy,tt') der jetzigen Schaar. Nun ist 
E = b= PB IE Wen = HH Pey e PO CP u= 23; 
diese Strahlenpaare sind daher mit dem Tangentenpaare aus P an den 
betrachteten Kegelschnitt der Schaar in Involution; sie bleiben fest, 
wenn er sich in der Schaar ändert, gehören somit zur Tangenten- 
involution* und dienen zu ihrer Bestimmung. Sie bilden das Doppel- 
verhältniss P (A, B, C, Il), zu dem wir also nur die fünf Punkte 
A,B,C,P,II brauchen, die übrigens auch zur Festlegung der drei 
Involutionen hinreichen, denn für jede haben wir zwei Strahlenpaare: 
für alle drei das je nach P, 71 gehende, und für die um A z. B. noch 
das Paar A (B, 0). 

A, B,C seien die Schnitte von PIH mit BC, CA, AB; wir 
schneiden das Büschel Pmit AB und projiciren aus C auf PI; dies giebt: 
P(A,B,0,0)=P(B,4,11,C0)=(B,A,&,[PC0,AB])= (8, 8; C; P)* 

— (AX,n1,6, P). (1,8,8,P) = B (0, D, A, P) . A (11,0, B, P); 
also: 212.P.0.0:,1- BA 0P 
i Br B,C, m= 7 T P,C, = na ur 0,2, m 
* P(A, B) sind die Tangenten an das eine Punktepaar der Schaar. 
Fr * Heben wir dies als interessantes Ergebniss hervor: 
Wenn ein Dreieck ABC, ein Punkt X und eine durch ihn gehende Gerade x 
gegeben sind, so seien a,b,c die Verbindungslinien von X mit A, B,C, und A, Y, C 
die Schnitte von x mit BC,CA, AB; dann ist immer (AY C XK) = (aber). 
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Im Grunde ist diese Betrachtung die polare zu derjenigen von 
Nr. 189 mit einigen Modificationen. Wir schliessen wie dort, dass, 
wenn die beiden Involutionen A, B elliptisch, also die gemeinsamen Tan- 
genten sämmtlich imaginär sind, die Imvolution der Tangentenpaare aus 
jedem Punkte hyperbolisch ist; weil dann B(A,C, P, ID) und A (B,C, P, Il) 
negativ sind und deshalb P (4, B, C, TM) positiv ist. 

Wir können die obige Formel auch schreiben: 

T(P PE m P(A B UINE (PACI r, 
oder, C und P vertauschend: 
AE CPM. POA PID CAB T T =], 
und haben eine interessante Beziehung für fünf Punkte einer Ebene, 
welche Möbius gefunden hat.“ In anderer Gruppirung lautet sie: 
PAB NCO. 24, B CE CAT 20-1 

So lehrt sie, dass, wenn die dritte Involution C hyperbolisch ist, 
also sowohl wenn die vier gemeinsamen Tangenten alle reell, als wenn 
sie alle imaginär sind, die beiden von den Punkten P, I kommenden 
Tangenteninvolutionen stets gleichartig, hingegen im mittleren Falle 
von nur zwei reellen gemeinsamen Tangenten, wo die dritte Involution 
elliptisch ist, ungleichartig sind. 

Wenn eine von den beiden Involutionen A, B hyperbolisch ist, 242 
etwa die um B, so seien d,d' die reellen Doppelstrahlen, während 
wir die beiden Paare conjugirter Strahlen B (A, C; P, II) kürzer 
mit a,c;p,x bezeichnen wollen. Wir haben das Doppelverhältniss 
B(A,P,C,II) oder (a,p,c,x) zu untersuchen. 

Infolge der Involution ist: 

(acar) = (cadp) = (ucpd); 
die Multiplication mit (acpd) giebt: 
(acpr) = (acpd), 
(aper) =1— (acpd)’= [1 — (acpd)) [1 + (acpd)] 
= [L — (acpd)| |1— (acpd)], 
(acpd) = (acpd') (acd'd) = — (acpd'); 
(apex) = (aped) (aped') = (aped? (apdd'). 

Somit hat (apex) dasselbe Vorzeichen wie (apdd'); und letzteres 

ist positiv oder negativ, je nachdem P in demselben Scheitelwinkel- 


also: 


da 


demnach: 


* Möbius, Barycentrischer Calcul (Gesammelte Werke Bd. I) $ 199. Vergl. 
auch: Aufgaben und Sätze (am Ende dieses Buches) Nr. 9. 
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paar der Doppelstrahlen d, d' liegt wie A oder nicht, und dasselbe 
gilt also für (apex) oder B (4, P, C, I). Ist die andere Involution A 
elliptisch, so können wir A (B, P, C, IO) wieder wie oben durch 
1— A (B,C, P, II), eine positive Grösse, ersetzen, und P (4, B, C, II) 
ist von gleichem Vorzeichen mit B (A, P, C, I). 

Wenn also zwei von den gemeinsamen Tangenten einer Kegelschnitt- 
schaar reell, die beiden andern imaginär sind, so ist die Tangenten- 
involution, die von einem Punkte an die Schaar kommt, hyperbolisch 
oder elliptisch, je nachdem dieser Punkt in demselben Scheitelwinkelpaar 
der reellen Tangenten liegt wie der reelle Schnittpunkt der beiden ima- 
ginären, oder nicht. 

Ist aber auch die andere Involution A hyperbolisch: mit den 
Doppelstrahlen e,e', so haben wir den Nenner A (B, P, C, II) ebenso 
zu behandeln; er ist positiv oder negativ, je nachdem P in demselben 
Scheitelwinkelpaar ee' liegt wie B, oder nicht. Nennen wir die Scheitel- 
räume von ee’, in denen B liegt, €, die andern €’, und ebenso bei dd' 
die, in welchen A liegt, D, die andern D', so erkennt man leicht, 
dass die vier Tangenten d,d',e,e' die Ebene in elf Gebiete von vier 
verschiedenen Arten theilen, die, ohne dass wohl genauere Erläuterung 
erforderlich ist, mit DE, DE’, D'E', D'E bezeichnet werden können. 
Bei Punkten P in den Gebieten DE und D’E’ haben B (A, P, C, T) 
und A (B, P,C, IT) das nämliche Vorzeichen; also ist P (A, B, C, IT) 
positiv und die Tangenteninvolution hyperbolisch, während sie bei 
Punkten der Gebiete DE’, D'E elliptisch ist. Man erkennt sofort, 
dass die Diagonale AB des Vierseits dd’ee nur durch Gebiete DE 
geht, und wird sich leicht überzeugen, dass auch die beiden andern 
Diagonalen nur durch hyperbolische Gebiete gehen; wir kommen, wie 
nothwendig, auf das Kennzeichen (Nr. 56, 210) für die Art der Invo- 
lution nach den drei Gegeneckenpaaren eines Vierseits oder an die 
Kegelschnitte der ihm eingeschriebenen Schaar. 


$ 50. Die Kegelschnittschaar mit zwei reellen und zwei imaginären 
gemeinschaftlichen Tangenten. 


Die in $ 46 durchgeführte Untersuchung, welche über die Art 
der in einer Kegelschnittschaar enthaltenen Kegelschnitte Aufschluss 
gab, beruhte wesentlich darauf, dass diese ein reelles gemeinschaftliches 
Polardreieck xyz besitzt, hat also nur Gültigkeit, wenn sie entweder 
vier reelle gemeinschaftliche Tangenten hat oder vier imaginäre. Es 
bleibt daher eine Lücke für den Fall, wenn die Schaar zwei reelle 
und zwei imaginäre gemeinschaftliche Tangenten besitzt, und diese 
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Lücke auszufüllen ist der gegenwärtige Paragraph bestimmt, in welchem 
die dort gewonnenen Resultate von einem neuen Gesichtspunkte aus 
den allgemeinen Polareigenschaften der Kegelschnittschaar nochmals 
abgeleitet werden sollen, unabhängig davon, ob das gemeinsame Polar- 
dreieck xyz ganz oder nur zum Theil reell ist. 

Gehen wir von der allgemeinsten Erzeugung der Kegelschnittschaar 
aus vermittelst der beiden Involutionen A und B, von welchen die 
Involution C in der Nr. 234 erörterten Weise abhängt, so haben wir 
gelernt, zu jeder Gerade © die conjugirte 9 in Bezug auf die Schaar 
vermittelst dieser Involutionen zu eonstruiren; die conjugirte Wè der un- 
endlich entfernten Gerade Ga enthält die Mittelpunkte m sämmtlicher 
Kegelschnitte der Schaar. Der unendlich entfernte Punkt m. dieser 
Gerade M ist der Mittelpunkt der einzigen in der Schaar vorkommenden 
Parabel; von diesem Punkte m» wollen wir den Polarkegelschnitt ®®) 
in Bezug auf die Schaar bestimmen. Er muss eine Parabel sein, weil die 
Polare Gs von m. in Bezug auf die einzige in der Schaar vorkommende 
Parabel eine Tangente von %® ist; diese Parabel berührt WM, weil 
M die conjugirte Gerade zu Ge ist und Ge durch m. geht; sie be- 
rührt AB; die Involution C ist die ihr zugehörige, wie bei jedem 
Polarkegelschnitt F® (Nr. 240). Jede Tangente der Parabel PO) trifft 
M in einem Punkte m, welcher Mittelpunkt eines bestimmten Kegel- 
schnitts der Schaar ist, für den sie Polare von m, ist; sie bildet 
mit M zusammen ein Paar conjugirter Durchmesser dieses Kegel- 
schnitts und mit M und Ge ein Polardreiseit desselben. Ziehen 
wir ferner mC und die Parallele durch m zu AP, so haben wir ein 
zweites immer reelles Paar conjugirter Durchmesser dieses Kegelschnitts 
der Schaar, weil C und ADB Pol und Polare für sämmtliche Kegel- 
schnitte der Schaar sind. Durch diese beiden Paare conjugirter Durch- 
messer ist die Involution der econjugirten Durchmesser für den Kegel- 
schnitt der Schaar, dessen Mittelpunkt m ist, vollständig bestimmt, 
und ihre Art giebt Aufschluss über die des Kegelschnitts. Wir können 
hiernach, indem wir eine veränderliche Tangente an der Parabel P% 
herumbewegen, den Verlauf jener Involution, also die Art der Kegel- 
schnitte verfolgen und gelangen unabhängig von der Realität des 
gemeinsamen Polardreiecks, von welchem C und A B immer reell sind, zu 
den Resultaten des $ 46, die aber für den Fall nur zweier reeller 
gemeinschaftlichen Tangenten der Schaar eine Modification erleiden. 

Zuvörderst ist nun nöthig, die Construetion der Gerade M und 
der Parabel P, von denen alles abhängt, genauer anzugeben. Die 
Gerade M wird nach $ 49 so gefunden: Wir ziehen die Parallelen 
durch A zu BC und durch B zu AC; ihre conjugirten Strahlen in 
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den Involutionen A und B mögen sich in $ schneiden; die Gerade, 
welche © mit der Mitte von AB verbindet, ist W. 

Denn die beiden conjugirten Strahlen sind die Tangenten in A 
und B an den Kegelschnitt $t'®, welcher der unendlich fernen Gerade G, 
zugeordnet ist (Nr. 234); ihr Schnitt S liegt also auf der Polare des 
Punktes (Gs, AB) in Bezug auf 8@, d.h. auf der zu Ge eonjugirten 
Gerade WM, die ja auch durch den vierten harmonischen Punkt zu 
(Ge, AB) in Bezug auf A, B geht (Nr. 237). 

Ziehen wir sodann durch A und B die Parallelen zu W und die 
zu ihnen conjugirten Strahlen in den Involutionen A und D, welche 
sich in M treffen, endlich durch C die Parallele zu WM, welche TA 
und IB in « und ß trifft, so ist derjenige Kegelschnitt, welcher dem 
Dreiseit IAB eingeschrieben ist und die Seiten IA, IB in den 
Punkten « und ß berührt, die gesuchte Parabel PO (Nr. 240). Sie 
berührt auch M und zwar, wie leicht zu erkennen ist, in dem Punkte 
m,, welcher die Mitte des Abschnitts ist, den TA und IB auf M 
ausschneiden; dieser Punkt m, ist der Mittelpunkt derjenigen Hyperbel 
der Schaar, welche die Gerade M zu einer Asymptote hat, also durch 
den Punkt m. geht. Denn die zweite Tangente aus einem Punkte m 
von M an PË ist die Polare von m. in Bezug auf denjenigen Kegel- 
schnitt der Schaar, der in jenem Punkte seinen Mittelpunkt hat, also 
der conjugirte Durchmesser zu W; bei m, haben sich die beiden Tan- 
genten, also die beiden conjugirten Durchmesser vereinigt; M ist 
Asymptote. Die Verbindungslinie Im, ist mit der Axe von PO 
parallel. Der Punkt m auf M und der unendlich entfernte Punkt p» 
der zweiten Tangente aus m an % beschreiben zwei projective Punkt- 
reihen, weil M und Gs, als Tangenten von B®, von allen übrigen 
anenien derselben projeetiv geschnitten werden. FSB wir noch 
den unendlich entfernten Punkt von AD durch t+, so sind nach dem 
Obigen mC und mc, ein Paar, mms =M und mps ein zweites Paar 
eonjugirter Durchmesser desjenigen Kegelschnitts der Schaar, dessen 
Mittelpunkt m ist, und durch diese beiden Paare ist die Durchmesser- 
involution bestimmt. 

Wir verlegen, wie in Nr. 215, diese Involution parallel mit sich 
nach irgend einem Punkte o eines Hülfskegelschnitts (9; es ergiebt 
sich auf C®) eine krumme Involution mit dem Centrum P, und je 
nachdem dieser Punkt ausserhalb, innerhalb oder auf dem Kegel- 
schnitte C® liegt, ist die Involution hyperbolisch, elliptisch oder 
parabolisch. 

Den Ort der Punkte P für alle Kegelschnitte der Schaar ermitteln 
wir folgendermassen. Die durch o zu mm. und mt. gezogenen 
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Parallelen treffen C®@ in den festen Punkten ò und y; die zu mp» 
durch o gezogene Parallele beschreibt ein Strahlbüschel, welches per- 
spectiv liegt mit der Punktreihe Pe, und die zu mC gezogene Parallele 
durch o beschreibt ein Strahlbüschel, welches mit der Punktreihe m 
projeetiv ist; da nun die Punktreihen m und pe projeetiv sind, so 
durchbohren die beiden letzten Strahlbüschel den Kegelschnitt C in 
Punkten, welche bezw. mit den festen Punkten ô und y auf 0% ver- 
bunden zwei projective Strahlbüschel liefern; der Schnittpunkt je zweier 
entsprechender Strahlen derselben ist aber P, folglich ist der Ort der 
Punkte P ein neuer Kegelschnitt C,°, welcher mit C@ die beiden 
Punkte y und ò gemein hat. Die Punkte P dieses Kegelschnitts 0% 
bestimmen je Sehnen von C®, deren Schnittpunkte mit o verbunden 
Involutionen in o liefern, welche den Durchmesser-Involutionen der 
Kegelschnittschaar parallel sind; denjenigen Punkten von C®, welche 
ausserhalb C) liegen, entsprechen also Hyperbeln in der Kegelschnitt- 
schaar, den Punkten von (,? innerhalb C® Ellipsen und den beiden 
Punkten y und ò Parabeln, und zwar ist nur die dem Punkte ô ent- 
sprechende eine eigentliche Parabel, während die dem Punkte y ent- 
sprechende das Punktepaar (A, B) oder die Doppellinie Æ B ist, welche 
als Parabel aufgefasst werden kann. 

Zur weiteren Untersuchung müssen nun zwei Fälle unterschieden 
werden, nämlich ob der Punkt © 1) innerhalb oder 2) ausserhalb der 
Parabel ®® liegt. Da die dem Punkte C in Bezug auf die Parabel 
P zugehörige Involution diejenige ist, welche von den beiden als 
gegeben angenommenen Involutionen A und B abhängt, und im Falle 1) 
elliptisch, im Falle 2) hyperbolisch ist, so hat die Kegelschnittschaar 
im ersten Falle zwei reelle und zwei imaginäre gemeinschaftliche Tan- 
genten, im zweiten Falle entweder vier imaginäre oder vier reelle ge- 
meinschaftliche Tangenten. Im ersten Falle können nun die Kegel- 
schnitte C®) und C{) ausser den Punkten y und ò keinen Punkt weiter 
gemeinschaftlich haben, oder es kann weiter keine von den Durch- 
messer-Involutionen parabolisch werden; denn damit eine Involution 
parabolisch sei, müssen zwei beliebige Strahlen derselben einen und den- 
selben conjugirten Strahl haben, welcher dann zu allen Strahlen der 
conjugirte ist; es müssten also auch mm. und mc. denselben con- 
jugirten Strahl haben, der eine conjugirte Strahl ist die zweite Tan- 
gente aus m an X, der andere der Strahl nach O; diese müssten also 
zusammenfallen. Da aber C innerhalb der Parabel ®® liegt, so geht 
keine Tangente durch ihn, also schliessen wir: Eine Kegelschnittschaar 
mit zwei reellen und zwei imaginären gemeinschaftlichen Tangenten zer- 


T 


fällt nur in eime Reihe von Ellipsen und eine von Hyperbeln, welche 
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von einander getrennt werden einmal durch die einzige in der Schaar 
vorkommende Parabel und das andere Mal durch das einzige in ihr 
vorkommende Punktepaar. 

Im zweiten Falle dagegen haben die beiden Kegelschnitte O® 
und CC®) ausser den Punkten y und ò noch zwei andere Punkte gemein, 
welche parabolischen Involutionen entsprechen; die beiden aus C an 
die Parabel ®(? gelegten Tangenten sind die Doppellinien von zwei 
Punktepaaren der Schaar und bilden mit AD zusammen das reelle ge- 
meinschaftliche Polardreieck oder die drei Diagonalen des entweder 
ganz reellen oder ganz imaginären vollständigen Vierseits, welchem die 
Kegelschnittschaar eingeschrieben ist. In diesem Falle haben wir die 
im $ 46 gefundenen Ergebnisse: Die Kegelschnittschaar besteht aus 
zwei Reihen von Ellipsen und zweien von Hyperbeln, die durch die 
Parabel und die drei Punktepaare von einander getrennt werden, u.s. f. 

Auch die weiteren interessanten Folgerungen, welche sich aus der 
Untersuchung des Kegelschnitts C@ in $ 46 ergaben, bleiben in unserem 
jetzigen Falle einer Kegelschnittschaar mit zwei reellen und zwei imagi- 
nären gemeinschaftlichen Tangenten bestehen mit einfachen Modifica- 
tionen, welche sich leicht ergeben. 

Es ist der Vollständigkeit wegen noch der Uebergangsfall zu 
untersuchen, wenn der Punkt C auf der Parabel PO) selbst liegt; in 
diesem Fall ist die Involution C parabolisch, die beiden Doppelstrahlen 
fallen in eine Gerade zusammen, die Tangente in C an der Parabel B®, 
Diese Strahlen sind aber zwei Diagonalen des vollständigen Vierseits, 
welchem die Kegelschnittschaar eingeschrieben ist, und da sie zu- 
geordnete harmonische Strahlen mit CA und CB sind, so muss der 
Strahl, in welchem sie zusammenfallen, entweder durch A oder durch 
B gehen. Wenn er durch B geht, so fallen die durch B gehenden 
Seiten des vollständigen Vierseits auch zusammen, also wird die In- 
volution B ebenfalls parabolisch; d.h. die Kegelschnittschaar nimmt 
den speciellen Charakter an, in einem festen Punkte B beständig die- 
selbe feste Tangente BOC und ausserdem zwei reelle oder imaginäre 
gemeinschaftliche Tangenten, die durch A gehen, zu besitzen, je nach- 
dem die Involution A hyperbolisch oder elliptisch ist. Die Kegel- 
schnittschaar specialisirt sich also in diesem Uebergangsfalle derart, 
dass zwei von den gemeinschaftlichen Tangenten zusammenfallen. 

Eine Kegelschnittschaar mit zwei reellen gemeinsamen Tangenten 
d,d', die sich in A schneiden (Nr. 242), und zwei imaginären, die sich 
in D schneiden, besteht aus einer Reihe von Ellipsen und einer Reihe 
von Hyperbeln. Jene befinden sich ersichtlich in demjenigen Winkel 
dd', der den Punkt B enthält, diese in diesem Winkel und seinem 
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Scheitelwinkel; denn B ist für alle innerer Punkt. Den Uebergang 
bilden die Parabel 77, der Schaar, die sich ebenfalls im ersteren Winkel 
befindet, und das einzige reelle Punktepaar (A, B) der Schaar. 

Wir gehen von einer Tangente aus, die jene Scheitelwinkel durch- 
schneidet; die berührte Curve der Schaar ist eine Hyperbel; und ähn- 
lich wie in Nr. 211 erhalten wir: 

Wenn drei reelle Tangenten 1,2,5 und zwei imaginäre 3,4 ge- 
geben sind (letztere durch eine elliptische Involution), so ist, wofern 5 
die Parabel II, der Schaar 1234 nicht schneidet, der durch sie bestimmte 
Kegelschnitt der Schaar Hyperbel oder Ellipse, je nachdem 5 die Punkte 1 2 
und 3 4 auf derselben oder auf verschiedenen Seiten hat; wofern aber 5 
jene Parabel schneidet, so gilt das umgekehrte Kennzeichen. 


a 


Und analoges gilt, wenn 1,2,3,4 alle vier imaginär sind, und 
1,2, bezw. 3,4 durch elliptische Involutionen definirt. 

Durch die Parabel T% gehen hier die Ellipsen der Schaar über in 
Hyperbeln, welche die Punkte 12 und 34 innerhalb desselben Astes, 
durch das Punktepaar (12,34) aber in solche, welche sie innerhalb 
verschiedener Aeste haben. Diese beiden Reihen von Hyperbeln werden 
auf der andern Seite begrenzt durch das eine, bezw. das andere imaginäre 
Punktepaar (mit reeller Doppellinie), und sie haben zwischen sich die 
andere Reihe von „Ellipsen“, die aber in Wirklichkeit lauter imaginäre 
Curven sind und als Ellipsen wegen der imaginären Schnitte mit Gas 
aufgefasst werden können. : 

Von reellen Ellipsen hat die Schaar mit vier imaginären gemein- 
samen Tangenten nur eine Reihe. 


$ 5l. Conjugirte Kegelschnittbüschel. 

Die in $ 42 angegebene Erzeugung des Kegelschnittbüschels aus 
zwei Involutionen, welche gleichzeitig sämmtlichen Kegelschnitten des 
Büschels zugehören, führt unmittelbar zu einer eigenthümlichen Ver- 
bindung von drei Kegelschnittbüscheln, welche eonjugirt genannt werden 
und von denen zwei conjugirte Kreisbüschel* und ein mit ihnen ver- 
bundenes Büschel gleichseitiger Hyperbeln einen Speecialfall bilden. 

Indem wir bei der folgenden Untersuchung dieser Eigenschaften nur 
einen Fall ins Auge fassen und zwar der Einfachheit wegen denjenigen, 
für welchen die wesentlichsten Theile der Figur reell sind, wird es 
nach Anleitung der vorigen Auseinandersetzungen keine Schwierigkeit 


* Steiner; Einige geometrische Betrachtungen , Journal f. Math. Bd. 1, Seite 168, 
Gesammelte Werke Bd. 1, Seite 25. 


www.rcin.org.pl 


246 


318 Conjugirte Kegelschnittbüschel. 


mehr haben, die übrigen Fälle, in welchen gewisse Theile der Figur 
imaginär werden, zu behandeln und die dabei eintretenden Modificationen 
zu ermitteln. 

Wir gehen von zwei hyperbolischen Involutionen (x, £) und (y, 7) 
auf den Trägern A und Y aus, mit den Doppelpunkten y,h und g', h' 
(Fig. 73), also von einem Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grund- 


Fig. 73. 
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punkten g,h,g',h. Von diesen beiden Involutionen hängt nun eine 
dritte in der uns bekannten Weise ab; dem Schnittpunkte r = AB 
seien in den beiden Involutionen auf X, die Punkte q und p con- 
jugirt; dann ist pq = & der Träger der dritten Involution (z, &), in 
welcher die Sehnittpunkte von & mit den Verbindungslinien æy und 
gy oder xy und y& immer conjugirt sind, unter andern auch p und q. 
Sie ist (Nr. 186) in dem unserer Betrachtung zu Grunde gelegten Falle, 
wo (#,8) und (y,») hyperbolisch sind, ebenfalls hyperbolisch; ihre 
Doppelpunkte g",h" sind diejenigen Punkte, in welchen gg' und gh' 
oder auch Ah’ und hg' die Gerade © treffen, so dass also: 


dh), (dh) 


ist und die sechs Doppelpunkte g, h, g', W, g",h" die Ecken eines voll- 
ständigen Vierseits sein müssen, dessen drei Diagonalen die Träger 
N, BY, € sind. Die beiden Involutionen auf WA und Y erzeugen ein 
Kegelsehnittbüschel, welches die vier Grundpunkte g, h, g', h! hat; die 
Kegelschnitte dieses Büschels treffen È in je zwei Punkten Z, & ihrer 
Involution, haben also g",h" zu conjugirten Punkten. Jede zwei con- 
jugirten Punkte Z, & sind Grundpunkte zweier projeetiven Strahlbüschel, 
deren entsprechende Strahlen nach conjugirten Punkten x, & oder y, 7 
gehen, und welche einen Kegelschnitt des Büschels (ghg'h') erzeugen 
(Nr. 185). 

Es liegt jetzt nahe, ebenso ein zweites Kegelschnittbüschel aus 
den beiden Involutionen (x, £) und (z,£) und ein drittes aus den (y, n) 
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und (z, &) hervorgehen zu lassen; diese drei Kegelschnittbüschel mit 
den Grundpunkten 


Ohr Bd uk 
wollen wir mit (U, 8], {9 


bezeichnen und conjugirte Kegelschnittbüschel nennen. Solche drei Kegel- 
schnittbüschel bieten eine Reihe von merkwürdigen Eigenschaften dar, 
welche im Folgenden abgeleitet werden sollen. 


Durch einen beliebigen Punkt s in der Ebene gehen drei Kegel- 
schnitte A, B, CO, welche beziehungsweise den drei conjugirten Büscheln 
angehören; von diesen drei Kegelschnitten schneiden sich je zwei ausser 
in den drei ersichtlichen Punkten noch in einem jedesmaligen vierten, 
pree: B und C in den Punkten g, h, s und o, 

IR NE ETUE „ DEE OR 


a UN. S A E G, 


Die drei Punkte ø, ø', o" liegen in gerader Linie.. Durch den 
Punkt s giebt es nämlich im allgemeinen zwei Strahlen, die sowohl 
X wie B in je einem Paare conjugirter Punkte der auf ihnen befind- 
lichen Involutionen, folglich auch & in einem Paare der ihrigen treffen. 
Allerdings können, da (x, &) und (y, y) hyperbolisch angenommen sind, 
jene beiden Strahlen durch s auch imaginär werden, welchen Fall wir 
nachher untersuchen wollen. Seien zuerst diese beiden Strahlen durch 
s reell und so beschaffen, dass, wenn der eine die Träger A, X, € in 
a,b,c trifft, der andere ihnen in den conjugirten Punkten «, ß, py be- 
gegnet, dann liegen die Punkte: | 


(ab ba) =d (ayceo)=e, (by,ch)=-a 


in gerader Linie (Nr. 66). Sie sind jene vierten Schnittpunkte. Denn 
weil sowohl a,«, als auch b, ß für das Büschel [C] conjugirt sind, so 
sind es auch (ab, «ß)=s und (aß, ba) = 0"; ebenso ist ø der con- 
jugirte Punkt zu s für das Büschel [A] und o' für das Büschel [V]. 
Die Tangenten in s an den drei Kegelschnitten A, B, C gehen also 
bezw. durch 0,0’, 0"; es trifft aber der Kegelschnitt A die Gerade A 
in den Punkten a und «, denn die beiden Strahlbüschel mit den Grund- 
punkten a und «, welche nach den Paaren eonjugirter Punkte (y, 1) 
oder (z, ¢) hingehen, erzeugen den Kegelschnitt A, weil ab und «aß 
sich in s treffen; aus dieser Erzeugung folgt, dass auch (aß, ab) = o" 
ein Punkt dieses Kegelschnitts ist. Ebenso trifft der Kegelschnitt B 
die Gerade Y in den Punkten b und ß, und (bæ, pa) = o" ist ein Punkt 
auf ihm, und da die Kegelschnitte A und B bereits die drei Punkte 
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s, g", h!" gemein haben, so ist 0” ihr vierter gemeinschaftlicher Punkt. 
In gleicher Weise folgt, dass (by, cß) = 6 der vierte Schnittpunkt der 
Kegelschnitte B und C, und endlich, dass (ca, ay) = 0’ der vierte 
Schnittpunkt der Kegelschnitte A und C ist. Die Strahlen sabc, saßy, 
welche nach conjugirten Punkten der drei Involutionen gehen, sind zu 
den Strahlen harmonisch, welche nach den Doppelpunkten g, h; g', h'; 
g", h" gehen; da diese die Gegenecken eines vollständigen Vierseits sind, 
so sind jene Strahlen die Doppelstrahlen der Involution der Tangenten- 
paare aus s an die Kegelschnitte der Schaar, welche diesem Vierseit 
eingeschrieben ist. Wir haben also folgendes Ergebniss: 

Hat man drei conjugirte Kegelschnittbüschel, so geht durch einen be- 
liebigen Punkt s in der Ebene aus jedem Büschel ein Kegelschnitt ; 
diese drei Kegelschnitte A, B, C haben zu je zweien noch einen vierten 
gemeinschaftlichen Punkt, und zwar B und CO den Punkt 6, C und A 
den Punkt 0', A und B den Punkt o". Die drei Punkte o, 0', o" liegen 
in einer Gerade X, und die drei Strahlen s6,s0',so"' sind die Tan- 
genten der Kegelschnitte A, B,C im Punkte s; die Punkte o, 0', o" sind 
ferner die conjugirten Punkte von s in Bezug auf die drei conjugirten 
Büschel. Die drei Kegelschnitte A, B, © treffen endlich bezw. die Träger 
A, B, C der drei Involutionen in drei Paaren conjugirter Punkte au, bB, cy, 
und von diesen sechs Punkten liegen zweimal je drei, nämlich a,b, c 
und «œ, ß, y, in einer Gerade; diese beiden (Geraden gehen durch s. 

Die sechs Grundpunkte der drei conjugirten Kegelschnittbüschel bilden 
ein vollständiges Vierseit, und es giebt eine Kegelschnittschaar, welche dem 
letzteren eingeschrieben ist; die beiden Geraden abe und aßy durch s 
sind die Doppelstrahlen der Involution der Tangentenpaare aus s an die 
Kegelschnittschaar und daher die Tangenten der durch s gehenden Kegel- 
schnitte dieser Schaar. Der Polarkegelschnitt von s in Bezug auf diese 
Kegelschnittschaar berührt die Geraden abe und aßy und ist ausserdem 
dem Diagonaldreieck pqr des vollständigen Vierseits eingeschrieben; die 
Punkte o, 0', o" sind die Pole der drei Strahlen sp, sq, sr in Bezug auf 
den genannten Polarkegelschnitt, und die Gerade & ist also die Polare 
von s in Bezug auf ihm. Denn z. B. a«ßb ist ein diesem Polarkegel- 
schnitt umgeschriebenes Vierseit, da nicht bloss ab und «ß, wie eben 
gesagt, ihn berühren, sondern auch a« = A und b = X als Polaren 
von s in Bezug auf zwei Punktepaare der Schaar; also ist o"sr, sein 
Diagonaldreieck, ein Polardreieck des Kegelschnitts. 

Wir müssen jetzt dieselben Resultate auch für den andern mög- 
lichen Fall nachweisen, wenn nämlich die beiden durch den angenom- 
menen Punkt s gehenden Strahlen, welche die Träger der drei Invo- 
lutionen (z, €), (y, n), (2,&) gleichzeitig in drei Paaren conjugirter 
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Punkte treffen, nicht reell sind. Hierzu construiren wir den dem s 
conjugirten Punkt in Bezug auf das Büschel [A], dessen Grundpunkte 
g,h',g",h" sind und dessen gemeinschaftliches Polardreieck ghp ist; 
wenn wir also sy, sh, sp ziehen und die vierten harmonischen Strahlen 
zu ihnen je in Bezug auf die in 9,h,p sich schneidenden Gegenseiten 
des Vierecks g'h'g'h' bestimmen, so sind diese drei Strahlen die 
Polaren von s in Bezug auf die drei Geradenpaare des Büschels [XM] 
und schneiden sich in dem zu s conjugirten Punkte ø; also sind die 
vier Strahlen g (g', h’; s, 6) vier harmonische Strahlen, ebenso auch 
h (g,h';s, 6) und in gleicher Weise g (g", h"; s, o) und h (g",W;s, o). 
Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse g (g', W', s, 6) und h (g', W, s, 6) 
folgt aber, dass die sechs Punkte g, h, g’, h',s, 6 auf einem Kegelschnitt 
liegen, und dasselbe gilt für die sechs Punkte g, h,g",h",s,o. Diese 
beiden Kegelschnitte B und C, welche den Büscheln [X] und [E] an- 
gehören und durch s gehen, schneiden sich also in dem vierten Punkte ø, 
welcher der conjugirte ist zu s in Bezug auf das Büschel [A] und also 
in der Tangente des durch die fünf Punkte g', M, g",h",s gelegten 
Kegelschnitts A in dem Punkte s sich befindet. Die analoge Eigen- 
schaft ergiebt sich für A und B, A und C, und somit bestätigt sich 
der erste Theil des obigen Satzes. 

Da die fünf Punkte g', h’, g", h",s auf einem Kegelschnitte A liegen, 
von dem sø eine Tangente ist, so sind, wenn wir eine Strahlinvolution 
durch die beiden Paare sg', sh’; sg", sh" bestimmen, weil deren 
Durchbohrungssehnen g'’%' und g'h' mit A sich in p treffen, sp und 
søg ein drittes Paar dieser Involution (Nr. 110). Sie hat, wegen der 
Eigenschaft des vollständigen Vierseits, auch sg und sh zu conjugirten 
Strahlen und ist diejenige Involution, welche von den Tangentenpaaren 
aus s an die Kegelschnittschaar gebildet wird, die dem vollständigen 
Vierseit ghg'h' g'h” eingeschrieben ist, oder (Nr. 239) diejenige, welche 
dem Polarkegelschnitt des Punktes s in Bezug auf diese Kegelschnitt- 
schaar zugehört; folglich sind sp und so conjugirte Strahlen für den 
genannten Polarkegelschnitt. Andererseits berührt dieser Polarkegel- 
schnitt die Seiten des Diagonaldreiecks pqr, und po ist, wie wir ge- 
sehen haben, der vierte harmonische Strahl zu ps in Bezug auf pq 
und pr, zwei Gegenseiten des Vierecks g’h'g"h"; also sind ps und po 
conjugirt in Bezug auf den Polarkegelschnitt und daher ø der Pol 
von sp in Bezug auf denselben. In gleicher Weise ergiebt sich, dass 
der Pol von gs der Punkt o' und der von rs der Punkt o" ist, und 
da die drei Strahlen ps, gs, rs durch einen Punkt s gehen, so müssen 
die drei Pole ø, 0',0" in einer Gerade Q liegen, welche die Polare 
von s ist. 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 21 
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Hierdurch ist der zweite Theil des obigen Satzes erwiesen und 
damit zugleich folgender Satz gewonnen: 

Wenn man die drei Paare Gegenecken eines vollständigen Vierseits 
gh, g’h', g'h! mit einem beliebigen Punkte s verbindet und zu jedem dieser 
Strahlen den vierten harmonischen Strahl in Bezug auf die beiden in der 
Ecke sich schneidenden Seiten des Vierseits constrwirt, so liegen die drei 
Punkte, in denen sich die zu Gegenecken gehörigen vierten harmonischen 
Strahlen begegnen, in einer (Gerade. 

Ein besonderer Fall des dualen Satzes ist bekannt, nämlich: 
Die Verbindungslinien der Mitten der drei Gegenseitenpaare eines voll- 
ständigen Vierecks laufen durch einen Punkt (Schwerpunkt). 

Die drei conjugirten Kegelschnittbüschel [A], [B], [€] haben 
weitere .‚bemerkenswerthe Eigenschaften. Legt man aus irgend einem 
Punkte a der Gerade A das Tangentenpaar an einen Kegelschnitt B 
des Büschels [X], dessen Grundpunkte g, 4, g", h" sind, mit den Be- 
rührungspunkten ż, t, so geht die Polare ff! von a in Bezug auf B 
durch den conjugirten Punkt « der Involution (x, &), weil œ der vierte 
harmonische Punkt zu a; g,h ist. Die vier Punkte g, h;t,t auf dem 
Kegelschnitt P besitzen aber die Eigenschaft, dass sie mit irgend 
einem andern Punkte desselben verbunden vier harmonische Strahlen 
liefern (Nr. 86); folglich sind ebensowohl g" (g, h; t,t), als auch 
h" (h, g;t,ť) vier harmonische Strahlen und aus der Gleichheit der 
Doppelverhältnisse ergiebt sich, dass die vier Punkte g', h; t, t, von 
denen g',h' die Schnitte (g'g, h'h) und (g'h, h'g) sind, mit g", W" auf 
einem Kegelschnitt A liegen und vier harmonische Punkte auf ihm 
sind (Nr. 86), folglich tt! durch den Pol von g'h' gehen muss; der Pol 
von g'h in Bezug auf den Kegelschnitt A muss aber auf gh liegen, 
weil pgh ein Polardreieck für diesen Kegelschnitt ist; also ist der 
Punkt (tt, gh) = « dieser Pol, und «g' und «4 sind Tangenten des 
Kegelschnitts A in den Punkten g', Wœ. Da ferner pgh das Diagonal- 
dreieck des vollständigen Vierecks y'’h'g’h" ist und die Tangenten des 
dem letzteren umgeschriebenen Kegelschnitts A in g’, 4 sich auf der 
Diagonale għ im Punkte « treffen, so müssen auch seine Tangenten 
in g",h' sich auf der Diagonale yh schneiden in dem zu g,h;« har- 
monischen Punkte, also in a. Der Kegelschnitt A hat daher ag" 
und ah" zu Tangenten in den Punkten g' und A. Fassen wir das 
Gefundene zusammen, so ergiebt sich: Legt man aus irgend einem 
Punkte a der Gerade A das Tangentenpaar an einen Kegelschnitt B 
des Büschels [X], so liegen die Berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitte A, welcher durch die vier Punkte g', h', g", h" geht und ag”, 
ah" zu Tangenten hat; verändern wir daher den Kegelschnitt B in [B], 
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halten aber den Punkt a fest, so verändern sich die Berührungspunkte 
t,t, während der Kegelschnitt A, auf welchem sie liegen müssen, 
derselbe bleibt; also: 

Legt man aus irgend einem Punkte a der Gerade U an sämmtliche 
Kegelschnitte des Büschels [Y] die Tangentenpaare, so ist der Ort ihrer 
Berührungspunkte ein bestimmter Kegelschnitt A des Büschels |, 
welcher ag", ah" zu Tangenten hat, also © zur Polare von a hat. 
Weil dieser Kegelschnitt A aber auch «g' und «h' zu Tangenten hat, 
so folgt: 

Legt man aus irgend einem Punkte « der Gerade A an sämmtliche 
Kegelschnitte des Büschels [C] die Tangentenpaare, so ist der Ort ihrer 
Berührungspunkte ein bestimmter Kegelschnitt A des Büschels [A], 
welcher ag, ah’ zu Tangenten hat; und zwar entsteht, wenm a und « 
harmonisch liegen zu 9,h, für den Punkt a und das Büschel [X] der- 
selbe Kegelschnitt A, wie für den Punkt « und das Büschel [C], ebenso 
auch für den Punkt a und das Büschel [C] derselbe Kegelschnitt A, wie 
für den Punkt « und das Büschel [XY]. Die Kegelschnitte A und A 
sind verschieden; sie gehören beide dem Büschel [A] an, der erstere hat 
ag", ah" zu Tangenten, der andere ag’, ah' und zugleich der erstere 
ag, ah’, der andere ag", ah”. 

Wir sehen hieraus, wie das Büschel [A] aus dem conjugirten 
Büschel [V] oder [C] hervorgeht; in gleicher Weise entsteht das 
Büschel [X] aus den Büscheln [A] und [€] und endlich das Büschel 
|&] aus den Büscheln [M] und [XY]. Geht man andererseits von einem 
beliebigen Kegelschnittbüschel mit vier Grundpunkten aus, so kann 
man die beiden andern zu ihm conjugirten Büschel dadurch ableiten, 
dass man ein Geradenpaar des ersten Kegelschnittbüschels und in 
der einen Gerade desselben einen Punkt a annimmt und aus a die 
Tangentenpaare an sämmtliche Kegelschnitte des Büschels legt; dann 
liegen die Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt, welcher mit der 
Veränderung von a das eine conjugirte Büschel erzeugt; in gleicher 
Weise liefert die andere Gerade das dritte conjugirte Büschel. Kommen 
in dem gegebenen Büschel drei reelle Geradenpaare vor, so giebt es 
dreimal solche drei eonjugirten Büschel, im Ganzen also sieben Kegel- 
schnittbüschel, da das ursprüngliche dreimal zählt. 

Die beiden oben betrachteten Kegelschnitte A und A stehen mit 
den beiden Punkten a und «, welchen sie entsprechen, in einem eigen- 
thümlichen Zusammenhange. Da der Ort der Berührungspunkte aller 
an die Kegelschnitte des Büschels [XY] aus dem Punkte a gelegten 
Tangentenpaare der Kegelschnitt A ist, so wird es, wenn irgend eine 
durch a gelegte Transversale den Kegelschnitt A in den Punkten t 
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und r trifft, zwei Kegelschnitte des Büschels [V] geben, welche die 
Transversale in den Punkten ¢ und r berühren, und es sind daher / 
und r die Doppelpunkte der Involution, welche von den Kegelschnitten 
des Büschels [X] auf der Transversale ausgeschnitten wird. Betrachten 
wir nun den Kegelschnitt A, der durch g', 4’, g", W! geht, und dessen 
Tangenten ay', ah' sind; möge jene Transversale ihn in r und ọ treffen, 
so sind g',h';r, ọ vier harmonische Punkte dieses Kegelschnitts (Nr. 86), 
also die Doppelverhältnisse g”(g',h',r,o) und h(W',g',r,o) einander gleich. 
Also schliessen wir, wie oben, dass die sechs Punkte g, h, r, o, g", W auf 
einem Kegelschnitte liegen, welcher natürlich dem Büschel [X] an- 
gehört; es sind daher r, ọ conjugirt in jener Involution auf der Trans- 
versale, welche { und r zu Doppelpunkten hat; r, o liegen folglich zu 
t,t harmonisch, und zugeordnet sind von diesen vier Punkten je die 
auf demselben von den Kegelschnitten A und A gelegenen Punkte. 
Jede durch den Punkt a gezogene Transversale trifft demnach die 
beiden Kegelschnitte A und A in vier harmonisch gelegenen Punkten, 
von denen je die beiden Schnittpunkte mit demselben Kegelschnitt 
zugeordnete sind; dasselbe gilt für den Punkt œ. Wir haben daher 
den Satz: 

Legt man aus irgend einem Punkte a einer gemeinschaftlichen Secante 
eines Kegelschnittbüschels die Tangentenpaare an dasselbe, so liegen die 
Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt A; legt man aus dem con- 


jugirten Punkte « zu a in Bezug auf das Büschel ebenfalls die Tan- 


gentenpaare an die Kegelschnitte des Büschels, so liegen die Berührungs- 
punkte auf einem andern Kegelschnitt A; die beiden Kegelschnitte A und 
A haben zu den Punkten a und « die eigenthümliche Lage, dass jede 
durch a oder « gehende Transversale von den beiden Kegelschnitten in 
vier harmonischen Punkten getroffen wird, von denen je zwei Schnitt- 
punkte desselben Kegelschnitts. zugeordnete sind. 

Von drei econjugirten Kegelschnittbüscheln hat, wegen Nr. 186, ent- 
weder jedes vier reelle @rundpunkte, oder zwei haben zwei reelle und 
zwei imaginäre und das dritte lauter imaginäre Grundpunkte. Von 
dieser letzteren Art wird der gleich zu erwähnende Specialfall sein. 

Neben die conjugirten Kegelschnittbüschel stellen sich polar die 
conjugirten Kegelschnittschaaren. Es bleibt noch übrig, den in Nr. 246 
erwähnten besonderen Fall von drei conjugirten Kegelschnittbüscheln 
mit dem hier behandelten allgemeinen Falle in Verbindung zu setzen. 
Nehmen wir nämlich an, dass von den drei erzeugenden Involutionen 
(2,8), (y, n) und (z, 8) eine die ausgezeichnete Involution I» auf Gs 
sei, deren conjugirte Punkte in zu einander rechtwinkligen Riehtungen 
liegen und deren Doppelpunkte die absoluten Punkte sind; ist (=, £) 
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diese Involution, dagegen (y, y) eine beliebige hyperbolische Involution 
mit den Doppelpunkten g', h', so wird der Träger © der dritten In- 
volution diejenige Gerade sein, welche in dem Mittelpunkte p von 
(y, n), der dem unendlich entfernten conjugirt ist, d.h. in der Mitte 
von g'h! senkrecht steht auf Y, und die dritte Involution (z, &) auf ©, 
welche elliptisch sein muss (Nr. 186), wird erhalten, indem wir durch 
y einen beliebigen Strahl yz und durch n den darauf senkrechten n& 
ziehen, welche & in z und ¢ treffen; p ist ebenfalls der Mittelpunkt 
dieser Involution, und z,& liegen nach entgegengesetzten Seiten von p 
ee oae py -pn +pz.pg=0 

ist, d.h. die Potenzen der beiden Involutionen auf ® und & gleich, 
aber entgegengesetzt sind. Wir kennen drei solche Involutionen von 
der Theorie der Brennpunkte eines Kegelschnitts her (Nr. 138). 

Die von solehen drei Involutionen erzeugten conjugirten Kegel- 
schnittbüschel nehmen einen besonders einfachen Charakter an, indem 
zwei von ihnen conjugirte Kreisbüschel werden, und das dritte ein 
Büschel gleichseitiger Hyperbeln wird, welches in den Elementen un- 
erwähnt zu bleiben pflegt. In der That, das Büschel [©] wird ein 
gewöhnliches Kreisbüschel, für welches die beiden reellen Punkte g', W 
auf Ý Grundpunkte sind, weil die absoluten Punkte auf Ge allen 
Kegelschnitten dieses Büschels gemeinschaftlich sind, letztere also alle 
Kreise werden; diese Kreise haben ihre Mittelpunkte auf © und treffen 
Œ in je zwei conjugirten Punkten der Involution (z, €). Das Büschel 
[B] wird ebenfalls ein Kreisbüschel mit der ideellen gemeinschaftlichen 
Secante Č; es hat nämlich seine Mittelpunkte auf X, und jeder Kreis 
desselben trifft B in je zwei conjugirten Punkten y, der gegebenen 
Involution; die Kreise dieses Büschels haben also die Strecken zwischen 
je zwei conjugirten Punkten yņ zu Durchmessern. Die Doppelpunkte 
g,h' repräsentiren insbesondere die Nullkreise dieses Büschels. Die 
beiden genannten Kreisbüschel heissen bekanntlich conjugirte Kreis- 
büschel und jeder Kreis des einen schneidet jeden des andern recht- 
winklig. 

Diese Rechtwinkligkeit ergiebt sich aus den Eigenschaften der 
allgemeinen Figur folgendermassen. Die Berührungspunkte der Tan- 
genten aus einem Punkte b von ® an die Kreise des Büschels [C] 
liegen auf einem Kreise des Büschels [X] und zwar dem, welcher b 
zum Mittelpunkte hat; denn die dritte Gerade U = Ga ist Polare von b. 
Also schneidet dieser Kreis alle Kreise von [©] rechtwinklig, und so 
jeder Kreis von [Y]. Ebenso kann man von einem Punkte von & 
ausgehen. 
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Sind nun b und ß in der Involution (y, y) auf ® conjugirt, also 
Schnitte eines Kreises des Büschels [X], so sind die beiden Kreise von 
[B], deren Mittelpunkte sie sind, so beschaffen, dass jede Transversale 
durch den einen oder andern Mittelpunkt beide harmonisch schneidet, 
mithin zu einander orthogonal (Nr. 13). Für die analog beschaffenen 
Kreise des Büschels [6] kann man, wegen der reellen Grundpunkte 
auf V, diese Orthogonalität unmittelbar erkennen. 

Unsere allgemeine Figur lehrt aber auch, dass die beiden Kreise 
aus [X] und [C], welche durch einen Punkt s gehen, sich in ihm 
rechtwinklig schneiden. Denn die Strahlen abe, «ßy durch s sind im 
vorliegenden Falle, wo zwei von den Involutionen elliptisch sind und 
die eine die J», reell und rechtwinklig; folglich sind sbo"ß und syo'c 
Rechtecke und ähnlich; daraus ergiebt sich, dass die Diagonalen so", 
so', das sind die Tangenten der beiden Kreise im Punkte s, zu einander 
senkrecht sind. 

Das dritte Büschel [A] endlich hat die reellen Punkte g', œ! auf 
H zu Grundpunkten und die Involution (2,8) auf © zur gemeinsam 
zugehörigen; es besteht aus lauter gleichseitigen Hyperbeln, da es den 
früher (Nr. 229) aufgestellten Bedingungen dafür genügt, dass ein 
Büschel mit zwei reellen und zwei imaginären Grundpunkten ein 
Büschel gleiehseitiger Hyperbeln sei. Ueberdies schneidet es ja die 
A = Ga in der Involution Ia: die unendlich fernen Punkte einer jeden 
seiner Curven .liegen in zwei zu einander senkrechten Richtungen. Der 
Punkt p ist der Pol von X in Bezug auf alle diese Hyperbeln, also 
gemeinsamer Mittelpunkt; der Mittelpunktskreis redueirt sich daher auf 
diesen Punkt, und je zwei durch ihn gehende rechtwinklige Strahlen 
sind die Asymptoten einer Hyperbel des Büschels; da sie ausserdem durch 
die reellen Punkte g', h geht, so ist sie leicht zu construiren. (Vgl. $ 61.) 


$ 52. Besondere Fälle von Kegelschnitt-Büscheln und -Schaaren: 
Kegelschnitte, die sich doppelt berühren, eonfocale Kegelschnitte. 


Die Kegelschnitt-Büschel und -Schaaren bieten eine Anzahl von 
besonderen Fällen dar. Wir haben bereits als besondere Fälle die 
einem Dreiseit eingeschriebene Parabelschaar, das Büschel gleichseitiger 
Hyperbeln und das Kreisbüschel gefunden. In diesem Paragraphen 
sollen noch einige besondere Fälle anderer Art untersucht werden. 

Wenn von den beiden erzeugenden Involutionen (z,&) und (y, n) 
auf den Trägern A und Y, welche sämmtlichen Kegelschnitten des 
Büschels gleichzeitig zugehören, eine, die auf X, parabolisch ist, d. h. 
ihre beiden Doppelpunkte g, h in g zusammenfallen, so hat dieser Punkt 
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zu seinem conjugirten jeden beliebigen andern von A (Nr. 38); die 
Gerade ©, welche die conjugirten Punkte des Schnittpunktes AB in 
beiden Involutionen verbindet, geht also durch g, und die dritte In- 
volution (2,&) auf & wird auch parabolisch und hat ebenfalls in g 
zusammenfallende Doppelpunkte. Alle Kegelschnitte des Büschels be- 
rühren daher die Gerade X in dem Punkte g und gehen ausserdem durch 
die reellen oder imaginären Doppelpunkte der andern gegebenen Involution 
(y, n) auf B. Das gemeinschaftliche Polardreieck des Büschels redueirt 
sich in diesem Falle auf den Schnittpunkt yv der Geraden X, Y und 
den doppelt zu zählenden Punkt g, in welchem die beiden Doppel- 
punkte der Involution z,$ sich vereinigt haben, die beiden andern 
Ecken des Polardreiecks. Von den drei unter den Kegelschnitten des 
Büschels vorkommenden Geradenpaaren ist das eine A, Y; die beiden 
andern fallen in dasjenige zusammen, dessen Geraden von g nach g', M! 
gehen. Der Mittelpunktskegelschnitt des Büschels geht durch den 
Schnittpunkt r von A und Y, durch den Mittelpunkt m, der Involution 
auf X, durch den Punkt g, in welchem er die Gerade © zur Tangente 
hat. Falls die Involution auf ® hyperbolisch ist und die Doppelpunkte 
g,h' hat, geht er auch durch die Mitten der beiden Strecken gg' und 
għ. Wenn sie dagegen elliptisch ist, so ist er durch die vorigen Be- 
dingungen noch nicht vollständig bestimmt; wir wissen aber, dass die 
Mitte von gm, der Mittelpunkt des gesuchten Kegelschnitts sein muss, 
denn g ist m. (Nr. 227); es wird also die Tangente in m, parallel 
laufen mit ©, und hierdurch ist der Mittelpunktskegelschnitt unzwei- 
deutig bestimmt. Zugleich erkennen wir, dass er Hyperbel sein muss, 
das Büschel also aus einer Reihe von Ellipsen und einer von Hyperbeln 
besteht, welche durch zwei Parabeln von einander getrennt werden; 
denn die ideelle gemeinsame Secante Y trennt die beiden (vereinigten) 
reellen Grundpunkte nicht (Nr. 228). Im ersteren Falle hingegen ist 
der Mittelpunktskegelschnitt Hyperbel oder Ellipse, je nachdem die 
Verbindungslinie X der vereinigten Grundpunkte in das Dreieck gg'h’ 
nicht eintritt oder eintritt. 

Aehnlich verhält es sich mit einer Kegelschnittschaar, bei welcher 
eine der beiden erzeugenden Strahlinvolutionen parabolisch ist, und 
deren Kegelschnitte eine und dieselbe Gerade in einem festen Punkte be- 
rühren, während sie ausserdem zwei reelle oder imaginäre gemeinschaft- 
liche Tangenten haben. Wir unterlassen hier die nähere Ausführung, 
weil sowohl jenes specielle Büschel, als auch diese besondere Schaar 
von geringerem Interesse ist, als die noch specielleren, zu denen wir 
gelangen, wenn wir beide erzeugenden Punktinvolutionen oder beide 
erzeugenden Strahlinvolutionen parabolisch annehmen; dann tritt in 
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beiden Fällen dasselbe Gebilde auf, welches gleichzeitig als Kegelschnitt- 
Büschel und -Schaar angesehen werden muss und daher auch die Eigen- 
schaften beider Gebilde mit einigen Modificationen in sich vereinigt. 
Sind nämlich zwei parabolische Punktinvolutionen auf den Trägern A 
und Ý gegeben und die Doppelpunkte der ersten in g, die der zweiten 
in g' vereinigt, so besteht das Kegelschnittbüschel aus sämmtlichen Kegel- 
schnitten, welche in g und g' dieselben Tangenten A und B haben, also 
sich selbst in diesen beiden Punkten (doppelt) berühren. Wir können 
gleichzeitig die Punkte g und g' als Grundpunkte zweier parabolischen 
Strahlinvolutionen auffassen, deren Doppelstrahlen beziehlich in die 
Strahlen A und Y sich vereinigt haben; die Kegelschnitte der durch 
diese beiden Involutionen erzeugten Schaar berühren sämmtlich A und 
$ beziehlich in den Punkten g und g’ und werden daher mit den 
Kegelschnitten jenes Büschels identisch. 

Von den drei Geradenpaaren des Büschels sich doppelt berührender 
Kegelschnitte besteht eins aus den beiden gemeinsamen Tangenten X, B, 
während die beiden andern sich in eins vereinigt haben und in diesem 
wiederum die beiden Geraden in die Berührungssehne gg’ zusammen- 
gefallen sind; in ihr haben sich zwei Paare Gegenseiten des Vierecks 
der Grundpunkte vereinigt (Nr. 172). Von den drei Punktepaaren der 
Schaar besteht eins aus den beiden Berührungspunkten g, g', während 
die vier Punkte der übrigen in den Schnittpunkt r = AB der gemein- 
samen Tangenten zusammenfallen, der also ein (doppeltes) Punktepaar 
mit zwei vereinigten Punkten darstellt. Dieser Punkt möge der Be- 
rührungspol heissen. 

Jede Gerade X schneidet eine „Büschel-Schaar“ sich doppelt be- 
rührender Kegelschnitte in einer Involution, und ebenso bilden die Tan- 
gentenpaare aus jedem Punkte P an diese Kegelschnitte eine Involution. 
Beide Involutionen sind stets hyperbolisch (Nr. 172); der eine Doppel- 
punkt der ersteren ist immer der Schnittpunkt mit der Berührungs- 
sehne gg', die Schnitte mit den Tangenten A, X bilden ein Paar, und 
der vierte harmonische Punkt in Bezug auf dieses Paar zu jenem 
Punkte, der andere Doppelpunkt, ist der Berührungspunkt der Trans- 
versale mit dem einzigen Kegelschnitte der Düschel-Schaar, der sie be- 
rührt. Für die andere Involution ist der eine Doppelstrahl der von P 
nach dem Berührungspole r gehende, ein Strahlenpaar geht nach g, g', 
und der zweite Doppelstrahl, der vierte harmonische zu Pr in Bezug 
auf P (g, gù, ist die Tangente des einzigen durch P gehenden Kegelschnitts 
der Büschel-Schaar. Man sieht, wie in dieser Weise die Eigenschaft 
des allgemeinen Büschels, dass zwei von seinen Kegelschnitten eine 
Gerade berühren, mit der der Schaar, dass nur einer von ihren Kegel- 
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schnitten es thut, sich vereinigt, und ebenso die Eigenschaft der 
Schaar, dass zwei ihrer Kegelschnitte durch einen Punkt gehen, mit 
der des Büschels, bei welchem es nur einer thut. 

Die Mittelpunkte der Kegelschnitte liegen, weil diese eine Schaar 
bilden, auf einer Gerade, offenbar der Verbindungslinie des Punktes », 
der Mitte zweier auf die Länge O reducirter Diagonalen, und der 
Mitte von gg'; der andere Bestandtheil des Mittelpunktskegelschnitts 
des Büschels, neben dieser Gerade, ist die Gerade gg'; denn für dieses 
Geradenpaar kann jeder Punkt der Gerade, in der sich seine Geraden 
vereinigt haben, als Mittelpunkt (überhaupt als Pol einer jeden Gerade) 
angesehen werden, da die Gerade ja auch Polare eines jeden Punktes ist. 

Die Kegelschnitte dieser Büschel-Schaar zerfallen in eine Reihe 
von Ellipsen und eine Reihe von Hyperbeln, welche von einander ge- 
trennt werden einmal durch das Punktepaar gg' und das andere Mal 
durch die einzig vorkommende Parabel, deren Mittelpunkt der unendlich 
entfernte Punkt der vorhin construirten Mittelpunktsgerade ist. Ihre 
sämmtlichen Kegelschnitte haben den Berührungspol und die Berührungs- 
sehne zu Pol und Polare, die Involution, welche dem ersteren, und 
diejenige, welche der letzteren zugehört, sind für alle dieselben, und 
beide Involutionen liegen perspectiv. Hiernach lässt sich diese Büschel- 
Schaar auch in anderer Weise erzeugen: 

Wenn eine Pumktinvolution auf dem Träger & und eine mit ihr 
perspective Strahlinvolution, deren Grundpunkt o ist, gegeben sind, so 
bilden sämmtliche Kegelschnitte, in Bezug auf welche diese beiden Gebilde 
die dem Punkte o und der Gerade X zugehörigen Involutionen sind, eine 
Bäschel-Schaar von Kegelschnitten, die sich doppelt berühren. 

Sind beide Involutionen hyperbolisch, so berühren sich alle Kegel- 
schnitte in den beiden Doppelpunkten der ersten Involution und haben 
in ihnen die Doppelstrahlen der zweiten zu gemeinschaftlichen Tan- 
genten; sind dagegen beide elliptisch, so ist die Büschel-Schaar nichts- 
destoweniger vollständig bestimmt und kann reell eonstruirt werden; 
in diesem Falle sagen wir der Analogie wegen: Die Kegelschnitte 
haben eine imaginäre doppelte Berührung. Die oben angegebenen 
Eigenschaften ‚behalten ihre Gültigkeit; denn, da für alle Kegelschnitte 
der Büschel-Schaar o und £ Pol und Polare sind, so ist, wenn s der 
Schnitt einer beliebigen Transversale mit X und ø der ihm conjugirte 
in der Punktinvolution ist, oø die Polare von s für sämmtliche Kegel- 
schnitte der Schaar; wenn also die Transversale in ¢ die Polare 06 trifft, 
so liegen s und ¢ harmonisch zu sämmtlichen Punktepaaren, in welchen 
die Transversale von den Kegelschnitten der Büschel-Schaar getroffen wird. 
Und wenn wir andererseits durch einen beliebigen Punkt den Strahl nach o 
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ziehen, so ist der Schnittpunkt des ihm in der Strahlinvolution econjugirten 
Strahles mit X sein gemeinsamer Pol; daher sind jener Strahl und der 
vom beliebigen Punkte nach diesem Pole gezogene harmonisch zu 
allen Tangentenpaaren aus dem angenommenen Punkte an die Kegel- 
schnitte der Büschel-Schaar. Jene Punktepaare auf der Transversale bilden 
also ebenso eine Involution, wie diese Tangentenpaare aus dem Punkte. 

Die reelle Construction dieser einander doppelt berührenden Kegel- 
schnitte für den Fall, dass die beiden Berührungspunkte und also auch 
die gemeinschaftlichen Tangenten imaginär sind, ergiebt sich folgender- 
massen: 

Jeder Strahl durch den Berührungspol o schneidet die Büschel- 
Schaar in einer hyperbolischen Involution, von welcher o und der 
Schnitt mit der Berührungssehne die Doppelpunkte sind. Für jeden 
von den Kegelschnitten der Büschel-Schaar ist das Schnittpunktepaar 
p,” aus dieser Involution auch ein Punktepaar der krummen Involution, 
welche o zum Centrum und & zur Axe hat. Projieiren wir es aus 
irgend einem Punkte des Kegelschnitts auf die Gerade £, so ergiebt 
sich ein Punktepaar der gegebenen Involution auf dieser Gerade, als 
der ihr in Bezug auf alle Kegelschnitte der Büschel-Schaar zugehörigen. 
Durchläuft jener Punkt den Kegelschnitt, so durchläuft dieses Punkte- 
paar die ganze Involution auf £, und die beiden Strahlen durch p, x 
beschreiben projective Büschel, deren Erzeugniss der Kegelschnitt ist. 
Man erhält also einen Kegelschnitt der Büschel-Schaar, wenn man auf 
einer Transversale durch den Berührungspol o zwei zu diesem und dem 
Schnitte mit der Berührungssehne harmonisch gelegene Punkte p, x 
als G@rundpunkte projeetiver Strahlbüschel nimmt, deren entsprechende 
Strahlen nach conjugirten Punkten x, & der gegebenen Involution auf X 
gehen. Die Punkte (px, xé) und (pé, xx) erzeugen den Kegelschnitt. 
Und da sie Projectionen des Punktepaars x, & aus p (oder x) auf den 
Kegelschnitt sind, so bilden sie selbst ein Punktepaar der krummen 
Involution auf ihm, d. h. liegen mit o in gerader Linie. 

Jedes Punktepaar p, x der hyperbolischen Involution auf dem 
Strahle durch o führt so zu einem Kegelschnitte der Büschel-Schaar, 
und es reichen in dem Falle, der uns jetzt beschäftigt, wo die doppelte 
Berührung imaginär ist, die reellen Punktepaare dieser Involution hin, 
um zu allen reellen Kegelschnitten der Büschel-Schaar zu gelangen; 
die imaginären Punktepaare sind sämmtlich Schnitte imaginärer Kegel- 
schnitte. Denn o liegt innerhalb aller reellen Kegelschnitte der Büschel- 
Schaar, da seine Polare % imaginär schneidet. Im andern Falle, wo 
die doppelte Berührung reell ist, werden wir aus einem einzigen Strahle 
durch o nicht alle reellen Kegelschnitte der Büschel- Schaar erhalten; 
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aber da ist unsere Construction weniger wichtig, weil dann ja ein- 
facher die reellen Berührungspunkte als Grundpunkte der erzeugenden 
Büschel genommen werden können. Selbstverständlich können wir 
die besprochene Erzeugung auch dualisiren. 

Wenn die beiden Berührungen reell sind, so liegen die einen 
Curven in dem einen Scheitelwinkelpaar der gemeinsamen Tangenten, 
die andern im andern; dasjenige von diesen Winkelpaaren, in welchem 
nicht die endliche Strecke zwischen den Berührungspunkten sich be- 
findet, enthält nur Hyperbeln, denn diese allein haben ausserhalb ge- 
legene Sehnen. Die andere Reihe enthält Ellipsen und Hyperbeln und 
eine Parabel als Uebergang von jenen zu diesen. Zu den Hyperbeln 
der ersten Reihe findet von den Ellipsen der zweiten der Uebergang 
statt durch das Punktepaar der Berührungspunkte, bezw. die doppelte 
Verbindungslinie desselben, von den Hyperbeln aber durch das Geraden- 
paar der gemeinsamen Tangenten. Die Hyperbeln der ersten Reihe 
haben die beiden Berührungspunkte auf verschiedenen Aesten, die der 
zweiten auf demselben Aste. 

Im Falle der imaginären doppelten Berührung enthält die Büschel- 
Schaar auch imaginäre Curven, zu denen von den Ellipsen durch die 
Nulleurve o (imaginäres Geradenpaar mit reellem Doppelpunkt), von 
den Hyperbeln durch die Doppelgerade (imaginäres Punktepaar) der 
Uebergang stattfindet. 

Aus der Gemeinsamkeit der beiden perspectiven Involutionen ergiebt 
sich sofort, dass alle Kegelschnitte der Büschel-Schaar nicht bloss ein 
einziges, sondern unendlich viele Polardreiecke gemeinsam haben, welchen 
- allen der Berührungspol und die Berührungssehne gemeinschaftlich sind, 
während die Paare der veränderlichen Ecken und Seiten jene In- 
volutionen durchlaufen. 

Wenn der Berührungspol im Unendlichen liegt, so ist die Be- 
rührungssehne Durchmesser aller Kegelschnitte der Büschel-Schaar; diese 
sind concentrisch, da sie alle den Mittelpunkt der Involution auf X zum 
Mittelpunkte m haben, und sämmtlich Hyperbeln, falls diese elliptisch 
ist. 2 und mo sind für alle Kegelschnitte conjugirt; die Asymptoten 
bilden also eine Involution mit diesen Strahlen als Doppelstrahlen. 

Ist aber die Berührungssehne unendlich fern, so ist der Be- 
rührungspol gemeinsamer Mittelpunkt und die gegebene Involution 
um ihn gemeinsame Durchmesser-Involution. 

Die Kegelschnitte der büschel-Schaar sind dann ähnlich (ev. im 
weiteren Sinne) und ähnlich gelegen und concentrisch, mit gemeinsamen 
(reellen oder imaginären) Asymptoten, alle Ellipsen oder alle Hyperbeln, 
` je nach der Art der gegebenen Involutionen. Ein Specialfall hiervon ist 
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die Büschel-Schaar concentrischer Kreise, wo die Strahlinvolution eine 
rechtwinklige und die Punktinvolution die I» ist.* 

Aus dem Vorstehenden geht u. a. die Lösung der Aufgabe hervor: 
Durch drei gegebene Punkte einen Kegelschnitt zu legen, welcher einen ge- 
gebenen Kegelschnitt K® doppelt berührt. ** 

Es giebt vier Kegelschnitte, welche diesen Bedingungen genügen; 
doch zeigt es sich, dass dieselben nur dann reell sind, wenn entweder 
alle drei gegebenen Punkte p,g,r innerhalb oder alle drei ausserhalb 
des gegebenen Kegelschnitts liegen. Die drei Verbindungslinien pg, 
gr, rp treffen nämlich den Kegelschnitt K®) je in zwei andern Punkten, 
welche als ein zweites Paar conjugirter Punkte einer Involution auf- 
gefasst werden können. Liegen nun p, q,r innerhalb des Kegel- 
schnitts X®, so werden auf pq, gr, rp drei hyperbolische Involutionen 
bestimmt; diese befinden sich genau in derselben Lage, wie die drei 
zusammengehörigen Involutionen (æ, €), (y, n), (2,8) auf den Trägern 
A, B, € in Nr. 183fle., weil in jeder die Schnittpunkte mit den beiden 
andern Geraden conjugirt sind und einmal drei Paare conjugirter Punkte 
auf einem Kegelschnitte liegen; denn dadurch ist die dritte Involution 
aus den beiden andern bestimmt. Die drei Paare Doppelpunkte gh, 
g'h', g'h liegen daher zu je dreien auf vier geraden Linien: 

999", gh'h", hg'h', hh'g". 


Jede dieser vier Geraden trifft nun den Kegelschnitt K® in zwei 
solchen Punkten, in welchen ihn ein durch p, q,r und diese Punkte 
selbst gelegter Kegelschnitt doppelt berührt (reell oder imaginär); 
denn ein Kegelschnitt, welcher durch p gelegt wird und K®) in den 
beiden Schnittpunkten einer dieser vier @eraden doppelt berührt, muss 
durch q und r gehen, weil die Büschel-Schaar der in jenen Punkten 
den K® berührenden Kegelschnitte, zu welcher auch X® gehört, in 
pg, gr die obigen Involutionen einschneidet. Also hat die vorgelegte 
Aufgabe vier reelle Lösungen, sobald die drei Involutionen auf pq, 
qr,rp hyperbolisch sind; dies ist aber der Fall, wenn entweder die 
drei Punkte p, q,r innerhalb des Kegelschnitts K® liegen, oder alle 
drei ausserhalb. 

Es ist nämlich unmittelbar klar, dass die Involution, die auf der 
Verbindungslinie zweier Punkte durch diese und die Schnitte mit 
einem Kegelschnitte K® bestimmt wird, elliptisch ist, wenn der eine 
Punkt innen, der andere aussen liegt, und ebenso, dass sie hyperbolisch, 
wenn beide innen liegen, oder so aussen, dass die Schnittpunkte reell 


* Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures Nr. 94. 
** Poncelet, a.a. O. Nr. 418 — 422. 
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sind. Es bleibt uns der Fall, dass sie so aussen liegen, dass die 
Schnittpunkte imaginär sind; die Doppelpunkte sind dann das gemein- 
same Paar der hyperbolischen Involution der zu den verbundenen 
Punkten harmonischen Punkte und der elliptischen Involution der in 
Bezug auf K® conjugirten Punkte, die ja zu den Schnittpunkten har- 
monisch sind. Da eine der Involutionen elliptisch ist, so ist dies 
Paar reell. 

Sobald aber von den drei gegebenen Punkten p,g,r einer inner- 
halb und die beiden andern ausserhalb des Kegelschnitts K®) liegen, 
oder umgekehrt, ist nur eine von den drei Involutionen auf pq, gr, rp 
hyperbolisch, die beiden andern sind elliptisch; von den sechs Ecken 
des vollständigen Vierseits g, g', g", h, 4, h! ist also nur ein Paar 
Gegenecken reell, und die vier Seiten sind imaginär; die Aufgabe 
lässt also keine reelle Lösung zu. 

Es seien K®, K® zwei Kegelschnitte aus der Büschel-Schaar; 
eine Transversale treffe den ersteren in den Punkten ¢ und t,, die Be- 
rührungssehne Q in s; schneiden sich die Tangenten in t und £, an 


dem Kegelschnitt K®) in dem Punkte r”, so ist ro die Polare von s für 


beide Kegelschnitte; die vier Strahlen rt, rt,; ro,rs sind harmonisch. 

Trifft nun die Tangente in ¢ den andern Kegelschnitt K{2 in z,&, 
die in 4 aber in #,,&,, so trifft die Verbindungslinie œs den Kegel- 
schnitt KP) in demjenigen zweiten Punkte, welcher der vierte har- 
monische, dem x zugeordnete ist in Bezug auf s und den Schnittpunkt 
(xs, ro). Dieser vierte harmonische Punkt muss aber auf dem vierten 
harmonischen Strahl zu ræ; ro,rs liegen, und da dies der Strahl rt 
ist, welcher den Kegelschnitt K12 in «, und & trifft, so muss «s den 
Kegelschnitt K® in x, oder &, treffen; geht also xs durch «,, so muss 
auch s durch &, gehen, und es schneiden sich x, und z, in einem 
Punkte p der Gerade ro, indem prs ein Polardreieck in Bezug auf 
den Kegelschnitt K® ist. Wir haben hieraus folgenden Satz: 

Hat man zwei einander doppelt berührende Kegelschnitte und zieht 
zwei beliebige Tangenten an den einen, welche den andern in den Punkte- 
paaren xg und x,&, treffen, so liegt von den Schnittpunkten (xæ, EE), 
(xé, xé) der eine auf der gemeinschaftlichen Berührungssehne X, der 
andere aber, sowie der Punkt (xé, x% ) auf der Polare des ersten, 
welche durch den Berührungspol o geht. Der erste Punkt liegt mit den 
Berührungspunkten der beiden Tangenten in gerader Linie. 

Halten wir jetzt eine der beiden Tangenten, die in i,, fest und 
bewegen die andere am Kegelschnitt K®) herum, so beschreiben x, sa, &sẸ 
projective Strahlbüschel, die zugleich mit dem von £,st beschriebenen 
Strahlbüschel projeetiv sind. Wir schliessen daraus folgenden Satz: 
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Bewegt sich bei zwei einander doppelt berührenden Kegelschnitten KO 
und K® eine veränderliche Tangente an dem einen K®) herum, so be- 
schreiben die Punkte x und &, in denen sie je den andern K® schneidet, 
zwei projective krumme Punktreihen auf diesem Kegelschnitt, und der 
Derührungspunkt der Tangente beschreibt auf dem ersten Kegelschnitte 
eine zu diesen Punktreihen projective krumme Punktreihe, die Tangente 
selbst ein projectives Tangentenbüschel. 

Es gilt auch die Umkehrung: Hat man zwei krumme projective 
Punktreihen auf demselben Kegelschnitt, so umhüllt die Verbindungslinie 
entsprechender Punkte einen neuen Kegelschnitt, welcher mit dem gegebenen 
eine doppelte (reelle oder imaginäre) Berührung hat und zwar in den 
Doppelpunkten der Projectivität.® 

In der That, den beiden krummen projectiven Punktreihen ist eine 
Gerade £ zugeordnet (Nr. 108), auf welcher, wenn <, £; y,n irgend 
zwei Paare entsprechender Punkte sind, stets der Schnittpunkt (æn, y£) 
= s liegt. Infolge dessen geht seine Polare, die Verbindungslinie von 
(8, yn)=r und (xy, €n), durch den- Pol o von l; or und os sind 
-zwei conjugirte Strahlen der Involution, die dem Punkte o in Bezug 
auf den Kegelschnitt zugehört, und die Schnitte mit X also conjugirte 
Punkte der perspectiven Involution auf X. 

Die reellen oder imaginären Schnitte von & mit dem Kegelschnitte 
sind die zusammenfallenden entsprechenden Punkte der beiden pro- 
jectiven krummen Punktreihen. 

In der Büschel-Schaar von Kegelschnitten, welchen dieselbe In- 
volution auf £ und dieselbe um o zugehört, wie dem gegebenen, oder 
der Kegelschnitte, welche diesen in seinen Schnitten mit & doppelt 
berühren, giebt es einen, welcher xé berührt (Nr. 253). Für ihn sind 
ro und rs auch conjugirt, und daher ist die zweite Tangente aus r 
der vierte harmonische, dem ræé zugeordnete Strahl, d.h. wegen des 
Vierecks x&yn die Gerade ry oder yn. Verändern wir y,n, so ver- 
ändern sich zwar r und s, aber der eben bestimmte Kegelschnitt bleibt 
derselbe; es berühren daher alle Verbindungsstrahlen yy entsprechender 
Punkte der beiden krummen projeetiven Punktreihen einen Kegel- 
schnitt, welcher ihren Träger doppelt berührt, was zu beweisen war. 
Jeder von diesen Strahlen hat zum Berührungspunkte den vierten 
harmonischen Punkt, der dem Schnittpunkte mit der Berührungssehne Q 
zugeordnet ist, wie die Involution beweist, in welcher er die Büschel- 
Schaar schneidet. Auf jeder der gemeinsamen Tangenten der beiden 


> ä R 3 = 
* Nur in diesem Paragraphen treten in den früheren Auflagen von Kegel- 
schnitten getragene projective Punktreihen auf. 
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Kegelschnitte haben sich die Schnitte mit dem gegebenen, entsprechende 
Punkte der Projeetivität, im Berührungspunkte vereinigt. 

Auf die zahlreichen Folgerungen wollen wir nicht eingehen.* 
Wir bemerken nur, dass zwei besondere Fälle dieser allgemeineren Be- 
trachtung in dem Laufe unserer Untersuchungen von besonderer 
Wichtigkeit geworden sind. Im ersten Falle zerfällt der Kegelschnitt 
in zwei Geraden, wo dann die beiden Gebilde zwei gerade projective 
Punktreihen werden und ihr Erzeugniss ein Kegelschnitt ist, welcher 
mit dem Geradenpaar der Träger eine doppelte Berührung hat. Im 
zweiten Falle haben die beiden krummen Gebilde auf dem Kegelschnitt 
die besondere involutorische Lage, dass einem Punkte æ oder n des 
Kegelschnitts, als Element des einen und des andern Gebildes auf- 
gefasst, in dem jedesmaligen zweiten ein und derselbe Punkt als & 
. oder y entspricht. Wir haben es mit der krummen Involution zu thun, 
und die Verbindungslinien entsprechender Punkte laufen in das Centrum 
zusammen. Dieses Büschel, doppelt gerechnet, weil jeder von seinen 
Strahlen zweimal Verbindungslinie: z& und Yn, ist, ist an Stelle des 
eingehüllten Kegelschnitts getreten: er ist in ein Punktepaar mit zwei 
zusammengefallenen Punkten ausgeartet. 

In gleicher Weise ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen zweier projectiver krummer Tangentenbüschel um den näm- 
lichen Kegelschnitt ein Kegelschnitt, der denselben doppelt berührt. 

Wenn ein Kegelschnitt K®) und ein Punkt o gegeben sind, so kann 
man auf jedem Strahle durch o den Punkt y bestimmen, der, wenn x, x' 
die Schnitte mit K® sind, dem Doppelverhältnisse (xx'oy) einen gegebenen 
Werth k verschafft. Auf demselben Strahle haben wir einen zweiten 
Punkt y', für welchen (roy) =k ist; aus: (xr'oy) = (X'roy’) folgt, 
dass y, y' ein Paar in derjenigen Involution bilden, von der xy’ ein 
Paar und o der eine Doppelpunkt ist; der andere liegt auf der Polare & 
von o nach X®. Um den Ort der Punkte y,y’ zu ermitteln, seien 
Tos £o» Yos Yo' auf einem festen Strahle durch o und zwar go, xo auf KO 
so construirt, dass (Loxo 09) = (£o 0%) = k. Aus den Gleichheiten 
(Loto 090) = (Er oy) und (X, 2,09) = (X'roy') folgt, dass die Geraden 
Lok, Lo X's YoY, DoY! durch einen Punkt p gehen; und ebenso gehen 
Lo X, Kol, Yo 9, Vo) durch einen Punkt q. Diese Punkte liegen, wie 
man leicht findet, auf der Polare von o nach K® und sind conjugirt 
in Bezug auf diesen Kegelschnitt, also ist opq ein Polardreieck; und 


* Wir verweisen in dieser Beziehung auf die Abhandlung Goepel’s, Journal 
für Mathematik Bd. 36 S. 317, und die Erweiterung derselben von H. Schröter, 
ebenda Bd. 54 S. 31, sowie die beiden Abhandlungen von Milinowski, Zeitschrift 
f. Mathem. u. Phys. Jahrg. 18, S. 288 und im Gymn.-Programm von Tilsit 1870. 
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wenn der Strahl oxx'yy' sich bewegt, so durchlaufen p und q die dem KO) 
zugehörige Involution, also zwei projeetive Punktreihen. Daher be- 
schreiben Yp und Yq projective Strahlbüschel und ihr Schnittpunkt Y 
einen Kegelschnitt; ebenso y. Diese Kegelschnitte sind aber identisch ; 
denn, da p und q sich involutorisch bewegen, so können sie ver- 
tauscht werden; dadurch geht aber y = (y,P,Y, 94) in y'= (9,9, du p) 
über. Indem nun y,, Yo, U, U’ dem erzeugten Kegelschnitte angehören, 
hat er das Diagonaldreieck opq dieses Vierecks zum Polardreieck und 
bekommt bei der Bewegung von oyy' die dem Punkte o und der Ge- 
rade £ in Bezug auf K®) zugehörigen Involutionen auch zu den 
seinigen; d.h. er geht mit K® in den Schnitten von X eine doppelte 
Berührung ein. 

Aus: (xYoy)=k und Croy) k folgt: (Tr yy) = ap Die beiden 
Kegelschnitte werden also von den durch o gehenden Strahlen nach con- 
stantem Doppelverhältnisse geschnitten, dass dasselbe positiv ist, wenn 
alle vier Punkte y, x’, Y, 9' reell sind, lehrt die hyperbolische Schnitt- 
involution. Bei imaginärer doppelter Berührung sind die vier Punkte 
stets reell, wenn die Kegelschnitte es sind; bei reeller aber nur dann, 
wenn diese zur nämlichen der beiden Reihen gehören. Gehören sie 
zu verschiedenen Reihen, so wird das Doppelverhältniss imaginär, 
ausser, wenn die beiden Schnittpunktepaare harmonisch sind. 

Man kann für irgend zwei Kegelschnitte der Büschel-Schaar die 
Constanz des Doppelverhältnisses der Schnittpunkte der verschiedenen 
Strahlen durch den Berührungspol direct einsehen. Es’ seien y, x; y, y' 
die Schnitte eines solchen Strahls 7, und x, %'5 d, Ņ,' die eines 
andern l, so liegen sowohl die Schnittpunkte (xyr, 2'x,') und (tx, ', xx), 
als auch (yY,,y'y,') und (yY,',y'y,) auf der Berührungssehne L, die 
einen conjugirt in Bezug auf den einen, die andern in Bezug auf den 
andern Kegelschnitt; also gehören beide Paare zur gemeinsamen Invo- 
lution auf %. Andererseits sind sie aber auch harmonisch gelegen zu 
den Schnitten von & mit l,l}. Folglich fallen die beiden Paare zu- 
sammen; woraus, wenn etwa (xr, xx) mit (YY,,4'y,') identisch ist, 
sofort die Gleichheit von (rr'yy') und (Œ x yy’) folgt. 

Die Tangente in y' an den zweiten Kegelschnitt trifft Q in dem 
Pole von ! in Bezug auf beide; ist also das Doppelverhältniss — 1, so 
dass ) und y' conjugirt in Bezug auf den erstern sind, so ist sie Polare 
von ) nach demselben, und ebenso die von Ņ Polare von y'. 


Von zwei sich doppelt berührenden Kegelschnitten, welche von den 
Strahlen durch den Berührungspol harmonisch geschnitten werden, ist 
jeder zu sich selbst polar in Bezug auf den andern. Sie gehören, wenn 
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die Berührung reell ist, zu verschiedenen Scheitelwinkelpaaren der gemein- 
samen Tangenten, und wenn sie imaginär ist, so ist einer von ihnen 
imaginär. 

Umgekehrt, wenn der eine von zwei Kegelschnitten zu sich selbst 
polar ist in Bezug auf einen andern, so müssen sie sich in jedem 
gemeinsamen Punkt, also doppelt berühren; denn die Tangente eines 
gemeinsamen Punktes an den ersten muss als Polare nach diesem 
auch den zweiten tangiren, also in demselben Punkte. 

Aber nicht blos die Strahlen des doppelten Strahlenbüschels o, das 
zur Büschel-Schaar gehört, schneiden zwei Kegelschnitte K®, K® der- 
selben nach constantem Doppelverhältnisse, sondern die Tangenten jedes 
dritten Kegelschnitts K® der Büschel-Schaar thum es. Es möge ge- 
nügen, dies für den Fall reeller doppelter Berührung zu beweisen. 
Die Tangenten des dritten Kegelschnitts rufen auf K®) projective 
Punktreihen hervor, in denen die Berührungspunkte der Büschel- Schaar 
sich selbst entsprechend sind. Diese seien T, T’; ferner mögen zwei 
Tangenten t,t, von K@ den K® in x,x'; x, X,’ schneiden, wobei wir 
annehmen, dass x in x, X in x,’ eontinuirlich übergehe; dann ist: 


LLLA REER, 
auch: Far 
also auc EEE DE A TE IE IE A 


und wenn wir aus T auf ¢ und ¢ projieiren und annehmen, dass t 
und 4 die Berührungssehne in j,j,, die gemeinsamen Tangenten in 
v, V’; v,,d,’ treffen, so ergiebt sich: 
Vier A vitit’, 
und bei der Projection aus T: 
[D'E A iD ah. 
fover A ddr. 
Bei K® mögen Y, V, Y, Y,' an Stelle von g,... treten; mithin ist: 
jov yy hd, vY y; 
daher sind die beiden Projectivitäten identisch, und wir haben: 


Ley RUE DN’, 


Also ist: 


wie behauptet wurde. 

Als besondere Fälle von Kegelschnitt-Büscheln und -Schaaren 
könnten wir noch diejenigen untersuchen, bei welchen die Kegelschnitte 
in einem gegebenen Punkte eine dreipunktige Berührung haben und 
a) durch einen vierten gemeinschaftlichen Punkt gehen, oder b) eine 
vierte gemeinschaftliche Tangente haben; endlich, wenn die Kegel- 
schnitte des Büsthels (oder der Schaar) in einem gegebenen Punkte 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 22 
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eine vierpunktige Berührung haben. Doch wollen wir die nähere 
Untersuchung dieser besonderen Fälle dem Leser überlassen und hier 
nur noch eine specielle Kegelschnittschaar erwähnen, welche häufiger 
auftritt. 

Wenn nämlich die beiden erzeugenden Involutionen A und B 
einer Kegelschnittschaar (Nr. 234) rechtwinklig sind, so haben die 
Kegelschnitte dieser Schaar ‘die Grundpunkte A und B zu gemein- 
schaftlichen Brennpunkten; denn es giebt in der Ebene eines Kegel- 
schnitts nur zwei reelle Punkte, für welche die zugehörigen Invo- 
lutionen in Bezug auf den Kegelschnitt rechtwinklig sind, und dies 
sind die Brennpunkte des Kegelschnitts (Nr. 137). Also bilden sämmt- 
liche Kegelschnitte, welche A und B zu gemeinschaftlichen Brennpunkten 
haben, eine besondere Kegelschnittschaar mit vier imaginären Tangenten; 
die Brennpunkte sind das einzige reelle Paar @egenecken dieses imaginären 
Vierseits. Die Kegelschnitte haben auch die beiden imaginären Brenn- 
punkte auf der Nebenaxe gemein: die beiden andern endlichen Ecken 
dieses Vierseits, oder die Doppelpunkte der zweiten Focalinvolution. 
Denn durch die reellen Brennpunkte ist ja die Hauptaxe, der Mittel- 
punkt, die Nebenaxe und ihre Focalinvolution bestimmt, indem diese 
durch die beiden rechtwinkligen Involutionen um die reellen Brenn- 
punkte in die Nebenaxe eingeschnitten wird. 

Wir nennen eine solche Kegelschnittschaar eine Schaar confocaler 
Kegelschnitte und gelangen zur reellen Construction derselben nach den 
früheren allgemeinen Betrachtungen auf folgende Weise. Die dritte 
von den beiden gegebenen rechtwinkligen Involutionen A und B ab- 
hängige Involution € wird von besonderer Art, indem ihr Grundpunkt 
derjenige unendlich entfernte Punkt Ce ist, welcher in senkrechter 
Richtung zu AB liegt, als Schnittpunkt der beiden Strahlen, die in 
den Involutionen A und B dem gemeinsamen Strahle AB conjugirt 
sind. Ist æ ein Paar von A und yn eins von B, so liegen die 
Punkte xy und 87 (oder xy und &x) mit A, B auf einem Kreise, der 
also auf der Nebenaxe seinen Mittelpunkt hat, und zwar diametral 
gegenüber, so dass die Strahlen aus Ce nach ihnen, welche in der 
dritten Involution conjugirt sind, gleich weit von der Nebenaxe ab- 
stehen. Die dritte Involution ist also gleichseitig-hyperbolisch und hat 
die Nebenaxe und die unendlich ferne Gerade Gae zu Doppelstrahlen. 
Diese beiden Strahlen und die Gerade AB bilden das gemeinschaftliche 
Polardreiseit für alle Kegelschnitte der Schaar. 

Nehmen wir zwei conjugirte Strahlen dieser Involution Cæ, d.h. 
zwei von der Nebenaxe gleich weit abstehende parallele Geraden, und 
drehen um A (oder B) einen rechten Winkel, dessen Schenkel diese 


www.rcin.org.pl 


Besondere Fälle von Büscheln und Schaaren. ` 339 


Parallelen in den Punkten z,& (und %',¢') durchbohren, so umhüllt 
die Verbindungslinie zģ einen Kegelschnitt der Schaar, dessen Tangenten 
in zwei gegenüberliegenden Scheiteln die beiden Parallelen sind (Fig. 74). 
Verändern wir dieses Paar, so erhalten wir sämmtliche Kegelschnitte 
der eonfocalen Schaar; diese zerfällt demnach in eine Reihe von 
Ellipsen und eine von Hyperbeln, je nachdem jenes Parallelenpaar 
ausserhalb der Strecke AB liegt oder zwischen A und B hindurchgeht. 
Diese beiden Reihen werden von einander getrennt einmal durch 
das Punktepaar AB oder seine doppelt gedachte Verbindungslinie, 
und zweitens durch die doppelt gedachte Fig. 14. 
unendlich entfernte Gerade Ge (ima- ie’ 
ginäres Punktepaar der beiden absoluten C oo \ 
Punkte, der dritten Gegenecken des e. 
imaginären Tangentenvierseits); in ihr | Bs 
haben wir die Parabel zu suchen, welche | 
in der Schaar vorkommen muss, denn ee 
sie „berührt“ @„, sogar mit jedem ihrer a A AA 
Punkte. Eine eigentliche Parabel be- č E 
sitzt die Schaar nicht. Das dritte eben- .- a E N 
falls imaginäre Punktepaar mit der Neben- er af ` À 
axe als doppelter Verbindungslinie ist ein / Br Be 
Grenzfall der Hyperbeln, durch welche S 
von diesen zu den imaginären Curven der | | 
Schaar übergegangen wird (Nr. 318). | 
Gemeinsam conjugirt zur unendlich fernen Gerade Ge in Bezug 
auf alle Kegelschnitte der Schaar ist jeder Strahl durch den Mittel- 
punkt m; also ist jeder Punkt Mittelpunkt eines Kegelschnitts der 
Schaar, aber immer des unendlich fernen Punktepaars, denn in Bezug 
auf dasselbe hat @ als Doppellinie alle Punkte zu Polen; für die 


eigentlichen Kegelschnitte und die beiden endlichen Punktepaare ist 


nur m, die Mitte zwischen A und B, Mittelpunkt. 

Die Winkel zwischen den Tangenten aus einem Punkte P an 
einen Kegelschnitt der Schaar haben dieselben beiden zu einander 
rechtwinkligen Halbirungsstrahlen, wie die Winkel zwischen den Strahlen 
PA und PB; folglich bilden die Tangentenpaare aus P an die Kegel- 
schnitte der confocalen Schaar eine gleichseitig-hyperbolische Imvolution, 
deren Doppelstrahlen die zu einander senkrechten Halbirungsstrahlen 
der Winkel zwischen PA, PB sind. Es giebt also durch den beliebigen 
Punkt P immer zwei reelle Kegelschnitte der Schaar, von denen einer 
Ellipse, der andere Hyperbel ist; sie schneiden sich rechtwinklig in diesem 
Punkte. Wir erkennen hieraus, dass in einer Schaar confocaler Kegel- 

22” 
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schnitte weder zwei Ellipsen, noch zwei Hyperbeln einen reellen ge- 
meinschaftlichen Punkt haben können, dass aber jede Ellipse jede 
Hyperbel in vier reellen (in Bezug auf m und die Axen symmetrisch 
liegenden) Punkten trifft, und dass sie sich in allen rechtwinklig durch- 
schneiden. 

Die beiden Doppelstrahlen sind conjugirt in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte der Schaar. Wenn nun © gegeben ist, so giebt es einen 
Kegelschnitt in der Schaar, der sie berührt; die Tangente des zweiten 
durch den Berührungspunkt gehenden Kegelschnitts der Schaar ist 
einerseits senkrecht zu ©, mithin die Normale in dem Punkt für den 
ersten Kegelschnitt, andererseits aber zur © conjugirt in Bezug auf 
die Schaar. Also: 

Die Gerade 9, die in Bezug auf eine Schaar confocaler Kegel- 
schnitte zu einer Gerade © conjugirt ist, ist senkrecht zu ihr; der Fuss- 
punkt ist der Berührungspunkt der & mit dem Kegelschnitt der Schaar, 
den sie tangirt, und 9 dessen Normale. 

Der unendlich ferne Punkt von ® ist Pol von & in Bezug auf 
das Punktepaar der absoluten Punkte, d. i. der vierte harmonische 
Punkt, in Bezug auf dies Punktepaar, zu dem Punkte (©, Gs), also 
in senkrechter Richtung zu © unendlich fern. 

Der Polarkegelschnitt P® eines Punktes P in Bezug auf die 
Schaar ist eine Parabel, weil er dem gemeinschaftlichen Polardreiseit 
eingeschrieben ist, also Ge berührt. Diese Parabel berührt also auch 
die gemeinsamen Axen der Kegelschnitte der Schaar, daher geht ihre 
Leitlinie durch m; die beiden Halbirungslinien der Winkel von PA, 
PB sind in Bezug auf die Schaar conjugirt, mithin auch Tangenten 
des Polarkegelschnitts von P; folglich liegt auch P auf der Directrix, 
und diese ist Pm. Der Brennpunkt der Parabel findet sich also auch 
leicht, indem man von diesem der Parabel umgeschriebenen voll- 
ständigen Vierseit denjenigen Diagonalpunkt aufsucht, welcher nicht 
in der Diagonale m P liegt. 

Die beiden conjugirten Kegelschnittschaaren ($ 51), welche zu der 
Schaar confocaler Kegelschnitte gehören und durch die Involutionen A 
und Co, B und C» erzeugt werden, bestehen, wie leicht zu sehen ist, 
aus Parabeln, weil Ge ein Doppelstrahl von O» ist; und zwar wird 
die eine Schaar gebildet von sämmtlichen Parabeln, welche A zum 
Brennpunkt und eine durch B gehende Gerade zur Leitlinie haben, 
die andere Schaar von sämmtlichen Parabeln, welche B zum Brenn- 
punkt und eine durch A gehende Gerade zur Leitlinie haben; alle diese 
Parabeln berühren die Nebenaxe, den zweiten Doppelstrahl der In- 
volution Os. 
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Wir erwähnen noch, dass, wenn von den beiden erzeugenden In- 
volutionen A und B nur eine rechtwinklig, die andere beliebig ist, 
eine Schaar’ von Kegelschnitten sich ergiebt, welche einen Brennpunkt 
gemeinschaftlich haben und ausserdem zwei reelle oder imaginäre Tan- 
genten, je nachdem die zweite Involution hyperbolisch oder elliptisch ist. 


$ 53. Gemischte Kegelschnittsysteme. 


Wenn wir Punkte und Tangenten eines Kegelschnitts als Be- 
stimmungsstücke desselben annehmen, so ist der Kegelschnitt durch 
fünf dieser Elemente ein- oder mehrdeutig bestimmt und zwar: durch 
fünf Punkte oder fünf Tangenten eindeutig (Nr. 63, 69), durch vier 
Punkte und eine Tangente oder durch vier Tangenten und einen Punkt 
zweideutig (Nr. 171), endlich durch drei Punkte und zwei Tangenten 
oder durch drei Tangenten und zwei Punkte vierdeutig (Nr. 172). 
Von den Systemen von Kegelschnitten, die nur durch vier Bestimmungs- 
stücke bestimmt sind, haben wir bisher nur zwei zu einander duale 
in Betracht gezogen: das Kegelschnittbüschel als den Inbegriff aller 
durch vier Punkte gehenden Kegelschnitte und die Kegelschnittschaar 
als den Inbegriff aller vier Geraden berührenden Kegelschnitte mit 
Berücksichtigung auch der Fälle, in denen unter den vier gemein- 
schaftlichen Punkten oder Tangenten sich imaginäre befinden. Wir 
‚haben zwei weitere duale Gebilde: a) sämmtliche Kegelschnitte, welche 
durch drei feste Punkte gehen und eine feste Gerade berühren, und 
b) sämmtliche Kegelschnitte, welche drei feste Geraden berühren und 
durch einen festen Punkt gehen; sodann ein sich selbst duales, also 
alleinstehendes Gebilde: c) sämmtliche Kegelschnitte, welche zwei feste 
Geraden berühren und durch zwei feste Punkte gehen. Diese drei 
Gebilde, welche „gemischte Kegelschnittsysteme“ heissen mögen, sollen 
jetzt näher untersucht werden. 

Ebenso wie Steiner durch projective Drehung (Nr. 162) das Kegel- 
schnittbüschel aus dem Strahlbüschel entstehen lässt, kann man ein 
gemischtes Kegelschnittsystem von drei Punkten und einer Tangente 
aus einem Tangentenbüschel, d.h. den sämmtlichen Tangenten eines 
Kegelschnitts in folgender Art erzeugen. Auf einem Kegelschnitte K® 
seien B und B, zwei beliebige Punkte; eine beliebige Tangente ¢ von 
K® nehmen wir als den perspectiven Durchschnitt zweier perspectiven 
Strahlbüschel um B und B,; durch die Veränderung der Tangente t 
am Kegelschnitt K® erhalten wir unendlich viele Projectivitäten 
zwischen den Strahlbüscheln B, B, in perspectiver Lage; dazu kommt 
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die Projectivität zwischen denselben Büscheln, welche den Kegelschnitt 
K) erzeugen. Durch Drehung der Büschel um B und B, bringen wir 
diese letzteren projeetiven Büschel in perspective Lage, so dass die 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf einer Gerade X liegen; dann 
werden zwei solche Strahlbüschel, welche vor der Drehung eine Tan- 
gente £ zum perspectiven Durchschnitt hatten, sich im allgemeinen 
nicht mehr in perspectiver Lage befinden, also einen Kegelschnitt er- 
zeugen. Alle diese Kegelschnitte gehen durch B und B,; sie gehen 
ausserdem durch einen dritten festen Punkt C, den Schnittpunkt der- 
jenigen beiden Strahlen, welche vor der Drehung in der Verbindungs- 
linie BB, vereinigt und für alle diese projectiven Beziehungen ent- 
sprechend waren. Endlich berühren diese Kegelschnitte sämmtlich die 
Gerade £, weil vor der Drehung alle ¢ den Kegelschnitt X? berührten; 
aus den gemeinschaftlichen Punkten von ¢ und K® werden nämlich 
nach der Drehung die Schnittpunkte des aus ¢ entspringenden Kegel- 
schnitts mit %, und da jene beiden zusammenfallen, so müssen auch 
diese beiden zusammenfallen. Wir erhalten also in der That ein 
System von Kegelschnitten, welche alle drei Punkte B, B,, © und eine 
Tangente % gemeinsam haben, gewissermassen auf organischem Wege 
aus den sämmtlichen Tangenten eines Kegelschnitts. 

In ganz analoger Weise kann das duale Kegelschnittsystem von 
drei Tangenten und einem Punkte, welche allen Kegelschnitten gemein- 
schaftlich sein sollen, aus einer krummen Punktreihe, d. h. den sämmt- 
lichen Punkten eines Kegelschnitts X® erzeugt werden. A und X, 
seien zwei Tangenten von K®); durch einen veränderlichen Punkt p 
dieses Kegelschnitts als Perspectivitätscentrum werden die Punktreihen 
auf ihnen perspectiv gemacht; zu den unendlich vielen Projectivitäten, 
die sich so ergeben, kommt noch die derselben Punktreihen, durch 
welche K) erzeugt wird. Wir verschieben die Punktreihen auf ihren 
Trägern so, dass zwei entsprechende Punkte der letzten Projeetivität 
sich in AA, vereinigen; die andern Projectivitäten, mit der neuen 
Lage der entsprechenden Punkte, werden dann je einen Kegelschnitt 
erzeugen. Alle so erhaltenen Kegelschnitte berühren A und XM, und 
eine dritte Gerade Œ, die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte 
auf A und W,, in welche die im Schnittpunkte vereinigten durch die 
Verschiebung gekommen sind; endlich gehen sämmtliche aus den 
Punkten p entspringenden Kegelschnitte durch einen festen Punkt P, . 
das Perspectivitätscentrum der beiden projeetiven Punktreihen auf A 
und %,, welche vor der Verschiebung den Kegelschnitt K®) erzeugten 
und durch die Verschiebung perspeetiv geworden sind. Wir erhalten 
also ein System von Kegelschnitten mit drei gemeinschaftlichen Tan- 
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genten A, A, © und einem gemeinschaftlichen Punkte P, hervor- 
gegangen aus den sämmtlichen Punkten p eines Kegelschnitts. 

Auch umgekehrt können wir, sobald die bestimmenden Elemente 
eines solchen Kegelschnittsystems, also a) drei Punkte B, B,C und 
eine Gerade & oder b) drei Geraden A, M,, © und ein Punkt P ge- 
geben sind, den Kegelschnitt K® herstellen, aus dessen Tangenten oder 
Punkten das ganze Gebilde durch Drehung oder Verschiebung hervor- 
geht. Wir denken uns nämlich im Falle a) um B und B, zwei per- 
spective Strahlbüschel, welche die Gerade & zum perspectiven Durch- 
schnitt haben, und drehen diese beiden Strahlbüschel, deren projective 
Beziehung dadurch bestimmt ist, um solche Winkel, dass die Strahlen 
BC und B,C zusammenfallen, dann erzeugen die Strahlbüschel den 
Kegelschnitt X®; oder b) wir denken uns X und X, als die Träger 
zweier perspectiver Punktreihen, welche P zu ihrem Perspeectivitäts- 
centrum haben, und verschieben die Träger auf sich selbst um solche 
Strecken, dass die Schnittpunkte AC und A, © in den Schnittpunkt AN, 
hineinfallen; dann erzeugen jene beiden nicht mehr perspectiven Punkt- 
reihen den Kegelschnitt X®. 

Bezeichnen wir zur Abkürzung das System der Kegelschnitte, 
welche durch drei Punkte gehen und eine gerade Linie berühren, mit 
S (3p, 17) und das der Kegelschnitte, welche drei gerade Linien þe- 
rühren und durch einen Punkt gehen, mit 8 (31, 1p), so ergiebt sich 
zunächst der Doppelsatz: 


Durch einen beliebigen Punkt | Eine beliebige Gerade berühren 
gehen zwei Kegelschnitte des Systems | zwei Kegelschnitte des Systems 
S (3p, 1). S (3l, 1p). 


Denn fassen wir zum Beweise des Satzes links irgend zwei Tan- 
genten t des erzeugenden Kegelschnitts K®) auf, so entspringen aus 
diesen beiden Tangenten zwei Kegelschnitte des Systems S (3p, 10, 
welche ausser den drei Punkten B, B,,C noch denjenigen vierten 
Punkt gemein haben, in welchem sich nach der Drehung die beiden 
Strahlen von B und B, treffen, welche zum Schnittpunkte der beiden 
Tangenten t hingehen; da durch einen beliebigen Punkt o zwei Tan- 
genten ¢ an den Kegelschnitt K® möglich sind, so gehen auch durch 
einen beliebigen Punkt o' zwei Kegelschnitte von 5 (3p, 11); und analog 
ergiebt sich der Satz rechts. Ferner haben wir: 


Eine beliebige Gerade wird Durch einen beliebigen Punkt 
von vier Kegelschnitten des Systems gehen vier Kegelschnitte des Systems 
S (3p, 11) berührt. |- S (31, 1p): 


Denn (links) die perspectiven Strahlbüschel B und B,, für welche 
die Gerade & perspectiver Durchschnitt ist, erzeugen vor der Drehung 
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einen Kegelschnitt &@ und soviele Tangenten t, als die Kegelschnitte 
K@ und X@ gemeinschaftlich haben, werden durch die Drehung in 
Kegelschnitte verwandelt, welche die Gerade © berühren, also vier. 
Damit bestätigen sich die am Anfange von Nr. 263 erwähnten Sätze. 

Auch über die Art der in dem Systeme S (3p, 11) vorkommen- 
den Kegelschnitte giebt die obige Entstehungsweise Aufschluss; da 
nämlich alle Punkte, welche nach der Drehung in die Unendlichkeit 
gelangen, vor derselben auf einem Kreise liegen (dem „Drehkreise“ 
Nr. 163), welcher das Erzeugniss zweier gleicher und gleichlaufender 
Strahlbüschel ist, so werden alle diejenigen Tangenten ¢ des erzeugenden 
Kegelschnitts X®, welche den Drehkreis in zwei reellen Punkten 
schneiden, in Hyperbeln, diejenigen, welche ihn berühren, in Parabeln 
und diejenigen, welche ihn nicht treffen, in Ellipsen verwandelt; solche 


 Tangenten ?, welche durch den Mittelpunkt des Drehkreises gehen, 
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werden nach der Drehung in gleichseitige Hyperbeln übergehen, weil 
die unendlich entfernten Punkte unter rechtwinkligen Richtungen er- 
scheinen. Wir haben also folgendes Ergebniss: 

In dem gemischten Kegelschnittsysteme S (3p, 11) kommen höchstens vier 
Parabeln vor, welche dann zwei Reihen von Ellipsen und zwei Reihen von 
Hyperbeln von einander trennen; unter den Hyperbeln befinden sich zwei 
gleichseitige. Insbesondere enthält das System drei Geradenpaare, welche 
ihre Doppelpunkte in der Gerade X haben und jedesmal aus zwei Ge- 
raden bestehen, von denen eine die Verbindungslinie zweier von den 
drei Punkten ist und die andere die Verbindungslinie des dritten mit 
dem Schnittpunkte der Gerade X und der vorigen Verbindungslinie. 
Diese drei Geradenpaare entspringen nämlich aus denjenigen beiden 
Tangenten ¢ des Kegelschnitts X®, welche in den Punkten B, B, be- 
rühren, weil die projective Beziehung hier ausartet und diese Aus- 
artung durch die Drehung nicht aufgehoben wird, und aus der Tan- 
gente des Kegelschnitts X® in demjenigen Punkte D, in welchem sich 
vor der Drehung zwei Strahlen schnitten, welche nach derselben in 
die Verbindungslinie B.B, hineinfallen, weil für diese ? die perspective 
Lage erhalten bleibt. 

Ebenso enthält das System S (31, 1p) drei Punktepaare: sie bestehen 
je aus dem Schnittpunkte zweier von den drei gemeinsamen Tangenten 
A, A,, C und dem Punkte, in dem die dritte von der Gerade getroffen 
wird, die jenen Schnittpunkt mit dem gemeinsamen Punkte P verbindet. 

Für dies System 8 (31, 1p) lässt sich leicht der Ort der Mittel- 
punkte sämmtlicher Kegelschnitte ermitteln; ziehen wir nämlich durch 
irgend einen Punkt p des Kegelschnitts X die Parallelen zu den 
Trägern A und A,, so treffen dieselben in den Punkten r und q,, und 
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diese behalten ihre Eigenschaft, Fluchtpunkte (Nr. 24) zu sein, auch 
nach der Verschiebung. Wir erhalten dadurch nach der Verschiebung 
ein zweites Parallelogramm, welches dem jedesmaligen Kegelschnitte 
des Systems umgeschrieben und dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt 
dieses Kegelschnitts ist. Lässt man alle Punkte der Ebene an den 
beiden Verschiebungen theilnehmen, die man ja hinter einander voll- 
ziehen kann, so wird jeder um eine Strecke verschoben, welche in 
Länge, Richtung und Sinn mit der Resultirenden der beiden Ver- 
schiebungsstrecken übereinstimmt, wofern wir zur kürzeren Beschreibung 
diesen bekannten Begriff aus der Statik entlehnen. Die Verschiebung 
aber aus dem Mittelpunkt des ersten Parallelogramms nach dem des 


Fig. 75. 
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andern geschieht um die halb so grosse Strecke von derselben Richtung 
und demselben Sinne. Der Ort des Mittelpunkts des zweiten Parallelo- 
gramms ist deshalb congruent zu dem des Mittelpunktes des ersten und 
daher ein dem Kegelschnitt K®) ähnlicher Kegelschnitt, weil letzterer 
dies ist. Denn bezeiehnen wir (Fig. 75) den Schnittpunkt der Träger 
A,A, mit e (oder fj) und die Berührungspunkte mit f und &,, so 
erzeugen bei der Bewegung von p die Strahlbüschel fp und ep den 
Kegelschnitt K; bezeichnen wir aber mit & und ø, die Mitten der 
Strecken ef und ef, mit = die Mitte von ep, so sind x, pı% parallel 
bezw. mit fp und e,p, erzeugen also einen dem K® ähnlichen und 
ähnlich liegenden Kegelschnitt von halb so grossen Dimensionen, 
welcher in & und ø, die Träger A, W, berührt. Nach der Verschiebung 
nimmt dieser Kegelscehnitt zwar eine andere Lage ein, bleibt aber dem 
K® ähnlich; wir haben mithin folgendes Resultat: 
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Sämmtliche Kegelschnitte des Systems S (31, 1p) haben ihre Mittel- 
punkte auf einem Kegelschnitte, welcher ähnlich ist dem Kegelschnitt K®. 

Die Gerade D, welche diejenigen entsprechenden Punkte der den 
Kegelschnitt K®) erzeugenden projeetiven Punktreihen verbindet, die 
nach der Verschiebung in den Punkt AV, fallen, ist Tangente von 
K®. Die Parallele zu ihr in halb so grosser Entfernung vom Punkte 
AA, berührt also den zu K® ähnlichen und ähnlich gelegenen Kegel- 
schnitt, aus dem durch die oben beschriebene Verschiebung der Mittel- 
punktskegelschnitt sich ergiebt. Die genannte Tangente geht in eine 
parallele über und zwar, wie man erkennt, wenn man ihren Schnitt 
mit WA oder VW, bei der Verschiebung verfolgt, in diejenige, welche 
halb so weit von AA, entfernt ist wie 6; denn Œ und Ð liegen ja 
symmetrisch in Bezug auf AA. Weil die drei Tangenten A, WU, € 
zum Kegelschnittsystem gleichartiges Verhalten haben, so folgt, dass 
der Mittelpunktskegelschnitt dem Dreiseite eingeschrieben ist, das die 
Seitenmitten des Dreiseits der gemeinsamen Tangenten A, W, © zu 
Ecken hat. Die Berührungspunkte sind die Schnitte der Seiten jenes 
Dreiseits je mit der Gerade, welche die der parallelen Seite gegenüber- 
liegende Ecke von AA,C mit dem Punkte P verbindet; denn diese 
Schnitte sind die Mittelpunkte der drei Punktepaare des Systems. 

Wir können nach dem Nr. 203 gefundenen Kennzeichen leicht 
entscheiden, welcher Art die Kegelschnitte des Systems S (31, 1p) 
sind. Der Kegelschnitt K®, welcher die drei Geraden A, A, D be- 
rührt, liegt entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des von 
ihnen gebildeten Dreiseits. In dem ersten Falle liegt er ganz in einem 
der Räume (e) (Nr. 203, Fig. 64) und ist Ellipse; das System besteht 
also aus lauter Ellipsen, und auch der Mittelpunktskegelschnitt ist 
eine Ellipse. Im zweiten Falle ist der Kegelschnitt K®) entweder 
Ellipse und liegt dann ganz in einem der Räume (h), welche den 
Seiten des Dreiseits anliegen; das System besteht aus lauter Hyperbeln, 
und der Mittelpunktskegelschnitt ist Ellipse; oder der Kegelschnitt X 
ist Hyperbel und liegt dann mit einem Zweige in einem Raume (h) 
und mit dem andern in dem gegenüberliegenden Raume (e); das System 
besteht aus einer Reihe von Ellipsen und einer Reihe von Hyperbeln, 
welche durch zwei Parabeln von einander getrennt werden; der Mittel- 
punktskegelschnitt ist Hyperbel, und ihre beiden unendlich entfernten 
Punkte sind die Mittelpunkte der in der Schaar vorkommenden Pa- 
rabeln. 

Jenes Kennzeichen giebt auch unmittelbar Aufschluss über die 
Art des Kegelschnittsystems je nach der Lage der es bestimmenden 
Elemente, der drei Geraden X, M, © und des Punktes P. Die drei 
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oben aufgezählten Fälle treten ein, wenn P im Innern des von den 
drei gemeinsamen Tangenten gebildeten Dreiecks oder in einem der 
Scheitelräume oder in einem der drei an die Seiten anstossenden 
Räume liegt. 

Wir brechen hier die Betrachtung der beiden noch wenig unter- 
suchten Kegelschnittsysteme S (3p, 17) und S (31,1p) ab. Die ge- 
gebene Entstehungsweise derselben scheint eine ergiebige und em- 
pfehlenswerthe Quelle für ihre Untersuchung; sie lässt uns aber im 
Stich, wenn von den drei Punkten oder drei Geraden zwei imaginär 
sind, d.h. a) wenn ein Punkt p, eine Gerade ! und eine elliptische 
Punktinvolution gegeben ist und alle Kegelschnitte, welche durch p 
gehen, Z berühren und die gegebene Involution zur zugehörigen haben, 
das System bilden; oder b) wenn eine Gerade l, ein Punkt p und eine 
elliptische Strahlinvolution gegeben sind und das System aus allen 
Kegelschnitten besteht, welche ! berühren, durch p gehen und die ge- 
gebene Involution zur zugehörigen haben. Zur Construction der Kegel- 
schnitte dieser Systeme können wir gelangen bei a), indem wir einen 
veränderlichen Punkt p die Gerade ! durchlaufen lassen und jedesmal 
den Kegelschnitt construiren, welcher in p die Z berührt, durch p 
geht und die gegebene Punktinvolution zur zugehörigen hat (Nr. 111); 
bei b), indem wir einen veränderlichen Strahl t um p drehen und jedes- 
mal den Kegelschnitt construiren, welcher in p den t berührt, ausser- 
dem Z berührt und die gegebene Strahlinvolution zur zugehörigen hat. 

“Wir haben noch das dritte gemischte Kegelschnittsystem 5 (2p, 27) 
von zwei festen Punkten und zwei festen Tangenten zu betrachten 
oder, wenn wir uns von der Realität dieser Paare unabhängig machen 
wollen, das System aller Kegelschnitte, welche gleichzeitig eine gegebene 
Punkt- und eine gegebene Strahlinvolution zu den ihnen zugehörigen 
haben. 

Ein solches System bilden z. B. alle Kreise, welche zwei gegebene 
Geraden berühren, da sie auf der unendlich entfernten Gerade Go 
ausserdem zwei imaginäre gemeinschaftliche Punkte haben (Nr. 62, 142). 
Dies Kreissystem zerfällt in zwei getrennte Systeme, deren Kreise in 
den einen und den andern Scheitelwinkeln der gegebenen Geraden 
liegen. 

Sind gegeben eine Strahlinvolution (x, &), deren Grundpunkt B 
ist, und eine Punktinvolution (y,n) auf dem Träger A, so kommt es 
einmal vor, dass zwei conjugirte Strahlen der ersteren durch zwei 
conjugirte Punkte der letzteren gehen. Diese Punkte bilden das ge- 
meinsame Paar der gegebenen Punktinvolution und derjenigen, welche 
durch die Strahlinvolution in ihre Gerade eingeschnitten wird, und 
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jene Strahlen ebenso das gemeinsame Paar der zu diesen perspectiven 
Involutionen um B. Diese Punkte und Strahlen sind immer reell, 
sobald eine oder beide Involutionen elliptisch sind, oder, wenn sie 
beide hyperbolisch sind mit den Doppelstrahlen g, h und den Doppel- 
punkten g, bh, falls die letzteren durch die ersteren nicht getrennt 
werden, d.h. die Punkte g, h entweder in demselben Winkelraume 
oder in zwei Scheitelräumen von den vier durch g und A gebildeten 
Winkelräumen enthalten sind (Fig. 76a). Wenn aber g und h in zwei 


Fig. 76. neben einander liegenden Winkelräumen ent- 

a) Be: halten sind (Fig. 76b), so sind jene perspectiv 
Ride.) liegenden Paare conjugirter Elemente nicht 

\ 7 y reell. Dann giebt es aber auch keinen reellen 
TAN Ah Kegelschnitt, welcher g und h berührt und 


j; N iR \ h durch g und 5 geht; denn ein Kegelschnitt, 
7 i an welcher g, h berührt und durch g geht, ist 

vollständig in den Scheitelräumen enthalten, 
in welchen g liegt, mag er Ellipse, Hyperbel oder Parabel sein, und 
kann also nicht durch einen Punkt h gehen, welcher in einem der 
Neben-Scheitelräume liegt. Sehen wir daher von diesem- illusorischen 
Falle ab. 

Die in den andern Fällen stets reellen Paare l4, px conjugirter 
Elemente, welche perspectiv liegen und zwar so, dass / durch p, A 
durch x geht, beherrschen das Kegelschnittsystem. Weil p und x 
conjugirt in Bezug auf jeden Kegelschnitt desselben sind, so geht die 
Polare von p durch x; sie muss aber andererseits auch den Pol von I 
enthalten, weil Z durch p geht; der Pol von ! muss ferner auf der 
Gerade A liegen, weil 7 und A conjugirte Geraden für alle Kegelschnitte 
des Systems sind. Es sind also nur zwei Möglichkeiten vorhanden: 
entweder ist xæ selbst der Pol von l, oder, wenn er es nicht ist, so 
muss A die Polare von p sein; die Kegelschnitte des Systems zerfallen 
daher in zwei getrennte Systeme; für das eine sind p und A Pol und 
Polare, für das andere sind x und / Pol und Polare. Bezeiehnen wir 
diese beiden Systeme durch [p,4] und [®,1], so ergiebt sich folgendes Ver- 
halten: Weil in dem Systeme |p, 4] die Polare A von p durch B geht, 
so muss auch die Polare von B durch p gehen, und weil der Pol p 
von A auf A liegt, so muss auch der Pol von A auf A liegen, dagegen 
im Systeme [#,7] geht die Polare von B beständig durch m, und der 
Pol von X liegt immer auf l}. Wir haben also folgendes Resultat: 

Das gemischte Kegelschnittsystem von zwei festen Tamgenten, deren 
Schnittpunkt B, und zwei festen Punkten, deren Verbindungslinie X ist, 
zerfällt in zwei getrennte Systeme von Kegelschnitten. Die Polaren von B 
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in Bezug auf die verschiedenen Kegelschnitte des Systems (Derührungs- 
sehnen der festen Tangenten) gehen je durch einen festen Punkt, bei dem 
eimen Theilsysteme durch p, bei dem andern durch x, welche beiden 
Punkte auf A liegen; die Pole der Gerade A (Schnittpunkte der Tan- 
genten in den festen Punkten) liegen je auf einer Gerade A, bezw. |, 
welche beide Geraden durch B gehen. Die Geraden A und | gehen bezw. 
dureh die Punkte x und p; sie sind den beiden festen Tangenten und p 
und x den beiden festen Punkten harmonisch zugeordnet. 


Fig. 77. 
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Bei den Kreisen, welche zwei feste Geraden berühren, sind l, A 
die Halbirungslinien der Winkel derselben und p und x die unendlich 
fernen Punkte dieser Halbirungslinien. 

Für den vollständig reellen Fall, wenn beide Involutionen B und 
A hyperbolisch, also die gemeinsamen Tangenten und Punkte g, h und 
g, ý des Kegelschnittsystems reell sind, gilt, dass jeder Kegelschnitt 
des einen Theilsystems mit einem desselben gepaart ist und diesem 
Paare ein Paar im andern Systeme zugehört. Ziehen wir nämlich 
(Fig. 77) irgend einen Strahl durch p, welcher g und h in den Punkten 
t und 4, trifft, so wird auch, wenn t,t, die Schnitte (t, x,h) und 
(t,x,9) sind, die Verbindungslinie i,t, durch p laufen müssen, denn 
die Strahlen 9,h; 1,A sind harmonisch, und aus der harmonischen 
Eigenschaft des Vierecks folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung. 
Es giebt hiernach zwei Kegelschnitte des Systems [p, A], von denen 
der eine in £,,t,, der andere in f,,t, die Geraden g,h berührt und 
durch g, h geht; andererseits giebt es aber auch zwei Kegelschnitte 
des Systems [x, !], von denen einer in £,,t,, der andere in t,,#, die 
Geraden 9,h berührt und ausserdem durch g, ý geht. Die beiden 
Kegelschnitte aus dem einen System berühren die beiden aus dem 
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andern je in einem der vier Punkte £,,t,,t,,2,; diese vier Punkte 
liegen ferner mit den festen Punkten g,h in einem Kegelschnitt RO, 
weil g und h harmonisch sind zu p und x, zwei Diagonalpunkten des 
vollständigen Vierecks t,t,t,t,. Der Kegelschnitt R&® hat Bpr zum 
Polardreiecke, folglich ist px die Polare von B in Bezug auf ihn, 
und daher sind Bg und Bh seine Tangenten in den Punkten g und b. 
Verändern wir den durch » gezogenen Strahl, so verändert sich auch 
das Viereck der vier Berührungspunkte t,t, t,t und der Kegel- 
schnitt 8@; ersteres behält das feste Diagonaldreieck Bpr und ein 
Gegenseitenpaar gh unverändert, der Kegelschnitt R beschreibt eine 
Büschel-Schaar sich doppelt berührender Kegelschnitte, welche in den 
Punkten g und h die gemeinsamen Tangenten Bg und Bh haben. 

In analoger Weise ordnen sich die Kegelschnitte zu zwei und 
zwei Paaren, wenn man auf I einen beliebigen Punkt p nimmt, ihn 
mit g und ý verbindet und die Schnittpunkte dieser Verbindungs- 
strahlen mit A bezw. mit bh und g verbindet, welche beiden Linien 
sich wiederum auf ! schneiden. Man erhält dadurch ein Vierseit, 
dessen Diagonaldreiseit X74 ist, und von dem ein Paar Gegen- 
ecken g und f sind; die vier Seiten dieses Vierseits sind die Tan- 
genten von vier Kegelschnitten, welche paarweise den beiden Systemen 
|p, å] und [x,]] angehören ‚und sich derartig berühren, dass jeder aus 
dem einen Systeme die beiden andern aus dem andern berührt. Die 
vier Seiten dieses Vierseits und die beiden Geraden g und h sind 
sechs Tangenten eines Kegelschnitts, der X74 zum Polardreiseit hat 
und daher die Geraden g und h in denjenigen beiden Punkten berührt, 
in welchen sie von A geschnitten werden; verändern wir den Punkt p 
auf der Gerade l, so verändert sich sowohl jenes Vierseit, als auch 
dieser Kegelschnitt, und letzterer durchläuft eine Büschel-Schaar ein- 
ander doppelt berührender Kegelschnitte, deren beide Berührungs- 
punkte die Schnittpunkte von g und h mit der Gerade W sind. 


$54. Die gemeinschaftlichen Punkte, Tangenten und das gemeinsame 
Polardreieck zweier beliebig angenommenen Kegelschnitte. 


Zwei Kegelschnitte in derselben Ebene können höchstens vier 
gemeinschaftliche Punkte und vier gemeinschaftliche Tangenten haben; 
denn durch fünf dieser Elemente ist der Kegelschnitt eindeutig be- 
stimmt, d.h. zwei Kegelschnitte, welche z. B. fünf Punkte gemein- 
schaftlich haben, müssen identisch sein. Die Frage nach der Realität 
dieser gemeinschaftlichen Punkte und Tangenten sowie die Construction 
derselben ist für viele geometrische Untersuchungen unerlässlich, ins- 
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besondere für die Construction des Kegelschnittbüschels und der Kegel- 
schnittschaar, welche beiden Gebilde durch zwei Kegelschnitte voll- 
ständig und eindeutig bestimmt werden. Es soll daher diese Frage 
nachträglich beantwortet werden. 

Ein Kegelschnitt theilt die unendliche Ebene in zwei Gebiete, 
welche wir das äussere und innere Gebiet nennen; ersteres wird erfüllt 
von sämmtliehen Tangenten des Kegelschnitts, letzteres von keiner ge- 
troffen. Die Tangenten durchstreifen das äussere Gebiet doppelt, denn 
von jedem Punkte desselben kommen zwei von ihnen. Bei der Hyperbel 
bildet das äussere Gebiet ein zusammenhängendes Ganze von unend- 
licher Ausdehnung; das innere Gebiet besteht aus zwei getrennten (im 
Unendlichen zusammenhängenden) Theilen ebenfalls von unendlicher 
Ausdehnung. Die Bewegung der Tangente mit ihrem Berührungs- 
punkte längs der Hyperbel zeigt den Zusammenhang der beiden 
Hyperbelzweige im Unendlichen (Nr. 81). Das innere Gebiet der Ellipse 
ist von endlicher Ausdehnung, das äussere von unendlicher; bei der 
Parabel sind beide von unendlicher Ausdehnung. 

Bei zwei Kegelschnitten K® und K können drei wesentlich 
verschiedene Fälle rücksichtlich ihrer gegenseitigen Lage eintreten: 
1) das innere Gebiet des einen ist ganz in dem inneren Gebiete des 
anderen enthalten und zugleich enthält das äussere Gebiet des ersteren 
` ganz das äussere Gebiet des letzteren, d. h. der eine Kegelschnitt liegt 
ganz innerhalb des anderen; oder 2) das innere Gebiet des einen liegt 
ganz in dem äusseren Gebiet des anderen und zugleich enthält das 
äussere Gebiet des ersteren ganz das innere des anderen, d. h. jeder der 
beiden Kegelschnitte liegt ganz ausserhalb des anderen; oder 3) das 
innere Gebiet des einen greift über in das innere Gebiet des anderen. 
In den Fällen 1) und 2) können die Kegelschnitte keinen reellen 
Punkt gemeinschaftlich haben, im Falle 3) müssen sie gemeinschaft- 
liche Punkte haben und zwar nothwendig zwei oder vier; denn ein 
auf dem einen Kegelschnitt sich bewegender Punkt muss aus dem 
äusseren Gebiete des anderen in das innere Gebiet desselben über- 
treten; er muss aber auch wiederum aus dem inneren Gebiet in das 
äussere zurückkehren, von wo wir ihn ausgehen liessen, da wir den 
Kegelschnitt continuirlich in einem Zuge durchlaufen können (mit zwei- 
maligem Durchgange durch das Unendliche bei der Hyperbel). Der 
Punkt muss also mindestens zweimal. die Grenze überschreiten, kann 
es aber auch viermal thun, d. h. zwei Kegelschnitte haben entweder keinen 
oder zwei oder vier gemeinschaftliche Punkte*; haben sie einen gemein- 


* Selbstverständlich sind damit reelle gemeinsame Punkte (oder Tangenten) 
gemeint. 
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schaftlichen Punkt, so miissen sie noch einen zweiten Punkt gemein- 
schaftlich haben, können aber auch noch weitere haben; haben sie drei 
Punkte gemein, so müssen sie noch einen vierten gemeinschaftlichen 
Punkt haben (Nr. 173). 

Hieraus folgt das duale Ergebniss: Haben zwei Kegelschnitte eine 
gemeinschaftliche Tangente, so müssen sie noch eine zweite haben, können 
aber auch noch drei gemeinschaftliche Tangenten haben. Denn wenn 
wir zwei Kegelschnitte mit einer gemeinschaftlichen Tangente in Bezug 
auf irgend einen Kegelschnitt als Basis polarisiren (Nr. 102), so er- 
halten wir zwei neue Kegelschnitte, welche einen Punkt gemein haben, 
folglich nothwendig noch einen zweiten oder drei andere Punkte; die 
ursprünglichen beiden Kegelschnitte haben daher nothwendig noch eine 
zweite gemeinschaftliche Tangente, oder noch drei. Hieraus folgt: 
Zwei Kegelschnitte haben entweder keine oder zwei oder vier gemein- 
schaftliche Tangenten. 


Wenn zwei Kegelschnitte K®) und K® eine Gerade in zwei reellen 
einander trennenden Punktepaaren treffen, so müssen sie einander 
schneiden. Denn von den beiden Punkten eines der beiden Paare 
liegt der eine innerhalb, der andere ausserhalb des andern Kegelschnitts; 
folglich muss ein Durchschneiden der beiden Curven stattfinden. Trifft 
also eine Gerade zwei sich nicht schneidende Kegelschnitte reell, so 
sind die Schnittpunktepaare Punktepaare einer hyperbolischen Invo- 
lution. Wenn mindestens eins dieser Paare imaginär ist, so gehören 
sie ebenfalls zu einer solchen Involution; denn die Doppelpunkte 
werden durch das reelle gemeinsame Paar der beiden Involutionen ge- 
bildet, die der Gerade in Bezug auf die Curven zugehören und von 
denen mindestens eine elliptisch ist. Wir erkennen, was wir beim 
Kegelschnittbüschel schon gefunden (Nr. 189): 

Ein Kegelschnittbüschel mit vier imaginären Grundpunkten wird 
von jeder Gerade in einer hyperbolischen Involution geschnitten. 

Wie gemeinschaftliche Punkte und Tangenten bei zwei Kegel- 
schnitten paarweise auftreten, erkennen wir am deutlichsten, indem 
wir das gemeinsame Polardreieck aufsuchen. Jeder Punkt hat in 
Bezug auf jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte K®) und K% eine 
bestimmte Polare; suchen wir solche Punkte auf, für welche die beiden 
Polaren zusammenfallen; und andererseits suchen wir solche Geraden 
auf, welche für beide Kegelschnitte denselben Pol haben. Eine Lösung 
der ersten Frage giebt ersichtlich zugleich eine Lösung der zweiten, 
und zwei Lösungen geben sofort eine dritte; denn seien x und X Pol 
und Polare in Bezug auf beide Kegelschnitte und ebenso y und Y, so 
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muss der Schnittpunkt X Y und die Verbindungslinie æy ein drittes 
Paar Pol und Polare für sie sein. 

Die Büschel der Polaren der Punkte p einer Gerade & in Bezug 
auf K® und K® um die Pole o und o, von & sind der Punktreihe 
auf © projeetiv (Nr. 102), also unter einander und erzeugen einen 
Kegelschnitt ©®, welcher durch o und o, geht und die Eigenschaft 
besitzt, dass sich in jedem seiner Punkte q die Polaren eines gewissen 
Punktes p der Gerade © in Bezug auf beide Kegelschnitte K® und KØ 
schneiden (Nr. 222); mithin treffen sich auch die Polaren jedes Punktes q 
des Kegelschnitts &® in Bezug auf beide Kegelschnitte K® und K® 
in einem Punkte p der Gerade ©. Der einer zweiten Gerade ©, in 
derselben Weise zugehörige Kegelschnitt sei &%. Die beiden Kegel- 
schnitte Œ) und GP) haben den Punkt Q gemein, in dem sich die 
Polaren des Schnittpunktes P= ®©, in Bezug auf K® und K® 
treffen, also noch einen oder drei andere gemeinschaftliche Punkte, 
welche die Lösung der vorgelegten Frage darbieten. In der That, es 
sei x ein gemeinschaftlicher Punkt der Kegelschnitte ©) und GP 
ausser dem bekannten Q, so müssen, weil x in ©@) liegt, seine Polaren 
rücksichtlich X® und X® sich in einem Punkte & der Gerade © 
treffen, und weil x in ©®) liegt, müssen sie sich in einem Punkte &, 
der Gerade ©, treffen; die Punkte & und &, fallen aber nicht zusammen 
in P, weil sonst æ in Q läge; folglich müssen die Polaren von x 
rücksichtlich beider Kegelschnitte A®, K in die Gerade £$, hinein- 
fallen, d. h. æ ist ein Punkt der gesuchten Art. Und umgekehrt, jeder 
Punkt der gesuchten Art muss, weil seine beiden identischen Polaren 
sich sowohl auf ©, als auf ©, treffen, den beiden Kegelschnitten &® 
und GP) gemeinsam sein. 

Wir schliessen also: Es giebt drei Punkte x,y,z der Art, dass 
für jeden von ihnen die Polaren rücksichtlich zweier gegebenen Kegel- 
schnitte K und K® zusammenfallen; von diesen drei Punkten muss 
einer immer reell sein. 

Nehmen wir an, sie seien alle drei reell; wenn die Polare von æ 
in Bezug auf K®) und KẸ) in & und é, bezw. die Geraden ©, ©, trifft 
und die Polare von y in y und n,, so muss auch der Schnittpunkt 
(£61, 0) ein solcher Punkt sein, dass er dieselbe Polare xy in Bezug 
auf beide Kegelschnitte A, K® hat. Es giebt aber nur noch einen 
einzigen dritten Punkt dieser Art, nämlich z, den vierten Schnittpunkt 
der beiden Kegelschnitte © und ŒP, folglich muss der Punkt (#4, 1%) 
mit z coincidiren und seine Polare, welche in é und é resp. die Ge- 
raden © und ©, trifft, die Verbindungslinie xy sein; es ist also z der 
Pol von æy und in gleicher Weise x der Pol von yz und y der Pol 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 23 
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von zw. Die drei Punkte x, y, z liegen daher so, dass jeder der Pol 
der Verbindungslinie der beiden andern ist; d.h. sie bilden ein Polar- 
dreieck für beide Kegelschnitte KƏ und K®. 


Hierdurch ist zugleich die zweite oben aufgestellte Frage be- 
antwortet, nämlich nach solchen Geraden, deren Pole in Bezug auf 
K) und K®) zusammenfallen; denn eine so beschaffene Gerade muss die 
Träger & und ©, in zwei derartigen Punkten p und p, treffen, dass 
der Schnittpunkt der Polaren von p in Bezug auf A® und K® mit 
dem Schnittpunkt der Polaren von p, zusammenfällt, und solcher Ge- 
raden giebt es, wie wir gesehen haben, nur die drei £., 4m, &&, oder 


X,Y,Z. Wir haben also folgendes Resultat: 


Es giebt drei Geraden X, Y,Z der Art, dass für jede derselben 
die Pole rücksichtlich zweier gegebenen Kegelschnitte K® und K® gzu- 
sammenfallen. Von diesen drei Geraden muss eine immer reell sein; 
sind alle drei reell, so bilden sie ein Polardreiseit für die beiden Kegel- 
schnitte K® und K®, d.h. der Pol jeder ist der Schnittpunkt der beiden 
andern. i 

Da von dem gemeinschaftlichen Polardreieck xyz = XYZ ent- 
weder alle Ecken und Seiten reell sind oder nur eine Ecke x und die 
gegenüberliegende Seite X, so brauchen wir auch nur diese beiden 
immer reellen Elemente, deren Construction oben angegeben ist, zu 
ermitteln und können die übrigen auf folgende Art aus ihnen finden. 
Die Polare X von x ist der Träger zweier verschiedenen Involutionen, 
welche beziehungsweise den Kegelschnitten K® und K® zugehören; 
besitzen dieselben ein reelles gemeinschaftliches Paar, so liefert das- 
selbe die Punkte y und z. 

Wenn die Kegelschnitte K® und K!® keinen reellen Punkt ge- 
meinsam haben, so befinden sie sich in einer der Lagen, die wir 
oben mit 1) und 2) bezeichnet haben. Bei der Lage 1), bei welcher 
der eine Kegelschnitt A% ganz innerhalb des andern K® enthalten 
ist, kann der reelle Punkt « entweder im Innern von K und dann 
auch im Innern von K® liegen, oder im Innern von K®, aber ausser- 
halb K%, oder ausserhalb beider Kegelschnitte. In den beiden ersten 
Fällen ist mindestens eine der Involutionen auf X elliptisch; also ist 
das gemeinsame Paar yz reell. Im dritten Falle trifft X beide Kegel- 
schnitte reell, die Involutionen sind beide hyperbolisch; aber bei der 
jetzt vorausgesetzten Lage der beiden Kegelschnitte sind die Schnitt- 
punktepaare, die Paare der Doppelpunkte der Involutionen, so ge- 
legen, dass eins das andere einschliesst; also sind y und z eben- 
falls reell. 
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Bei der Lage 2), wo K@ und K® aus einander liegen, befindet 
sich z entweder innerhalb des einen und ausserhalb des andern, oder 
ausserhalb beider; im ersteren Falle ist eine von den Involutionen 
auf X elliptisch, im andern Falle sind beide hyperbolisch, aber 
die Paare der Doppelpunkte schliessen sich aus oder — wenn mindestens 
einer von den Kegelschnitten eine Hyperbel ist — eins schliesst 
das andere ein; mithin sind in beiden Fällen y und z reell. Also 
schliessen wir: 

Zwei Kegelschnitte, welche keinen reellen Punkt gemeinsam haben, 
haben ein vollständig reelles gemeinschaftliches Polardreieck. 

Andererseits haben zwei Kegelschnitte mit vier (reellen) gemeinsamen 
Punkten immer ein gemeinsames Polardreieck, das Diagonaldreieck des 
von den vier Schnittpunkten gebildeten vollständigen Vierecks. 

Also bleibt dafür, dass die beiden Kegelschnitte K® und K® 
von dem gemeinsamen Polardreieck ällein x und X reell haben, der einzige 
Fall übrig, dass die Kegelschnitte nur zwei reelle Schnittpunkte haben; 
und in der That gilt: 

Wenn zwei Kegelschnitte nur zwei reelle Schnittpunkte haben, so ist 
von dem gemeinschaftlichen Polardreiecke nur ein Punkt x und seine 
Gegenseite X reell. Denn wäre das gemeinsame Polardreieck zyz = X Y Z 
vollständig reell, so würde jeder beliebige von den beiden reellen ge- 
meinsamen Punkten sofort zu drei anderen führen, nämlich wenn « 
dieser Punkt ist und x der Schnittpunkt («æ, X), zu dem dem Punkte « 
in Bezug auf x und x zugeordneten vierten harmonischen Punkte und 
zu zwei andern aus y und Y, z und Z analog construirten Punkten. 
Es kann mithin, wenn nur zwei Schnittpunkte vorhanden sind, das 
Polardreieck nicht vollständig reell sein, sondern nur x und X; und 
zugleich müssen die beiden reellen gemeinschaftlichen Punkte mit æ in 
gerader Linie liegen; und umgekehrt: Wenn von dem gemeinschaft- 
lichen Polardreieck zweier Kegelschnitte allein eine Ecke æ und seine 
Gegenseite X reell sind, so müssen die beiden Kegelschnitte zwei und 
nur zwei reelle gemeinschaftliche Punkte haben. 


Ganz ähnlich verhält es sich mit den gemeinschaftlichen Tangenten : 


zweier Kegelschnitte.- Wenn zwei Kegelschnitte vier reelle gemein- 
schaftliche Tangenten haben, so haben sie ein vollständig reelles ge- 
meinschaftliches Polardreieck, nämlich das Diagonaldreieck des von 
jenen vier Tangenten gebildeten vollständigen Vierseits. Ebenso: Wenn 
zwei Kegelschnitte keine reelle gemeinschaftliche Tangente haben, so müssen 
sie ein reelles gemeinsames Polardreieck besitzen. Denn polarisiren wir 
die beiden gegebenen Kegelschnitte X® und K®, von welchen an- 
genommen wird, dass sie keine reelle gemeinschaftliche Tangente haben, 


23* 
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so erhalten wir zwei neue Kegelschnitte, ‚welche keinen reellen Punkt 
gemein haben; und da diese ein reelles gemeinschaftliches Polardreieck 
haben, so müssen auch jene ein solches haben, indem aus Pol und 
Polare eines Kegelschnitts durch Polarisation allemal wieder Polare 
und Pol des Polarerzeugnisses wird (Nr. 102), also auch aus einem 
Polardreieck ein Polardreiseit, das ja zugleich ein Polardreieck ist. 

Wenn endlich die gegebenen Kegelschnitte X® und K®) nur zwei 
reelle gemeinschaftliche Tangenten haben, so kann ihr gemeinschaft- 
liches Polardreieck nicht ganz reell sein, sondern nur X und x; denn 
wären alle drei Seiten X, Y, Z reell, so könnten wir wieder aus irgend 
einer œ der beiden reellen gemeinsamen Tangenten drei andere ableiten, 
indem wir am Schnittpunkt «X den vierten harmonischen Strahl con- 
struiren, welcher dem « in Bezug auf X und den Verbindungsstrahl 
(«X,.x) zugeordnet ist, und ebenso bei Y und Z verfahren. Also: 
Wenn zwei Kegelschnitte nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten 
haben, so ist von ihrem gemeinschaftlichen Polardreiseit allein eine Seite X 
und ihre Gegenecke x reell, und auf X treffen sich die beiden reellen 
gemeinsamen Tangenten; und auch umgekehrt: Wenn allein X und « 
reell sind, so müssen die Kegelschnitte zwei und nur zwei reelle ge- 
meinschaftliche Tangenten haben. Hieraus folgt in Verbindung mit 
dem Obigen: Zwei Kegelschnitte, welche nur zwei reelle Schnittpunkte 
haben, müssen zwei und nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten be- 
sitzen, und umgekehrt. (Vgl. Nr. 327.) 

272 Hieraus ersehen wir, dass bei zwei beliebigen Kegelschnitten A) 
und K rücksichtlich ihrer gemeinschaftlichen Punkte und Tangenten 
überhaupt folgende fünf Fälle eintreten können: 

A) Das gemeinschaftliche Polardreieck xyz = X YZ ist vollständig 


reell: 
I. Die beiden Kegelschnitte haben keinen reellen Punkt und keine 


reelle Tangente gemeinschaftlich. 
II. Die beiden Kegelschnitte haben keinen reellen Punkt, aber 
vier reelle Tangenten gemeinschaftlich. 
III. Die beiden Kegelschnitte haben vier reelle Punkte, aber keine 
reelle Tangente gemeinschaftlich. 
IV. Die beiden Kegelschnitte haben vier reelle Punkte und vier 
reelle Tangenten gemeinschaftlich. 
B) Von dem gemeinschaftlichen Polardreieck ist nur eine Ecke x 
und die Gegenseite X, ihre Polare, reell: 
V. Die beiden Kegelschnitte haben nur zwei reelle Punkte und 
gleichzeitig nur zwei reelle Tangenten gemeinschaftlich. 
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Wir wollen nun untersuchen, wie in diesen fünf Fällen das ge- 
meinsame Polardreieck zu den beiden Kegelschnitten gelegen ist. Von 
einem Polardreiecke eines Kegelschnitts liegt (Nr. 107) immer eine 
Ecke innerhalb, die beiden andern ausserhalb, und die Seiten aus jener 
schneiden reell, die dritte nicht. Also sind für ein vollständig reelles 
gemeinsames Polardreieck zweierlei Fälle möglich: entweder ist die 
innere Ecke für den einen Kegelschnitt auch innere für den andern 
und dann sind die andern beiden Eeken für beide äussere Punkte, 
oder die innern Ecken sind verschieden für die beiden Kegelschnitte 
und jede eine äussere für den andern, und die dritte dann äusserer 
Punkt für beide. Also: 


(«) | (B) 
x innerhalb X® und KØ, | æ ausserhalb X®, innerhalb KØ, 
y ausserhalb beider, y innerhalb K®, ausserhalb K®, 
z ausserhalb beider; | z ausserhalb beider; 
X schneidet weder K®, noch K®, | X trifft nur KO, 
Y schneidet beide, | Y trifft nur KO, 
Z schneidet beide; | Z trifft beide. 


Machen wir uns zunächst klar, dass die beiden Lagen 1) und 2) 
in Nr. 268 von zwei Kegelschnitten ohne reelle Schnittpunkte mit den 
jetzigen Fällen I und II identisch sind. In der Lage 1), wo ein 
Kegelschnitt, etwa A®, den andern umschliesst, kann keine Tangente 
des K® den K® berühren, da sie in das Innere von K® nicht ein- 
treten darf. Alle Tangenten von K®) treffen A® nicht, alle von K®) 
hingegen treffen X%; es fehlt jedesmal die andere Art, also auch die 
Uebergangsform, eine gemeinsame Tangente. 

Wie auch bei der Lage 2) das gemeinsame Polardreieck sein mag, 
ob von der Art («) oder der Art (ß), mindestens ein Eekpunkt z ist 
vorhanden, welcher ausserhalb beider Kegelschnitte liegt; die gegen- 
überliegende Seite Z schneidet beide. Seien A, B; A,, B, die Schnitt- 
punkte. Diese Paare liegen bei der jetzigen Voraussetzung entweder 
aus einander und begrenzen dann beide Innensehnen, oder eine Aussen- 
sehne (einer Hyperbel), etwa AB, umschliesst eine Innensehne A,B;; 
denn in andern Fällen würden Punkte möglich sein, die auf der einen 
Curve oder in ihrem Innern sich befinden und auch im Innern der 
andern liegen, was gegen die Voraussetzung ist. Die Tangente in A 
an K® geht durch z, hat also ihren Pol in Bezug auf K® auf Z und 
zwar im vierten harmonischen Punkte zu A in Bezug auf A,, B,, der 
in beiden Fällen zwischen A,, P,, also im Innern von K$ liegt; daher 
schneidet jene Tangente von A) den A% nicht. Also hat A® Tan- 
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genten, welche A® nicht treffen; da aber dieser Kegelschnitt ausser- 
halb X® liegt, so sendet jeder von seinen Punkten reelle Tangenten 
an K@; folglich hat X® auch Tangenten, welche AX® schneiden, und 
daher sind auch gemeinsame Tangenten vorhanden. Die Tangente in 
B an K® schneidet K@ ebenfalls nieht, hingegen die beiden aus 4, 
(oder B,) kommenden von K® schneiden Ä'\®) und berühren in Punkten, die 
auf K@ zu A, B harmonisch liegen. Durchläuft man also K © (oder A), so 
hat man viermaligen Wechsel zwischen A® (A) schneidenden und 
nicht schneidenden Tangenten, mithin vier gemeinsame Tangenten. 
So fällt Lage 1) unter Fall I, Lage 2) unter Fall II, und da 1) und 2) alle 
Fälle zweier sich nicht schneidender Kegelschnitte umfassen und sich 
ausschliessen, ebenso Fall I und II, so ist Fall I mit 1), Fall II mit 
2) identisch. Demnach: 

Wenn zwei Kegelschnitte weder Punkte, noch Tangenten gemeinsam 
haben, so liegt der eine ganz im Innern des andern. Haben sie keine 
Punkte, wohl aber Tangenten und dann vier gemeinsam, so liegt jeder 
im Aussengebiete des andern.” 

Jetzt erkennen wir auch genauer, dass im Falle I das gemein- 
same Polardreieck von der Art (a) sein muss; denn wenn K(?) der vom 
andern Kegelschnitt K® umschlossene Kegelschnitt ist, so ist ein 
Punkt, wie x bei (ß), der innerhalb A® und ausserhalb A) liegt, 
nicht möglich. Die in Nr. 270 noch für möglich gehaltene Lage eines 
Eckpunktes innerhalb A9 und ausserhalb A® ist also nicht möglich. 

In dem Falle II ist hingegen das Polardreieck von der Art (B); 
denn ein Punkt wie x bei («), innerhalb beider Kegelschnitte, ist bei 
dieser Lage der Kegelschnitte nicht möglich. 

In dem Falle III ist das Polardreieck ebenfalls von der Art (B). 
Denn die Polarcurven K®, (2 befinden sich in dem Falle II. Ihr ge- 
meinsames Polardreieck xyz ist von der Art (); x ist ausserhalb K%, 
innerhalb 2, y umgekehrt und 3 ausserhalb beider; also trifft X nur 
K, Y nur A und Z beide. Alle Tangenten eines jeden der beiden 
Kegelschnitte treffen den andern. Ein Beispiel hiervon sind zwei con- 
focale ungleichartige Kegelschnitte, während gleichartige vom Falle I 
sind. 

Im Falle IV ist wiederum das Polardreieck von der Art («). Die 
Kegelschnitte der ganzen Schaar mit den vier reellen gemeinschaftlichen 
* Den Beweis, dass jeder von zwei aus einander liegenden Kegelschnitten 
(z. B. zwei conjugirten. Hyperbeln) Tangenten hat, die den andern nicht treffen, ver- 
danke ich dem Collegen London; Schröter hat das für selbstverständlich gehalten 
und ohne Beweis Fall IT und Lage 2) für identisch angenommen, ebenso Falll 
und Lage 1). St. 
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Tangenten erfüllen (Nr. 210) nur die fünf hyperbolischen Räume (A) 
des Vierseits, während die sechs elliptischen (e) frei bleiben (Fig. 78)*; 
und auf diese fünf hyperbolischen Räume, durch welche die drei Dia- 
gonalen des Vierseits gehen, vertheilen sich die Kegelschnitte der 
Schaar in zwei Reihen von Ellipsen und zwei von Hyperbeln in der 
Art, dass die eine Reihe von Ellipsen ganz in dem Raume (h), die 
eine von Hyperbeln ganz in den Räumen (%4) und (A,), die zweite 
Reihe von Ellipsen ganz in (h,) und die zweite von Hyperbeln ganz 
in (h,) und (h) enthalten ist. 


Fig. 78. 


Wenn also zwei Kegelschnitte AX® und K® der Schaar reelle 
Schnittpunkte haben sollen, wie in IV, so müssen sie (Nr. 210) ent- 
weder beide in (h), oder beide in (h,) und (h), oder beide in (h,), 
oder beide in (A,) und (h4), oder der eine in (h), der andere in (h,) 
und (h,) enthalten sein. 

Die Diagonalpunkte «x,y,z befinden sich natürlich auch in den 
Räumen (h), und zwar y in (h), x in (h) oder (h), z in (h); sind 
daher beide Kegelschnitte in (%4) und (A,) enthalten, so sind y und z 
ausserhalb beider gelegen, in den andern Fällen gilt dies für x und y; 
also ist das Polardreieck xyz von der Art («). 

Im Falle V, wo nur æ und X reell sind, muss X beide Kegel- 
schnitte reell schneiden und zwar so, dass die Schnittpunktepaare einander 
trennen; weil sonst die beiden X zugehörigen Involutionen ein reelles 
gemeinsames Paar yz hätten; x liegt daher ausserhalb beider Kegel- 
schnitte. 

Es ist noch zu bemerken, dass, während die Lage der Fälle I, 
II, IV, V bei jeder Art von zwei Kegelschnitten (Ellipse, Parabel, 
Hyperbel) auftreten kann, der Fall III nur möglich ist, wenn wenigstens 
einer der beiden Kegelschnitte Hyperbel ist. Das hätten wir oben schon 
erkennen können, als wir III durch Polarisation aus II ableiteten; der 


* Sie ist mit Fig. 66 identisch. 
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Mittelpunkt der Basis muss nothwendig ausserhalb einer der beiden 
aus einander liegenden Polarcurven K®, R sich befinden. 

Im allgemeinen giebt es also nur ein gemeinsames Polardreieck, 
von dem entweder alle Ecken und Seiten reell sind oder nur eine 
Eeke und ihre Gegenseite; wir erinnern aber, dass (Nr. 255), wenn 
die Kegelschnitte eine reelle oder imaginäre doppelte Berührung ein- 
gehen, unendlich viele Polardreiecke gemeinsam sind mit dem Be- 
rührungspole als fester Ecke und der Berührungssehne als fester 
Gegenseite. 

Nachdem wir vermittelst des aufgefundenen gemeinschaftlichen 
Polardreiecks zweier Kegelschnitte alle möglichen Fälle hinsichtlich 
der Realität ihrer gemeinschaftlichen Punkte und Tangenten erörtert 
haben, bleibt es noch übrig, eine direete Construction der letzteren 
aufzufinden, indem das gemeinschaftliche Polardreieck, dessen Con- 
struction oben gegeben wurde, als bereits ermittelt angenommen wird. 
Um gemeinschaftliche Punkte zweier Kegelschnitte K® und K? auf- 
zufinden, kommt es darauf an, solche Geraden zu ermitteln, welchen 
in Bezug auf beide Kegelschnitte dieselbe Involution zugehört; denn 
eine derartige Gerade ist eigentliche oder ideelle gemeinschaftliche 
Secante der Kegelschnitte, je nachdem die Involution hyperbolisch oder 
elliptisch ist. Um andererseits gemeinschaftliche Tangenten zweier 
Kegelschnitte zu finden, handelt es sich darum, Punkte zu ermitteln, 
denen in Bezug auf beide Kegelschnitte dieselbe Involution zugehört; 
denn die reellen oder imaginären Doppelstrahlen einer solchen Invo- 
lution sind gemeinschaftliche Tangenten der Kegelschnitte. 

Jene Geraden und diese Punkte aufzufinden, giebt uns das gemein- 
schaftliche Polardreieck ein Hülfsmittel an die Hand; denn ein Eck- 
punkt x desselben und seine Gegenseite X besitzen die Eigenschaft, 
dass auf irgend einem durch x gezogenen Strahl der Schnittpunkt y 
mit X und der Punkt x conjugirte Punkte für beide Kegelschnitte 
sind, also die beiden Involutionen auf diesem durch x gezogenen 
Strahl, welche den Kegelschnitten zugehören, das Punktepaar æy zu 
einem gemeinschaftlichen Paar conjugirter Punkte haben. Drehen wir 
jetzt den Strahl um x, so kann es vorkommen, dass auf ihm noch 
ein zweites Paar conjugirter Punkte beiden Involutionen gemeinsam 
wird; und dann müssen sie identisch sein, und wir haben eine gemein- 
schaftliche Secante. 

Wir construiren wieder, wie oben, den Kegelschnitt &®), dessen 
Punkte q den Punkten p einer Gerade & in Bezug auf K@ und K@ 
gemeinsam conjugirt sind, und der dem gemeinsamen Polardreieck 
umgeschrieben ist. Dem Punkte æ entspricht der Schnittpunkt ë der 
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Gerade © mit X, den Punkten y, z (wenn sie reell sind) die Schnitt- 
punkte y, & der Gerade © mit Y und Z. Da p und q immer con- 
Jugirt sind für K® und K®, und x und & ebenso, so folgt aus dem 
Hesse’schen Satze, dass die Schnittpunkte (zp, &q) = q! und (xq, p) 
— p! ebenfalls conjugirt für beide Kegelschnitte sind; weil aber der 
letztere p! auf © liegt, so muss der erstere auf ©) liegen, d.h. die 
Verbindungsstrahlen xp und £q treffen sich in einem Punkte q! des 
Kegelschnitts &®, dessen conjugirter Punkt p! auf Œ derjenige ist, in 
welchem zq die Gerade & trifft, oder mit andern Worten: Verbinden 
wir æ mit einem Paar conjugirter Punkte p und q, bezw. auf © und 
©, so treffen die Verbindungsstrahlen &® zum zweiten Male und © 
in einem neuen Paar conjugirter Punkte p! und g!. Hieraus geht 
hervor, dass diese beiden Strahlen zp und æq bei der gleichzeitigen 
Bewegung von p und q eine Involution erzeugen. Denn sp und gq 
trefen $® in den Punkten q! und q, deren Verbindungssehne durch 
den festen Punkt & geht. Jeder Strahl durch æ und der ihm con- 
jugirte in dieser Involution treffen bezw. den Kegelschnitt &@ und die 
Gerade © (und auch umgekehrt) in zwei Punkten q und p, welche 
für K® und KË) gleichzeitig conjugirt sind. Jeder von den Doppel- 
strahlen der Involution hat daher nicht bloss den Punkt x und den 
Schnittpunkt x mit X zu gemeinsam conjugirten Punkten, sondern 
auch den Schnitt p mit © und den zweiten Schnitt q mit ©®; es gehört 
ihm also dieselbe Involution in Bezug auf K® und K® zu; er ist, 
wenn reell, eigentliche oder ideelle gemeinschaftliche Secante derselben. 
Diese Doppelstrahlen werden dadurch leicht ermittelt, dass wir durch & 
die Tangenten an den Kegelschnitt © legen und die Berührungs- 
punkte «œ, @' mit x verbinden. Die vollständige Auflösung der Aufgabe: 
„Die gemeinschaftlichen Punkte zweier beliebig gegebenen Kegelschmitte 
K® und KB zu finden“ lässt sich also folgendermassen zusammen- 
fassen: 

Man nehme von den Punkten y einer beliebigen Gerade © die Po- 
larn in Bezug auf KO und K®, welche sich paarweise in einem ver- 
ünderlichen Punkte q treffen, dessen Ort ein bestimmter Kegelschnitt GO 
ist; dasselbe mache man mit einer zweiten Gerade ©, dadurch erhält 
man einen zweiten Kegelschnitt GP. Die Kegelschnitte GD und GP 
haben einen reellen Punkt Q gemein, den Schnittpunkt der Polaren von 
GG, = P in Bezug auf beide Kegelschnitte K® und K®. Sie haben 
daher im allgemeinen noch drei andere Punkte x, y, z gemein (von denen 
wenigstens einer x und die Gerade X, auf welcher die beiden andern 
liegen, reel sein muss). Die drei Verbindungslinien yz = X, zx = Y, 
zy=Z treffen © in den Punkten €, », &; die Tangentenpaare aus diesen 
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Punkten an den Kegelschmitt GP gelegt mögen die Berührungspunkte a, at; 
B, B1; y, yt haben, dann sind die sechs Geraden xa, xat; yb, yß'; zy, zy! 
die sechs gemeinschaftlichen Secanten der beiden Kegelschnitte K® und 
K@) und müssen sich zu je dreien in vier Punkten treffen, welche die 
gesuchten sind. 

Hieraus ergiebt sich nebenbei ein Satz, welcher auch auf direetem 
Wege zu beweisen ist: 

Eine Transversale treffe die Seiten yz, zx, xy eines einem Kegel- 
schnitte RO) eingeschriebenen Dreiecks in &,n,&; sind dann «, «a; B, pt; 
p, y! die Berührungspunkte der Tangentenpaare aus &,n,& an RP, so 
schneiden sich die sechs Verbindungsstrahlen xa, xat, yß, yß', zy, zy! zu 
je dreien in vier Punkten und sind die sechs Seiten eines vollständigen 
Vierecks, dessen drei Diagonalpunkte x, y, z sind. 

Die analoge Construction der gemeinschaftlichen Tangenten der 
Kegelschnitte X@ und A@ ist nach dem Dualitätsprineip unmittelbar 
herzustellen; mit den bereits construirten Linien und Punkten können 
wir sie ein wenig abkürzen. Es wird der Kegelschnitt P@ construirt, 
welcher die Polaren von P = 6, in Bezug auf K®) und K% berührt 
und dem Dreiseit X YZ eingeschrieben ist; dies ist der Kegelschnitt, 
der in dualer Weise zur Schaar K®XK® und zum Punkte P gehört, 
wie &@ zum Büschel KƏ KG) und zur Gerade ©. Er wird von den 
Geraden eingehüllt, die den Strahlen des Büschels P in Bezug auf die 
Schaar eonjugirt sind, sowie von den Polaren des Punktes P in Bezug 
auf die verschiedenen Kegelschnitte derselben; während &® von den 
Punkten erzeugt wird, die in Bezug auf das Büschel zu den Punkten 
von © conjugirt sind, sowie auch von den Polen der Gerade © in 
Bezug auf die einzelnen Kegelschnitte desselben. Der zweite dem ®©? 
analoge ist nicht mehr nöthig, da wir das Polardreiseit X YZ schon 
haben. 

Die drei Strahlen Pæ, Py, Pz schneiden diesen Kegelschnitt P@) 
in sechs Punkten, deren Tangenten an P® bezüglich a, at; b, bt; c, c! 
heissen mögen; die Schnittpunkte Xa, Xat; Yb, Yb'; Ze, Ze! sind die 


* Die Lösung unserer Aufgabe ist nur eine Zurückführung auf eine andere auch 
nicht mit Zirkel und Lineal lösbare; um nämlich die vier Schnittpunkte zweier 
beliebigen Kegelschnitte K(2), K) zu finden, müssen wir drei Schnittpunkte æ, 4, 2 
zweier andern Kegelschnitte &(@2), &(2) ermitteln, welche einen bekannten vierten 
Punkt Q gemein haben. Diese Zurückführung ist in der Natur der Sache be- 
gründet und nicht zu eliminiren; sie ist gleichbedeutend mit der Zurückführung 
der Lösung der biquadratischen auf die der cubischen Gleichung; wie denn über- 
haupt in unserer Untersuchung eine geometrische Lösung der biquadratischen 
vermittelst einer cubischen und quadratischer Gleichungen enthalten ist. 
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drei Paare Gegenecken des vollständigen Vierseits, welches durch die 
vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kegelschnitte K®, K® 
gebildet wird und zu seinen drei Diagonalen X, Y, Z hat. 

Wenn 0,0, die Pole von © in Bezug auf X®, K® sind, so haben 
die beiden Kegelschnitte $®@ und P® die Lage, dass der erstere den 
beiden Dreiecken zyz und Qoo, umgeschrieben, der letztere ihnen ein- 
geschrieben ist; denn Q ist conjugirt zu P in Bezug auf das Büschel, 
00, zu © in Bezug auf die Schaar, Qo und Qo, sind die Polaren von 
P in Bezug auf K® und KO 

Die gegebene allgemeine Lösung ist nun hinsichtlich der Realität 
der construirten gemeinschaftlichen Punkte und Tangenten der Kegel- 
schnitte K® und A® zu discutiren, und es sind dabei die obigen 
Fälle A) und B) in Nr. 272 zu unterscheiden. 

A) Ist das Polardreieck xyz = X YZ vollständig reell, so kann 
eine gerade Linie © zu ihm nur auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten gelegen sein: entweder trifft sie alle drei Seiten in ihren Ver- 
längerungen, oder nur eine in der Verlängerung und die beiden andern 
zwischen den Ecken des Dreiecks. Da der Kegelschnitt &® dem 
Dreieck zyz umgeschrieben ist, so müssen die drei Schnittpunkte &, y, & 
der Gerade & mit den Dreiecksseiten entweder alle drei ausserhalb &® 
liegen oder nur einer ausserhalb und die beiden andern innerhalb. 
Das ist, wie wir schon gelegentlich erkannt haben (Nr. 235), auch 
richtig, wenn &® Hyperbel ist und die drei Ecken nicht alle auf dem- 
selben Aste liegen. Von den sechs Berührungspunkten «, «t; ß,ß!; 
y,y' sind mithin entweder alle, oder nur zwei reell, und es giebt 
daher auch entweder sechs reelle gemeinschaftliche Secanten oder nur 
zwei für die beiden Kegelschnitte XA® und K®; d.h. die beiden Kegel- 
schnitte haben entweder vier reelle Schnittpunkte oder keinen, in dem 
letzteren Falle aber zwei (reelle) ideelle gemeinschaftliche Secanten. 

Andererseits kann ein Punkt P zu einem Dreiseit X YZ nur auf 
zwei wesentlich verschiedene Arten gelegen sein: entweder treffen seine 
Verbindungslinien mit den Ecken x,y,z des Dreiseits alle drei Seiten 
in Punkten zwischen den Ecken desselben, oder von diesen Schnitt- 
punkten liegt nur einer zwischen den Ecken des Dreiseits und die 
beiden andern in den Verlängerungen der Seiten. Hiernach können 
wir beurtheilen, in welche Räume die drei zusammengehörigen Strahlen 
Px, Py, Pz hineinfallen, und müssen dazu 16 verschiedene Fälle unter- 
scheiden. Es seien wiederum e der Innenraum des Dreiecks »yz, 
&,%,€, die drei Scheitelräume, h, ħa, hg die drei an den Seiten an- 
liegenden (Fig. 79). Da nun jede durch eine der drei Ecken des Drei- 
ecks gezogene Gerade immer nur zwei zusammengehörige Räume e, 
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und h, oder e, und h,, oder e, und h, und ausserdem einen von den 
vier Räumen e, h, l, h, treffen kann, so vertheilen sich drei Strahlen 
Px, Py, Pz auf 13 verschiedene Arten auf diese Räume in folgender 
Weise: 


Fig. 79. 
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Ziehen wir nämlich durch &,y,2 die Parallelen zu den Gegen- 
seiten, so wird dadurch jeder der drei Räume h in vier Räume zerlegt, 
wodurch wir im Ganzen 16 Räume erhalten. Der Lage des Punktes P 
in je einem dieser 16 Räume entsprechen 16 Fälle, die sich aber auf 
die obigen 13 redueiren, weil dreimal die Lage des Punktes P in zwei 
verschiedenen Räumen eine gleiche Lage von Pæ, Py, Pz hervorruft; 
sobald nämlich P in dem Scheitelraum e, oder in dem Theilraum von 
h, der von den Verlängerungen der durch y und z gezogenen Parallelen 
über den Schnittpunkt hinaus eingeschlossen wird, sich befindet, wird 
die Lage von Pæ, Py, Pz gleichartig, nämlich die mit 2 bezeichnete. 

Der Kegelschnitt P®, welcher dem Dreieck xyz eingeschrieben 
ist, kann nur so gelegen sein, dass er ganz enthalten ist in einem 
der Räume: 
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D Dy 
a ua TAE 
oder in den beiden Räumen: 


5) 6) 7) 


es undh, & undA,, e und 4. 


Von den drei Strahlen Px, Py, Pz müssen ihn daher solche in reellen 
Punkten treffen, welche in diese Räume hineinfallen; aus der obigen 
Tabelle erkennen wir aber leicht, dass, welcher dieser sieben Fälle 
auch angenommen wird, die drei Strahlen Pæ, Py, Pz den Kegel- 
schnitt P® entweder alle drei in reellen Punktepaaren treffen, oder 
nur einer von ihnen. Von den sechs Tangenten a, at; b, b!;c, c! sind 
also auch entweder alle oder nur zwei reell, und von dem vollständigen 
Vierseit der vier gemeinschaftlichen Tangenten existirt daher entweder 
nur ein Paar Gegenecken oder drei Paare, d. h. die beiden Kegel- 
schnitte haben entweder vier reelle gemeinschaftliche Tangenten oder 
keine; in dem letzteren Falle existiren aber zwei reelle Punkte, welche 
als ein Paar Gegenecken des imaginären vollständigen Vierseits an- 
zusehen sind. Wir erkennen hieraus, dass bei A) in der That nur die 
vier oben mit I., IL, II., IV. bezeichneten Fälle auftreten können 
und auch wirklich auftreten müssen, wie die angegebene Construction 
es erheischt. Wir sehen dabei von speciellen Fällen ab, indem einige 
der construirten Punkte oder Linien zusammenfallen können, welche 
dann als doppelt aufzufassen sind. 


B) Ist von dem gemeinschaftlichen Polardreiecke der gegebenen 
Kegelschnitte X® und K® nur eine Ecke x und ihre Gegenseite X 
reell, so schneidet X den Kegelschnitt &® nicht; denn schnitte sie 
ihn, so wären die Schnittpunkte y,z reell, was nicht der Fall ist. 
Alle Punkte der Gerade X liegen also ausserhalb des Kegelschnitts © ©, 
mithin auch der Punkt ¢, in welchem & von X getroffen wird; es 
giebt also aus & ein reelles Tangentenpaar an &®, und die Berührungs- 
punkte «, «t, mit x verbunden, geben ein Gegenseitenpaar des voll- 
stindigen Vierecks der vier gemeinschaftlichen Punkte von K® und 
K®. Von den beiden Geraden va und sa’ muss nun die eine in zwei 
reellen gemeinschaftlichen Punkten die Kegelschnitte X® und K® 
treffen, die andere in zwei imaginären. Denn wir können die beiden 
Involutionen auf ihnen bestimmen, von denen jede beiden Kegelschnitten 
gleichzeitig zugehört, und werden finden, dass die eine hyperbolisch, 
die andere elliptisch sein muss. Mögen nämlich (Fig. 80) die Geraden 
x« und ga! der Gerade X in x und g! begegnen und der Gerade © 
in b und b!, so bestimmen die Punktepaare xx und «b auf der ersten, 
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æy’ und atb! auf der zweiten die Involutionen, welche den Kegel- 
schnitten A® und K® gemeinsam zugehören. Die Geraden © und X 
treffen sich in ë, und ««! ist die Polare von § in Bezug auf den Kegel- 
schnitt &®, weil die Tangenten aus & in œ und «! berühren; trifft 
diese also die X in &!, so sind 


Fig. 80. 

a ry! und 88! zwei Punktepaare 
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deren Axe X ist und deren Centrum 

der auf «a! gelegene Pol von X ist. Diese Involution ist elliptisch, 
weil die Schnittpunkte y,z von X und © imaginär sind; folglich 
muss, wenn & zwischen y, x' liegt, &' ausserhalb dieser Strecke liegen 
und umgekehrt. Nun liegen «,«',&' in einer Gerade und b, b! £ in 
einer zweiten Gerade, und diese Punkte sind je drei Schnittpunkte 
mit den Seiten des Dreiecks zrr'. Die Schnittpunkte &, 8! werden 
durch die Ecken x, x’! getrennt; von denen einer Gerade mit den Seiten 
eines Dreiecks liegt entweder keiner oder zwei zwischen den Ecken. 
Hieraus folgt: Wenn wir in einem Dreieck »rr! auf jeder Seite die 
-Ecken als ein Paar conjugirter Punkte einer Involution auffassen und 
zwei beliebige Geraden X und © jede Dreiecksseite in einem zweiten 
Paar conjugirter Punkte treffen lassen, so müssen die drei dadurch 
hervorgerufenen Involutionen auf den Dreiecksseiten entweder alle drei 
hyperbolisch, oder zwei elliptisch und eine hyperbolisch sein. Es sind 
eben drei Involutionen in der Abhängigkeit, mit der wir es wiederholt 
zu thun gehabt haben. Da von unsern drei Involutionen auf den 
Seiten von xrx!, welche durch die Geraden X und © bestimmt werden, 
die eine (xx!, 8&') elliptisch ist, so muss von den beiden andern die 
eine elliptisch, die andere hyperbolisch sein. Folglich haben die Kegel- 
schnitte K® und K®) in dem Falle B) zwei reelle und zwei imaginäre 
Schnittpunkte, aber ein reelles Paar gemeinschaftlicher Secanten, welche 
durch æ gehen und von denen die eine die reellen Schnittpunkte, die 
andere die imaginären verbindet. 

Wir können in ähnlicher Weise zeigen, dass in diesem Falle B) 
andererseits auf der Gerade X zwei solche reelle Punkte existiren, 
dass für jeden derselben die in Bezug auf die Kegelschnitte K®) und 
KË) zugehörigen Involutionen identisch werden, und dass von diesen 
Involutionen die eine hyperbolisch, die andere elliptisch ist. Die 
Doppelstrahlen der ersteren sind die beiden reellen gemeinschaftlichen 
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Wangenten von K® und K®, während die der anderen imaginär sind, 
aber als reellen Sehnittpunkt auf X den Grundpunkt der andern In- 
wolution haben. Allein es bedarf hier keines so umständlichen Nach- 
weises mehr, weil durch Polarisation des bereits gefundenen Resultates 
das andere unmittelbar zu Tage tritt. 


Wir sind durch diese Untersuchung in den Stand gesetzt, wenn <£ 


zwei beliebige Kegelschnitte K® und K® gegeben sind, sowohl das 
Büschel, als auch die Schaar Kegelschnitte herzustellen, welche durch 
sie bestimmt werden. Hierzu bedarf es nur der oben angegebenen 
Construction eines immer reellen gemeinschaftlichen Paares von Pol 
und Polare, x und X, und dann des reellen Geradenpaares durch æ 
und des reellen Punktepaares auf X, von denen ersteres ein Paar 
gemeinschaftlicher Secanten der beiden Kegelschnitte und letzteres ein 
Paar Schnittpunkte gemeinschaftlicher Tangenten ist; d.h. jenes wie 
dieses enthält zwei Involutionen, welche für beide Kegelschnitte zu- 
gleich die zugehörigen sind. Diese beiden Involutionen, mögen sie 
nun elliptisch oder hyperbolisch sein, geben, wie wir in $$ 42 und 49 
gesehen haben, eine unmittelbare reelle Construction an die Hand 
für alle Kegelschnitte einerseits des Büschels und andererseits der 
Schaar, welche durch die beiden gegebenen K® und K®) bestimmt 
werden. 

Schliesslich bemerken wir noch, dass durch die vorstehende 
Untersuchung zu den aus den Elementen bekannten Figuren des voll- 
ständigen Vierecks und Vierseits neue hinzutreten, indem Ecken und 
Seiten, Diagonalpunkte und Diagonalen derselben paarweise imaginär, 
d. h. durch elliptische Involutionen vertreten werden; und zwar giebt 
es drei wesentlich verschiedene Arten dieser beiden Figuren. 


Das vollständige Viereck hat: 


I. vier reelle Ecken, sechs reelle 
Seiten oder drei Paare Gegenseiten, 
welche sich in drei reellen Diago- 
nalpunkten paarweise treffen. 


Seiten, und zwar Gegenseiten, die 
sich in einem reellen Diagonal- 
punkte treffen; die beiden andern 
Paare Gegenseiten sind imaginär, 
aber ihre Durchschnittspunkte sind 
reell und die beiden übrigen reellen 
Diagonalpunkte. 


Das vollständige Vierseit hat: 


I. vier reelle Seiten, sechs reelle 
Ecken oder drei Paare Gegenecken, 


‚ welche paarweise verbunden drei 
| reelle Diagonalen liefern. 
II. keine reelle Ecke, zwei reelle | 


Il. keine reelle Seite, zwei reelle 
Ecken, und zwar Gegenecken, deren 
Verbindungslinie eine reelle Dia- 
gonale ist; die beiden andern Paare 
Gegenecken sind imaginär, aber 
ihre Verbindungslinien sind reell 
und die beiden übrigen reellen 
Diagonalen. 
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II. zwei reelle Ecken und zwei III. zwei reelle Seiten und zwei 
imaginäre Ecken, ein reelles Paar | imaginäre Seiten, ein reelles Paar 
Gegenseiten, von denen eine die | @Gegenecken, von denen die eine 
beiden reellen, die andere die beiden | der Schnittpunkt der beiden reellen, 
imaginären Ecken enthält; einen | die andere der Schnittpunkt der 
reellen Diagonalpunkt, den Schnitt- | beiden imaginären Seiten ist; eine 
punkt jener reellen Gegenseiten; | reelle Diagonale, die Verbindungs- 
die beiden andern Paare Gegenseiten | linie dieser reellen Gegenecken; die 
sind imaginär und auch die beiden | beiden andern Paare Gegenecken 
andern Diagonalpunkte, aber die | sind imaginär und auch die beiden 
Verbindungslinie der letzteren ist | andern Diagonalen, aber der Schnitt- 
reell. | punkt der letzteren ist reell. 


Da das vollständige Viereck (links) in allen drei Fällen ein reelles 
Paar Gegenseiten hat, so können wir diese als die Träger zweier In- 
volutionen ansehen, deren Doppelpunkte die Ecken des vollständigen 
Vierecks sind, und hiernach tritt der Fall I ein, wenn beide Invo- 
lutionen hyperbolisch, der Fall II, wenn beide elliptisch, und der 
Fall III, wenn eine elliptisch, die andere hyperbolisch ist; ebenso 
kann das vollständige Vierseit (rechts) als gebildet von den Doppel- 
strahlen zweier Strahlinvolutionen angesehen werden, und es treten 
die drei oben angeführten Fälle ein, je nachdem beide hyperbolisch, 
beide elliptisch oder eine hyperbolisch und die andere elliptisch ist. 

Die Tangentenpaare aus einem beliebigen Punkte P an die Kegel- 
schnitte eines Büschels bilden nicht eine Involution; jeder Strahl durch 
P berührt vielmehr zwei Kegelschnitte des Büschels, und die Zuordnung 
zweier denselben Kegelschnitt des Büschels berührenden Strahlen durch 
P ist eine eomplieirtere. Die Tangentenpaare aber, die an die Kegel- 
schnitte eines Büschels aus einer Ecke des gemeinsamen Polardreiecks 
kommen, bilden eine Involution; denn jedes dieser Paare ist harmonisch 
zu den beiden Seiten des Dreiecks durch die Ecke. Und es berührt 
ja auch jeder Strahl durch die Ecke nur einen Kegelschnitt des Büschels; 
denn der zweite Doppelpunkt der Schnittinvolution rührt von dem in 
der Ecke befindlichen Doppelpunkte eines Geradenpaares des Büschels 
her. 

Ebenso wird eine Kegelschnittschaar von einer Seite des gemein- 
samen Polardreiecks in einer Involution geschnitten. 

So erhalten wir, wenn zwei Kegelschnitte ein reelles gemeinsames 
Polardreieck haben, da sie sowohl ein Büschel als eine Schaar be- 
stimmen, drei Involutionen auf den Seiten und drei um die Ecken 
desselben, die aber alle hyperbolisch sind. 
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Zu zwei andern Tripeln von Involutionen, die mit einem reellen 
gemeinsamen Polardreiecke xyz zweier Kegelschnitte verbunden sind, 
gelangt man in folgender Weise. Wir haben in Nr. 274 erkannt, dass, 
wenn p,q in Bezug auf beide Curven conjugirt sind, die Strahlen aus 
einer Ecke x des Polardreiecks nach p,q sich involutorisch bewegen; 
in dieser Involution sind auch die beiden Seiten xy und æz conjugirt, 
denn dem Punkte y (oder z) ist in Bezug auf beide Kegelschnitte jeder 
Punkt von xz (oder xy) conjugirt. So ergeben sich drei Strahl- 
involutionen um x,y,z, in denen je die Seiten conjugirt sind, mit der 
Beschaffenheit, dass den Strahlen aus x, y, z nach irgend einem Punkte y 
stets die Strahlen nach dem in Bezug auf beide Kegelschnitte conjugirten 
Punkte q gepaart sind, also drei Imvolutionen in der wiederholt be- 
sprochenen Abhängigkeit. Und ebenso ergeben sich drei derartige In- 
volutionen auf den Seiten des gemeinsamen Polardreiecks. 

Die drei Involutionen in der erwähnten Abhängigkeit kann man 
auch zur Lösung der folgenden Aufgabe verwerthen: Zwei imaginäre 
(reradenpaare sind gegeben, jedes definirt durch eine elliptische Strahl- 
involution A, bezw. B; ihre vier Schnittpunkte sollen ermittelt werden, 
oder genauer, es sollen die beiden reellen elliptischen Involutionen aufgefunden 
werden, deren Doppelpunkte die gesuchten Punkte sind, deren Träger 
also die beiden Geraden des dritten Geradenpaares im Büschel sind, 
das durch jene bestimmt ist. Die dritte Involution C hat zum Grund- 
punkte den Schnittpunkt der Strahlen, welche in den gegebenen In- 
‚ volutionen dem Strahle AB conjugirt sind; ferner wenn zwei Strahlen 
von A und B sich auf einem Strahle von C schneiden, so begegnen 
sich die conjugirten Strahlen auf dem conjugirten von ©. Diese In- 
volution © ist hyperbolisch; es sei d einer von ihren reellen Doppel- 
strahlen; ist x ein Punkt von ihm, so liegt der Schnittpunkt yt, in 
dem die den Ay, Dr conjugirten Strahlen sich treffen, ebenfalls auf d; 
mithin sind x,x' eonjugirt in den Involutionen, welche in d von den 
A und B eingeschnitten werden; dasselbe gilt für U und (AB, d). 
Daher sind diese Involutionen identisch. Wir haben in den Involutionen 
auf den beiden Doppelstrahlen die gesuchten. 


$ 55. Harmonisch zugeordnete Kegelschnitte. 

Ein Kegelschnitt &® wird von zwei Seiten eines zugehörigen 
Polardreiecks xyz = YYZ reell getroffen, von der dritten nicht; es 
möge X in a und «, Y.in b und ß den &% schneiden (Fig. 81), dann 
liegen der Schnittpunkt (ab, «ß) = c und der Schnittpunkt (aß, «b) = y 
beide auf der Polare Z von z2=(a«,bß); z,c,y bilden ein zweites 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 24 
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Polardreieck in Bezug auf den Kegelschnitt EC, weil sie die Diagonal- 
punkte des ihm eingeschriebenen vollständigen Vierecks a«bß sind; 
die vier Punkte «a, «a; b, ß sind harmonische Punkte auf &%, und auf 
den drei Geraden X, Y, Z sind a, a; y, z, bezw. b, ß; z, £ und c, y; £, y 
ebenfalls harmonisch. Die hierdurch hergestellte Figur bietet interessante 
Eigenschaften dar. 


Fig. 81. 


Ebenso, wie der Kegelschnitt ©® durch die vier Punkte a, «œ, b, ß 
geht und in ihnen va, va, yb, yß zu Tangenten hat, lassen sich zwei 
andere Kegelschnitte M und B@ herstellen, von denen der erstere 
durch b, ß,c,y geht und in diesen Punkten die Tangenten yb, yß, 
2c,2y hat, der andere aber durch c,y,a,« geht und die Tangenten 
zc, žy, xa, xæ hat. Denn der Kegelschnitt M, welcher in b und $ 
die Tangenten yb und yß hat und ausserdem durch c geht, wodurch 
er vollständig bestimmt ist, muss, weil er y und Y zu Pol und Polare 
hat und y der vierte harmonische Punkt zu y,x;c ist, auch durch y 
gehen. Er muss ferner, weil auch v, Z; b, ß vier harmonische Punkte 
sind, auch x und X zu Pol und Polare haben, folglich auch z und Z, 
also xyz zu einem Polardreiecke; da die Gerade Z den Kegelschnitt A? 
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inc und y trifft, so müssen die Tangenten in diesen Punkten durch 
den Pol z gehen; der Kegelschnitt A® besitzt also die behauptete 
Eigenschaft und in gleicher Weise B®. Solche drei Kegelschnitte: 


A durch die Punkte b, ß,c,y mit den Tangenten yb, yß, ze, 2y, 

Be N, „ Dr ie » ZC, RY, LA, LA, 

Bm, ” 2) a,a,b,ß „ » „ va, xa, yb, yp 
heissen harmonisch zugeordnete Kegelschmitte; jeder von ihnen berührt 
die beiden andern doppelt, und die Berührungspunkte sind die drei 
Paare Gegenecken a«, bp, cy eines vollständigen Vierseits; das Diagonal- 
dreieck xyz desselben ist für alle drei Kegelschnitte ein Polardreieck. 
Von dessen drei Seiten sind für jeden zwei die Berührungssehnen mit 
den beiden andern Kegelschnitten; für die zugehörige Involution auf 
der dritten haben wir ausser den Ecken des Polardreiecks noch ein 
zweites Paar conjugirter Punkte in den beiden auf ihr gelegenen Gegen- 
ecken des Vierseits; denn sie sind Diagonalpunkte des dem Kegel- 
schnitte eingeschriebenen Vierecks der beiden andern Gegeneckenpaare. 
So gehört zu CC® auf Z die Involution (xy, cy), zu A® auf X die 
Involution (yz, a«) und zu B® auf Y die Involution (zx, bB). 

Die vier Punkte auf jedem der drei Kegelschnitte, welche jedes- 
mal zwei Paare Gegenecken des vollständigen Vierseits sind, bilden 
immer ein Quadrupel von vier harmonischen Punkten (Nr. 86), denn 
z.B. bB geht durch den Pol x von a« nach 6%. Die drei Kegel- 
schnitte A®, BHO, ES erscheinen mithin als drei harmonische Kegel- 
schnitte, welche den drei Vierecken bey, ceya«, a«abß umgeschrieben 
sind, die aus jenem Vierseit gebildet werden können, wobei stets Gegen- 
ecken dieses Vierseits zugeordnet sind (Nr. 86); aus diesem Grunde 
heissen sie harmonisch zugeordnete Kegelschnitte. 

Gleichzeitig erscheinen dieselben drei Kegelsehnitte A, YO, CO 
aber auch als drei harmonische Kegelschnitte, welche den drei Vier- 
seiten eingeschrieben sind, die in einem vollständigen Viereck liegen; 
bezeichnen wir nämlich die sechs Tangenten 
wa ee." BB „Ur ae a 
er he E E 
so ist ersichtlich, dass diese sechs Strahlen ein vollständiges Viereck 
bilden, d.h. zu je dreien sich in vier Punkten treffen, wobei A und A, 
B und B, C und Tf die drei Paare von Gegenseiten sind; denn ebenso wie 


mit 


a,b,c in einer Gerade liegen, treffen sich A, B,T in einem Punkt, 


u: BE EEA „ ” „ RES. 28: BR » » 
y 
ten » „ » o Oig „ » 
&, ß, C ” „ „ ”„ „ ” A, B, r „ ph] ” ? 
24* 
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weil | 

a, &, b, ß, C, Y } P . x 

ole und Pola Bezug auf 6® 

A,A, B,B,T,C e un ren in Bezug au y 
in gleicher Weise 


a,a,b,ß,c,y 
KM: A, B BCF 


und endlich 


a, a, b, B, ey) 

A, A,B, B, C, T 
Der Kegelschnitt A® ist also ein dem Vierseit BBOT einge- 
schriebener harmonischer Kegelschnitt, wobei die Seitenpaare B und B, 
© und F zugeordnet sind; ebenso ist B® ein dem Vierseit CFAA ein- 
geschriebener harmonischer Kegelschnitt und € ® ein dem Vierseit A A B B 
eingeschriebener. Es giebt aber (Nr. 85) nur einen einzigen harmonischen 
Kegelschnitt, welcher bei gegebener Zuordnung einem gegebenen Vier- 


l Pole und Polaren in Bezug auf A®, 


Pole und Polaren in Bezug auf B® sind. 


seit eingeschrieben oder einem Viereck umgeschrieben ist; und zu- 
gleich ersehen wir aus der letzten Zusammenstellung, dass das voll- 
ständige Viereck und das vollständige Vierseit Polarfiguren rücksicht- 
lich jedes der drei Kegelschnitte A®, HƏ, 6® sind, indem nur die 
drei einfachen Vierecke, aus denen das vollständige Vierseit besteht, 
den drei einfachen Vierseiten, aus welchen das vollständige Viereck 
besteht, in verschiedener Weise bei ihnen entsprechen; da also auch 
die einfachen Vierseite die Polarfiguren der einfachen Vierecke sind, 
so müssen die jenen eingeschriebenen harmonischen Kegelschnitte die 
Polarfiguren der diesen umgeschriebenen harmonischen Kegelschnitte 
sein. Es folgt hieraus, dass die drei harmonisch zugeordneten Kegel- 
schnitte AD, HO, CO die merkwürdige Eigenschaft besitzen, dass jeder 
als seine eigene « Polarfigur erscheint, wenn er in Bezug auf einen der 
beiden andern polarisirt wird. 

Um z.B. die Polarfigur des Kegelschnitts A in Bezug auf Y 
zu erhalten, müssen wir von den vier Punkten b, ß,c,y und den in 
ihnen gezogenen Tangenten B, B,C, die Polaren und Pole rück- 
sichtlich Y nehmen; erstere sind beziehlich B, B, C,T und letztere 
ß,b,e,y; der Polarkegelschnitt geht also durch dieselben vier Punkte 
und hat dieselben vier Tangenten in ihnen, wie der polarisirte; er 
coineidirt daher mit ihm. Dasselbe ergiebt sich, wenn wir den dritten 
Kegelschnitt 6 als Basis nehmen. Dieser eigenthümliche Zusammen- 
hang der drei Kegelschnitte AP, B®, CP lässt sich noch deutlicher 
überblicken, wenn wir von den Punkten eines dieser Kegelschnitte die 
Polaren in Bezug auf einen zweiten aufsuchen, welche selbst Tan- 
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genten des ersten sein müssen, und wenn wir zugleich die Berührungs- 
punkte der letzteren ermitteln. 

Die Polare irgend eines Punktes a auf dem Kegelschnitt W® in 
Bezug auf X) muss eine Tangente von ®©) sein; sie möge den Be- 
rührungspunkt a’ haben; dann wird die Polare von a’ in Bezug auf 
Be) ebenfalls eine Tangente von A® sein und offenbar den Punkt a 


zum Berührungspunkt haben; nennen wir ta und ty diese beiden Tan-. 


genten in a und a’ am Kegelschnitt A® und ihren Schnittpunkt 8, so 
sind a und tw in Bezug auf den Kegelschnitt B@ Pol und Polare, 
ebenso auch a’ und ta, folglich auch $ und aa’; in Bezug auf den 
Kegelschnitt A? sind aber ebenfalls 8 und aa’ Pol und Polare, weil 
seine Tangenten in a und a’ durch 8 gehen. Der Punkt 3 und die 
Gerade aa’ sind daher gemeinschaftlich für beide Kegelschnitte A® 
und X) Pol und Polare, sie gehören nicht dem gemeinschaftlichen 
Polardreiecke xyz an; also haben die Kegelschnitte A? und B® zwei 
und somit unendlich viele gemeinschaftliche Polardreiecke, und dies 
ist (Nr. 255) nicht anders möglich, als wenn sie eine doppelte Be- 
rührung haben. 

Sie haben in der That eine doppelte Berührung in den Punkten c 
und y; z und Z sind Pol und Polare für beide Kegelschnitte gleich- 
zeitig und haben in Bezug auf beide dieselben Involutionen; alle Polar- 
dreiecke, welche beiden Kegelschnitten gemeinschaftlich sind, müssen 
daher eine Ecke in z und eine Seite in Z haben, und es folgt daraus, 
dass der Punkt 8 in Z liegen und die Verbindungslinie aa’ durch z 
laufen muss. Um also die Polare eines beliebigen Punktes a des 
Kegelschnitts A® in Bezug auf B”® zu erhalten, ziehen wir az, welche 
in a’ dem W® zum andern Male begegnet; dann ist die Tangente in a’ 
an A® die Polare von a in Bezug auf VY; um gleicherweise die 
Polare von a in Bezug auf 6 zu erhalten, ziehen wir ay, welche in 
a” dem A) zum andern Male begegnet; die Tangente in a” an A® 
ist dann die Polare von a in Bezug auf 6%; hieraus folgt zugleich, 
dass die Verbindungslinie a'a” durch x gehen muss (Nr. 106). Jeder 
durch x gehende Strahl trifft also den Kegelschmitt A® in zwei solchen 
Punkten, dass die Tangenten derselben die Polaren in Bezug auf HO 
und C® vom einem und demselben dritten Punkte des Kegelschmitts A 
sind, und das Analoge gilt von y und B®, sowie von z und E%), 


Ferner lassen sich die Mittelpunkte der drei Kegelschnitte A®, : 


HD, CA leicht ermitteln; da æa die Berührungssehne und æ ihr Pol 
für die Kegelschnitte B® und ÇO ist, so muss, wenn u die Mitte 
jener Sehne ist, zu durch die Mittelpunkte der Kegelschnitte B®) 
und &@ gehen; ist w die Mitte der Sehne bf, so muss yu’ durch die 
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Mittelpunkte der Kegelschnitte &? und A® gehen, folglich ist der 
Schnittpunkt (zu, yu') der Mittelpunkt des Kegelschnitts ©®; ist 
endlich u” die Mitte der Sehne cy, so geht zu” durch die Mittelpunkte 
der Kegelschnitte A® und HƏ, und daher ist: 


(ya, zu") = WM der Mittelpunkt des Kegelschnitts A, 
(zw, vu) =. WM ” ” ” ” m, 
(zu, yw) = M" ” ” ” ” em, 


Die drei Punkte u, u’, u” liegen als die Mitten der drei Diagonalen 
eines vollständigen Vierseits auf einer Gerade (Nr. 56, 204). Da wir 
von den drei harmonisch zugeordneten Kegelschnitten ein ihnen ge- 
meinsames Polardreieck xyz und die Mittelpunkte M, M, MU’ kennen, 
so lässt sich nach Nr. 134, 214 auch die Art der Kegelschnitte be- 
stimmen. Denn die drei Mitten u,w, «’ der Diagonalen aa, bB, cy 
des vollständigen Vierseits liegen auf den Verlängerungen der Seiten 
des Diagonaldreiecks xyz; es sind nämlich y,2 zu a,« harmonisch, 
und die Mitte des einen Paares zugeordneter Punkte a« liegt offenbar 
ausserhalb des andern Paares (als Mittelpunkt einer hyperbolischen 
Involution, zu welcher dies Paar gehört). Es sind also die Schnitte 
u, u, u” der Gerade, auf der diese Punkte liegen, mit den Seiten 
Yz, 22, xy von xyz auf den Verlängerungen gelegen. Das Vierseit 
aller vier Geraden hat MMW zum Diagonaldreieck; und von den 
drei Diagonalpunkten liegt bekanntlich der eine auf beiden in ihm 
sich schneidenden Diagonalen zwischen den verbundenen Gegenecken, 
der zweite nur auf einer und der dritte auf keiner. Nennen wir wieder 
den Innenraum von xyz und die Scheitelräume elliptisch und die an 
den Seiten anliegenden hyperbolisch, weil sie die Mittelpunkte der 
Ellipsen (ev. imaginärer), bezw. Hyperbeln enthalten, zu denen xyz als 
Polardreieck gehört, so zeigt die obige Lage der drei Punkte u auf 
den Seiten, dass mindestens zwei von den drei Mittelpunkten W, M', WM” 
in hyperbolischen Räumen liegen, diejenigen, welche als Diagonal- 
punkte des Vierseits mindestens auf einer Diagonale zwischen den 
Ecken liegen. 

Von drei harmonisch zugeordneten Kegelschnitten müssen also ent- 
weder alle drei Hyperbeln, oder einer Ellipse und die beiden andern 
Hyperbeln sein. 

Es giebt ein sehr einfaches Beispiel der zweiten Art von drei 
harmonisch zugeordneten Kegelschnitten. Ist nämlich z der Mittel- 
punkt des als Ellipse angenommenen Kegelschnitts C®, und sind die 
Seiten X, Y des Polardreiecks die Axen der Ellipse, so sind die beiden 
andern harmonisch zugeordneten Kegelschnitte zwei Hyperbeln, von 
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denen die eine die Ellipse in den Scheiteln der grossen Axe, die 
andere in den Scheiteln der kleinen Axe berührt, beide aber die con- 
jugirten Durchmesser der Ellipse von gleicher Länge zu Asymptoten 
haben und daher conjugirte Hyperbeln sind. Sie werden gleichseitig, 
wenn &® ein Kreis ist. 

In eigenthümlicher Art tritt zu den harmonisch zugeordneten Kegel- 
schnitten AO, BD, CƏ noch ein vierter imaginärer Kegelschnitt DO, 
von dem man sagen kann, dass er dieselben Beziehungen zeigt, wie 
die drei reellen (vgl. Nr. 299). Wir haben nämlich oben drei Zu- 
ordnungen der Punkte a,«; b,ß; c,y zu den Geraden 4, A; B,B; CO, FT 
erkannt, nach denen diese die Polaren jener sind; durch jede dieser 
Zuordnungen wurde ein Kegelschnitt bestimmt, freilich durch zu viele 
Bedingungen, die sich aber nieht widersprechen. Jetzt können wir 
noch eine vierte Zuordnung festsetzen, dass nämlich 


a,a,b,ß,c,y Pole 
A,4,B, B,T,C Polaren 


in Bezug auf einen zu suchenden Kegelschnitt D®) seien. X YZ ist für 
ihn Polardreiseit; auf den Seiten kennen wir die Involutionen, welche ihm 
zugehören; z.B. auf X sind y, z conjugirt und a, «, da xæ =A die 
Polare von a ist (oder xa — A die von «). Diese Paare trennen sich, 
wegen der harmonischen Eigenschaft des vollständigen Vierseits; ebenso 
auf Y, Z. Also sind die drei Involutionen elliptisch, und der Kegel- 
schnitt kann nicht reell sein. Wir erkennen dies aber auch, indem 
wir seinen Mittelpunkt aufsuchen; die elliptische Involution, von welcher 
yz und aa zwei Paare conjugirter Punkte sind, hat nämlich zum 
Mittelpunkt denjenigen Punkt m, in welchem yz von 2M getroffen 
wird, denn sie gehört auch dem Kegelschnitt A® zu, und da x und X 
Pol und Polare für A® sind, so muss eM durch m gehen. 


und 


Nun ist, wegen der eben genannten Involution, (mayz) = (œ azy); 


also: 

I RE E sey 

mz. az ay (= N 
da (aayz)— — 1 ist; haben m’ und m” die analoge Bedeutung auf 
Y, Z, so ist ebenso: 


mia 1; Er 2 A SES, pe 
ar en ? 1 er — 3 
mæ bx my cy 


es liegen aber a,b,c in gerader Linie, also ist: 


ay bz eR 
az ba cy 


und daher: 


www.rcin.org.pl 


283 


376 Harmonisch zugeordnete Kegelschnitte. 


my me we _ 
mz mg ny 
folglich laufen mæ, m'y, m"z oder Mx, M'y, M"z in einen Punkt W” 
zusammen. Durch diesen Punkt W” als Mittelpunkt und das Polar- 
dreieck xyz ist ein Kegelschnitt D®) vollständig bestimmt; er muss 
aber imaginär sein, weil M’' in das Innere des Dreiecks xyz hinein- 
fällt (Nr. 134). Denn die drei Punkte u, u', u” liegen, wie wir oben 
gesehen haben, in einer Ge- 
Jaw rade, welche die Seiten des 
Dreiecks in ihren Verlänger- 
ungen trifft; da nun (Fig. 82) 
RT die Punktes; u; y,w; gpu" 
4 die drei Paare Gegenecken 
Wr eines vollständigen Vierseits 
KU sind, dessen Diagonalen sich 
ASIA in M, M, M” schneiden, so 
m N X werden 2M und xu harmo- 
PR, N nisch getrennt durch xy und 
ale e (z ~ Æ gg, und da gyu die Linie yz 
N im Punkte u ausserhalb yz 
trifft, so muss zM dieselbe 
zwischen y, 2 treffen; ebenso muss yW? die Seite zæ zwischen ihren End- 
punkten treffen und gleicherweise die dritte zW?" die xy; der Schnitt- 
punkt W" liegt daher nothwendig innerhalb des Dreiecks æyz. Aus 
dem Umstande, dass die drei Strahlen sW, yM',zM" sich in einem 
Punkte W” schneiden oder xyz das Diagonaldreieck des vollständigen 
Vierecks MM MM ist, geht hervor, dass für den durch den Mittel- 
punkt W” und das Polardreieck xyz bestimmten imaginären Kegel- 
schnitt D® in der That 


. 
? 


Fig. 82. 


a,a,b,ß,c,y Pole 
A,A,B,B,fT,C Polaren 


sind. Denn, weil W” Mittelpunkt ist, so sind der Punkt (X, MW") = m 
und der unendlich ferne Punkt auf X conjugirt; wegen des Polar- 
dreiecks xyz sind es y und z, also gehört die obige Involution in 
Bezug auf D@ zur Gerade X, und auch a und « sind conjugirt, woraus 
sich A und A als Polaren von a und « ergeben. 


und 


Fügen wir diesen vierten imaginären Kegelschnitt den oben 
untersuchten dreren hinzu, so haben wir für diese vier harmonisch 
zugeordneten Kegelschnitte folgende Zusammengehörigkeit von Pol und 
Polare: 


www.rcin.org.pl 


Harmonisch zugeordnete Kegelschnitte. 377 


für | wo | so | co DO 
| 
| 
| 


2: aabßey aabBey Te aabßcy 
Polare. .| AABBOT | AABBCT | AABBFO | AABBFC. 


< 
I 
—_ 


Aus dieser Zusammenstellung tritt aber klar vor Augen, dass 2 
jeder der vier Kegelschnitte seine eigene Polarfigur in Bezug auf einen 
der übrigen ist. Denn durch Polarisation wird aus Pol und Polare 
für die eine Figur Polare und Pol für die Polarfigur; wenn wir daher 
einen der vier Kegelschnitte in Bezug auf einen andern polarisiren, 
so suchen wir von den Punkten a,«,... und den Geraden A,A,..., 
wie sie bei dem gewählten Kegelschnitte zusammengehören, die Polaren 
und Pole in Bezug auf die gewählte Basis und gelangen dadurch 
wieder zu denselben Geraden und denselben zugehörigen Punkten; z. B. 
wenn D in Bezug auf W® polarisirt wird, gehen die Pole und Polaren « 
und A, «in A, b und B, ß und DB, e und F, x und C über in A 
und a, A und «, B und ß, B und b, C und y, F und c, welche Polaren 
und Pole in Bezug auf D® sind. Der Kegelschnitt muss also seine 
eigene Polarfigur sein, weil er durch diese sechs Paare von Polen und 
Polaren schon mehr als bestimmt ist. 

Auch für den imaginären Kegelschnitt D® tritt die Eigenschaft 
der doppelten Berührung zu Tage; er hat nämlich mit dem Kegelschnitt 
AG den Punkt x und die Gerade X als Pol und Polare gemeinschaft- 
lich, und die Involution auf X, welche durch die Paare yz und a« 
bestimmt wird, ist ebenfalls beiden Kegelschnitten zugehörig; sie haben 
daher eine ideelle doppelte Berührung (Nr. 254) und X zur gemein- 
schaftlichen Berührungssehne, x zum Berührungspole; ebenso D® und 
BA: Y und y, DO und E®: Z und z. 

Die vier Kegelschnitte bilden also auf drei Weisen zwei Paare 
sich doppelt berührender Kegelschnitte, je mit derseiben Berührungs- 
sehne und demselben Berührungspole; es gehören zusammen: 


HD und CO, AD und DƏ mit x und X, 

Co 2 Am, Be) ” D 2) ” Yy ” Y ’ 

BE Bo, AN AE E ri 
als Berührungspol und Berührungssehne. 

Aus dem Obigen geht hervor, wie die vier harmonisch zugeord- 
neten Kegelschnitte bei dem völlig reellen vollständigen Vierseit, dessen 
drei Paare Gegenecken a, «; b, ß; c, y und dessen Diagonalpunkte x, y, 2 
sind, zum Vorschein kommen; eine sehr einfache und natürliche Ent- 
stehungsweise werden wir in $ 57 kennen lernen. Wir übergehen hier 
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die Erörterung der Modificationen, welche eintreten, wenn das voll- 
ständige Vierseit nicht mehr völlig reell angenommen wird, sondern 
nach der Art II oder III von Nr. 278 beschaffen ist. 

In dem von uns angenommenen Fall tritt zu der Eigenschaft, 
dass jeder der vier harmonisch zugeordneten Kegelschnitte seine eigene 
Polarfigur in Bezug auf jeden der drei andern ist, noch eine all- 
gemeinere; bezeichnen wir das vollständige Vierseit, dessen vier Seiten 
abe, aßy,aby, «ße sind, mit ® und das vollständige Viereck, dessen 
vier Ecken ABT, ABC, ABO, ABT sind, mit V, so sind ® und F 
Polarfiguren in Bezug auf jeden der vier harmonisch zugeordneten 
Kegelschnitte, aber jedesmal entsprechen sich Ecken und Seiten in 
anderer Weise, wie aus dem oben zusammengestellten Schema von 
Polen und Polaren der vier Kegelschnitte abzulesen ist. Es zeigt sich 
nun weiter, dass irgend ein dem Vierseit B eingeschriebener Kegelschnitt 
zu seiner Polarfigur in Bezug auf jeden der vier harmonisch zugeordneten 
Kegelschnitte einen und denselben dem Viereck V umgeschriebenen Kegel- 
schnitt hat. Da nämlich vier Punkte einer Gerade dasselbe Doppel- 
verhältniss haben, wie ihre vier Polaren in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt, so wird, wenn irgend ein dem Vierseit X eingeschriebener 
Kegelschnitt die Seite abe in p berührt, die Polare von p in Bezug 
auf A? diejenige Gerade Q sein, welche aus der Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse: (abep) = (ABÜX) construirbar ist; diese Gerade ist gleich- 
zeitig die Polare eines Punktes p' der Gerade «ße in Bezug auf O, 
wenn (ABUX,=(«ßep') ist; aus der Gleichheit: (abep) = (aßcp') folgt, 
dass sich ««,bß,pp' in einem Punkte schneiden oder p, p' mit 2= (a«, bB) 
in einer Gerade liegen. Der angenommene Kegelschnitt, welcher dem 
Vierseit X eingeschrieben ist und abc in p berührt, muss aber (Nr. 84) 
aßc in p' berühren, denn die Berührungssehne pp’ muss durch den- 
jenigen Diagonalpunkt des Vierseits gehen, auf dessen gegenüber- 
liegender Diagonale der Schnittpunkt (c) der berührten Seiten liegt; 
und die Polare von p in Bezug auf A® ist identisch mit der Polare 
von p' in Bezug auf B®, nämlich die Gerade %; folglich ist die Polar- 
figur des angenommenen Kegelschnitts in Bezug auf die Basis A 
und in Bezug auf die Basis B® derselbe dem Viereck V umgeschriebene 
Kegelschnitt; und Gleiches folgt für die andern Basen. 

Hieran knüpft sich umgekehrt die Aufgabe: Zu zwei beliebig ge- 
gebenen Kegelschnitten einen dritten zu finden, in Bezug auf welchen der 
eine von jenen beiden Kegelschnitten die Polarfigur des andern ist. 


* Diese Aufgabe hat Steiner in einer am 26. März 1846 in der Berliner 
Akademie der Wissenschaften gehaltenen Vorlesung behandelt, wovon nur die 
Anzeige in den Monats-Berichten von 1846 und im Journal für Math., Bd. 32, 5. 79 
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Es liegt nach dem Obigen nahe, zu vermuthen, dass es vier Basen 
geben wird, welche die gegenseitige Lage von vier harmonisch zu- 
geordneten Kegelschnitten besitzen, und diese Vermuthung bestätigt 
sich. Zuvörderst ist klar, dass, wenn die beiden gegebenen Kegel- 
schnitte X® und K®, von denen einer (jeder) die Polareurve des 
andern sein soll, eine reelle gemeinschaftliche Tangente haben, sie 
nothwendig auch einen reellen Schnittpunkt haben müssen, denn der 
Pol jener in Bezug auf die angenommene Basis muss sowohl ein Punkt 
von K®, wie von K@) sein; es folgt hieraus, dass von den in Nr. 272 
unterschiedenen allgemeinen Fällen, welche bei der gegenseitigen Lage 
zweier Kegelschnitte eintreten können, die Fälle II und III, in denen 
KC) und KP) vier reelle Schnittpunkte und keine reelle gemeinschaft- 
liche Tangente oder vier reelle gemeinschaftliche Tangenten und keinen 
reellen Schnittpunkt haben, sofort auszuschliessen sind, also nur die 
Fälle I und IV, in denen das reelle gemeinschaftliche Polardreieck nach 
der Art («) liegt, und der Fall V, in dem es nur theilweise reell ist, 
übrig bleiben. 

Die Fälle I und IV, in welchen die beiden Kegelschnitte K%) 
und K?) keinen reellen Schnittpunkt und keine reelle gemeinschaftliche 
Tangente, oder vier reelle Schnittpunkte und vier reelle gemeinschaft- 
liche Tangenten haben, lassen sich zusammen behandeln; das reelle 
gemeinschaftliche Polardreieck sei xyz; Pol und Polare eines Kegel- 
schnitts, in Bezug auf irgend eine Basis polarisirt, werden Polare und 
Pol für die Polareurve; wenn also x und X gleichzeitig für beide 
Kegelschnitte X) und K®, deren einer die Polarfigur des andern sein 
soll, Pol und Polare sind, so müssen in Bezug auf eine solche Basis 
die entsprechenden Elemente X’ und « auch für X® und A® gleich- 
zeitig Polare und Pol sein; dasselbe gilt von y und F, z und Z, deren 
entsprechende Elemente in Bezug auf die Basis Y' und y', Z' und ?' 
seien. Da aber x,y,z und X, Y, Z Ecken und Gegenseiten eines Drei- 
ecks sind, so folgt dies auch für X’, Y', Z’ und a’, y',z'; also wird 
ayz = X'Y'Z' Polardreieck für K® und A®, Nun haben aber K® 
und K® nur ein gemeinschaftliches Polardreieck; es coineidirt daher 
a'yz' mit zyz. 

Aber dies Coineidiren kann auf zweierlei Weise erfolgen; nehmen 
wir erstens an, dass x’ auf eine ungleichnamige Ecke, etwa y, falle, 
so heisst das: yz = X geht durch ihren Pol «’ = y in Bezug auf die 
Basis, berührt sie also in demselben; liessen wir nun y' in z fallen, 


(Gesammelte Werke Bd. 2 S.367) sich findet. Eine analytische Behandlung des 
Problems hat Rosanes in seiner Inaugural- Dissertation: De polarium reciprocarum 
theoria observationes, Breslau 1865, geliefert. 
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so wäre auch dieser Punkt von X ein Punkt der Basis (mit der Tan- 
gente Y = zx), was nieht mehr möglich ist. Also muss y' auf v fallen, 
und in diesem Punkte tangirt die Basis dann die Y = æg; die dritte 
Ecke z' fällt auf z. Im ersten Falle decken sich also nur einmal 
gleichnamige Punkte, im andern Falle aber zweimal und infolge dessen 
dreimal. Im ersten Falle geht die Basis durch zwei Ecken, x und y, 
des gemeinsamen Polardreiecks von K®) und K@) und berührt in ihnen 
die Seiten «2, yz desselben. Und dieser Fall ist möglich; denn die 
Polarisation in Bezug auf jede derartige Basis 8 transformirt einen 
Kegelschnitt X®, welcher xyz zum Polardreieck hat, in einen andern 
K®, für den das ebenfalls gilt. Aber die beiden Kegelsehnitte befinden 
sich dann in der speciellen Lage, dass sie sich doppelt berühren, 
welche Lage sie als beliebig gegebene Kegelschnitte nicht haben. 

Hat nämlich K®) mit Z zwei reelle Punkte p,q gemeinsam, so 
sind diese zu x,y harmonisch; also gehen sie durch die Polarisation 
in Bezug auf 8@, für welchen z und Z Pol und Polare sind, in gz, 
pz über; weil aber z und Z auch Pol und Polare in Bezug auf K® 
und auf die Polarcurve K®) sind, so berühren pz, qz den K® in p,q 
und haben als Tangenten von K® die p,q zu Berührungspunkten; 
die doppelte Berührung ist für diesen Fall bewiesen. Wenn aber K® 
die Z nicht reell schneidet, so hat die zugehörige Involution, welche 
elliptisch ist, mit der, von welcher x,y die Doppelpunkte sind, ein 
reelles Paar r,s gemeinsam. Diese in Bezug auf K® conjugirten 
Punkte gehen, nach 8 polarisirt, in die Geraden sz, rz über, welche 
in Bezug auf KỌ) conjugirt sind; ebenso x,y, welche in Bezug auf 
K® conjugirt sind, in zæ, zy, welche in Bezug auf K®) eonjugirt 
sind. Daher haben die zu K® gehörigen Involutionen auf Z und um 
z mit den zu K® gehörigen die Paare r,s; x, y, bez. z (r,s; æ, y) ge- 
meinsam und sind identisch, d.h. X® und A berühren sich doppelt 
mit Z als Berührungssehne und z als Berührungspol. 

Zwei sich doppelt berührende Kegelschnitte können als Basis der 
Polarisation, die jeden in den andern überführt, einen Kegelschnitt haben, 
der in irgend zwei conjugirten Punkten der gemeinsamen zugehörigen In- 
volution auf der Berührungssehne die Strahlen nach dem Berührungspole 
tangirt. 

Haben aber die Kegelschnitte K9, K® nicht diese besondere Lage, 
so muss in Bezug auf die Coineidenz der beiden Dreiecke xyz, «'y'z' 
der andere Fall eintreten, dass durchweg gleichnamige Punkte sich 
decken*; da dann «= x der Pol von yz nach der Basis ist u.s. w., 


* In den früheren Auflagen war nur dieser allgemeine Fall erwähnt. 
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so wird dies Dreieck xyz auch Polardreieck für diese. Bei beliebiger 


Lage der gegebenen Kegelschnitte K®, KP ist ihr gemeinsames Polar- 
dreieck auch Polardreieck für die Basis jeder Polarisation, die den einen 
in den andern überführt. 


Wir wissen ferner (Nr. 272), dass in den Fällen I und IV von : 


dem gemeinschaftlichen Polardreiecke xyz ein Eckpunkt z innerhalb 
beider Kegelschnitte liegt und die durch ihn gehenden beiden Seiten 
X, Y die Kegelschnitte K® und K® in reellen Punktepaaren schneiden, 
während die dritte Z, welche die Punkte x und y enthält, keinen von 
beiden Kegelschnitten trifft. Möge die Seite X dem Kegelschnitte X) 
in pund x, dem K®) in p, und 7, dagegen Y dem Kegelschnitte K © 
in » und ọ, dem K® in r, und ọ, begegnen; die Punkte p und x, p, 
und x, sind Paare conjugirter Punkte einer hyperbolischen Involution, 
deren Doppelpunkte z und y sind, und ebenso r und o, x, und o, 
Paare conjugirter Punkte einer zweiten, deren Doppelpunkte z und œ 
sind. Die Tangenten in den Punkten p, x, p, m, sind £p, um, £p, ax, 
und in den Punkten r,0,r,,0, die Geraden yr, yo, Yri, yọ, Wenn 
nun der Kegelschnitt X die Polarfigur von K® sein soll in Bezug 
auf eine noch zu suchende Basis, so muss die Polare von p in Bezug 
auf diese Basis, welche mit K® und K® das Polardreieck syz ge- 
meinsam hat, einmal durch x gehen, weil p auf X liegt, und anderer- 
seits eine Tangente der Polarfigur X sein; sie muss also eine der 
beiden Tangenten xp, oder «x, sein, und ebenso muss die Polare von x 
in Bezug auf die zu suchende Basis eine der beiden Tangenten æm, 
oder xp, sein. Das Gleiche gilt für den andern Strahl Y. Die Polare 
von r in Bezug auf die noch unbekannte Basis muss yr, oder yo, 


sein und die Polare von ọ: yo, oder yr,. Hiernach stellen sich nur ` 


vier Möglichkeiten heraus; für die unbekannte Basis sind entweder 


l) 295 9,05 995 9:05 
oder i 

2) P,Pı3 7,05 7,95 9,7, 
oder 3 Kal 

3) P, ™; T, Pj 9,75 0,0, 
oder 


4) P, T; T, Mi nQ Q,” 
je zwei conjugirte Punkte. 

Dem entsprechend werden sich vier Basen ermitteln lassen, indem 
auf den Seiten X, Y die Involutionen bekannt sind, welche einer jeden 
zugehören müssen. Auf X bilden nämlich die vier Punkte p, =, p, 7 
zwei Punktepaare pr, ppr, der obigen hyperbolischen Involution (9,), 
deren Doppelpunkte y und z sind; andererseits rufen dieselben vier 
Punkte, paarweise als conjugirte Punkte aufgefasst, noch zwei neue 
Involutionen hervor (Nr. 42), von denen eine elliptisch, die andere 
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hyperbolisch ist; diejenige, bei welcher p und p, = und m, conjugirt 
sind, sei die hyperbolische (h,), und diejenige, bei welcher p und r, 
x und p, conjugirt sind, sei die elliptische (e,). In gleicher Weise 
werden auf der Seite Y durch die vier Punkte r, ọ,r;,ọ; drei Invo- 
lutionen hervorgerufen, von denen die erste (h,) durch die Paare r und 9, 
r; und o, bestimmt wird und hyperbolisch ist mit den Doppelpunkten 2 
und x, während von den beiden übrigen eine, eine hyperbolische (7), 
durch die Punktepaare r und »,, ọ und g,, die andere, eine elliptische 
(e), durch die Punktepaare r und o,, o und r, bestimmt wird. Die 
gesuchte Basis hat daher auf den beiden Seiten X und Y 


entweder 1) die Involutionen (h,), (a), 


oder 2) „ „ (hi); (&), 
a o „ (e,), (Rs), 
, „ #4 , N (e1), (e) 


zu zugehörigen. 

Die beiden hyperbolischen Involutionen (%,) und (%) auf X und Y 
haben Doppelpunkte, welche wir beziehungsweise mit a,« und b, ß be- 
zeichnen wollen. 

Aus Nr. 42 wissen wir, dass y,2, die Doppelpunkte von (b,), je 
ein Paar von (h) und (e), a, «, die von (h,), je ein Paar in (b,) und 
(e) bilden und ebenso x, z je ein Paar in (h), (e) und b, B je ein 
Paar in (b) und (e). 

Weil a,« harmonisch liegen zu z,y und b, ß zu 2,x, so treffen 
sich die Verbindungslinien ab und «aß in einem Punkte c der Gerade 
æy und ebenso aß,«b sich in einem Punkte y derselben Gerade æy; 
also sind die Punkte a«, bß,cy die drei Paare Gegenecken eines voll- 
ständigen Vierseits ®, dessen Diagonaldreieck xyz ist. 

Nach diesen Erörterungen werden sich jetzt die vier Basen er- 
geben, in Bezug auf welche K® und K® Polarfiguren sein sollen. 
Fassen wir zunächst den ersten Fall der beiden hyperbolischen Invo- 
lutionen (h,) und (h,) ins Auge, so muss die gesuchte Basis die Eigen- 
schaft besitzen, dass in Bezug auf sie von p die Polare xp,, von x 
die Polare «x, und auch von p, die Polare xp, von m, die Polare «x 
ist; dadurch wird X Polare von x und (%4) zugehörige Involution 
auf X; die Basis muss also za und x« in den Punkten a und « be- 
rühren. Sie muss ebenso yb und yß in den Punkten b und ß be- 
rühren. 

Es giebt aber einen solchen Kegelschnitt 6%, wie die Umkehrung 
der obigen Betrachtung über harmonisch zugeordnete Kegelschnitte 
zeigt; wir legen ©®) zunächst durch a,« und b, so dass er in a und « 
die Geraden za und &« berührt; dadurch wird a« = yz = X Polare 
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von x, und ß, der dem b in Bezug auf x, z harmonisch zugeordnet 
ist, der zweite Schnitt mit xz, und weil z,y zu a,« harmonisch sind, 
so wird y Pol von xz und yb, yß berühren in b, ß. ; 

In Bezug auf &® polarisirt, gehen die Punkte p,=,r,g von K® 
und ihre von x, bezw. y kommenden Tangenten über in die Tangenten 
LPi, Ti, yr,, YE, von KE) und ihre Berührungspunkte p,, 7%, ris O1 
also K® in AP. 

Nachdem dieser am einfachsten zu construirende Kegelsehnitt C® 
hergestellt ist, bei welchem die zugehörigen Involutionen auf X, Y 
die hyperbolischen (h,), (%4) sind, leiten wir die drei andern Kegel- 
schnitte AP, BD, DO in der Weise aus C® ab, wie es im ersten 
Theil dieses Paragraphen erörtert wurde, und erhalten in ihnen die 
drei Kegelschnitte, denen die Involutionen auf X, Y und die zu ihnen 
perspectiven aus æ, y in den andern Combinationen, wie sie oben auf- 
gezählt wurden, zugehören. A® berührt yb, yß in b, ß, hat also (h) 
auf Y und die zu ihr perspective aus y zu zugehörigen, ferner aber 
auch (Nr. 280) die durch zy, a« bestimmte (e) auf X und die zu 
ihr perspective aus x; B® berührt za, za in a,« und hat damit (h,) 
auf X und die zu ihr perspective Involution aus æ zu zugehörigen, 
ferner die durch zx, bß auf Y bestimmte (e,) und die perspective aus y; 
endlich D® die Involutionen (e,) und (e,) auf X, Y und die zu ihnen 
perspectiven aus æ, y (Nr. 283). 

Und weil sie diese Involutionen zu den zugehörigen haben, so 
ergiebt sich, wie bei €®, dass die Polarisation in Bezug auf einen jeden 
von ihnen X® in K® überführt; z. B. die in Bezug auf A® führt die 
Punkte p, x, r, o von K® und ihre Tangenten £p, x, yr, yo in die 
Tangenten x7,, £p, Yri, yo, von K@ und ihre Berührungspunkte ,,p,, 
ri, 0, über. 

Diese vier Basen haben die Eigenschaft von vier harmonisch 
zugeordneten Kegelschnitten, welche sich auf das vollständige Vierseit 
beziehen, dessen drei Paare Gegenecken aa,bß,cy sind, und dessen 
Diagonaldreieck xyz ist. Eine von ihnen ist imaginär, die drei andern 
sind reell und entweder alle drei Hyperbeln oder eine Ellipse und die 
beiden übrigen Hyperbeln. Wir können nunmehr folgendes Resultat 
aussprechen: 

Sind zwei beliebige Kegelschnitte K® und K® gegeben, so können 
vier andere Kegelschnitte von der Beschaffenheit gefunden werden, dass 
für jeden von ihmen als Basis die gegebenen Kegelschnitte Polarfiguren 
von einander sind. Diese vier Basen sind vier harmonisch zugeordnete 
Kegelschnitte. Haben K® und KP) entweder vier reelle Schnittpunkte 
und keine reelle gemeinschaftliche Tangente, oder vier reelle gemeinschaft- 
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liche Tangenten und keinen reellen Schnittpunkt, so ist keine der Basen 
reell; haben dagegen K® und K®) entweder vier reelle Schnittpunkte und 
vier reelle gemeinschaftliche Tangenten, oder keinen reellen Schnittpunkt 
und keine reelle gemeinschaftliche Tangente, so sind von den vier Basen 
drei reell und eine imaginär; die drei reellen Basen sind entweder alle 
drei Hyperbeln, oder eine ist Ellipse und die beiden andern sind Hy- 
perbeln. 

Haben K® und K® endlich zwei reelle Schnittpunkte und zwei 
reelle gemeinschaftliche Tangenten, so sind von den vier Basen nur zwei 
reell und entweder beide Hyperbeln, oder die eine Ellipse, die andere 
Hyperbel ® 

Die letzte Behauptung, welche wir in den Satz schon mit auf- 
genommen haben, ist noch zu beweisen. In dem Falle B) (Nr. 272), 
wenn die beiden Kegelschnitte K® und A nur zwei reelle Schnitt- 
punkte und zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben, ist von 
dem gemeinschaftlichen Polardreiecke reell nur eine Ecke x und die 
Gegenseite X. Die Punktepaare p, x; pı, 7,, in denen diese die Kegel- 
schnitte trifft, müssen reell sein und einander trennen, so dass p, 
zwischen p und x, m, ausserhalb pr liegt, wie in Nr. 272 gezeigt ist. 
Die Kegelschnitte haben ferner eine eigentliche gemeinschaftliche 
Secante, welche durch ihre beiden reellen Schnittpunkte P, Q und 
durch x geht, und eine ideelle gemeinschaftliche Secante, die ebenfalls 
durch x geht; die erstere treffe X in o, die letztere in œ. Der Schnitt s 
der reellen gemeinsamen Tangenten P, Q und der ebenfalls reelle 6 
der imaginären liegen auf X; dem Punkte 6 gehört in Bezug auf beide 
Kegelschnitte A® und A dieselbe elliptische, dem Punkt s dieselbe 
hyperbolische Involution zu. 


Die Punkte p, x, p, m, stehen nun zu den vier Punkten o0, œ, s, 6 
in einer Beziehung, die wir nun erörtern müssen. Es sind nämlich 
zunächst o und œ conjugirte Punkte der durch die beiden Paare px 
und pm, bestimmten elliptischen Involution, weil zo und xœ ein Ge- 
radenpaar des durch X® und K® bestimmten Büschels bilden, und 
es sind auch s und ø conjugirt in dieser Involution. Denn zu der 
Involution der Tangentenpaare, die von æ an die Kegelschnitte der 


* In den früheren Auflagen stand nur der letztere Fall; aber man erkennt 
sofort durch eine collineare Transformation, bei welcher als Fluchtgerade eine 
beide Basen reell schneidende Gerade (eine Gerade, die einen Punkt der einen 
mit einem der andern verbindet) genommen wird, dass man diesen Fall in den 
andern überführen kann. Im Beweise haben (2. Aufl. S. 402 unten) Annahmen 
über die Lage der Punkte P, Q,0,p,q, die nicht die allein möglichen sind, zu 
dem irrigen Ergebnisse geführt. 
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durch K® und K® bestimmten Schaar kommen, gehören æ (p, 7; 
Phs 7%; 5,6), von denen vs, so nach dem Punktepaare (s, 6) der Schaar 
ehen; also sind auch p, x; p, ™; s,6 in Involution. Die beiden 
ersten Paare lehren, dass dies auch die Schnittinvolution von X mit 
diem Büschel K® KƏ ist; also gehört zu ihr auch das Paar oo. 


Fig. 83. 


PA 


Die vier Punkte p, x, p,m, bestimmen ausser der erwähnten 
elliptischen Involution, in anderer Weise zu Paaren geordnet, zwei 
hyperbolische Involutionen, nämlich durch die Paare pp, nm, bezw. 
PR, TP, 

Für die elliptische Involution (e) sind conjugirt: 


1) P, Ti PM; 0,05 5,06, 
für die eine hyperbolische (+): 

2) PP; N, m; 0,85 0,0, 
für die andere (A): 

3) P, T; 7,91; 0,0; 8,0. 


1) ist bewiesen. 

Um 2) und 3) nachzuweisen, wollen wir umgekehrt den Punkt s 
als conjugirten Punkt von o in der Involution (%4) construiren und 
zeigen, dass für den so construirten Punkt s die ihm zugehörige In- 
volution rücksichtlich beider Kegelschnitte K®, K® dieselbe wird; 
woraus dann folgt, dass er der Schnittpunkt zweier gemeinschaftlichen 
Tangenten ist. Wir bestimmen dazu, weil P,Q auf einer Gerade 
durch o liegen, nach Nr. 51 die Schnittpunkte (Px, Qp)=E&, (Pp, Qm) 
= &, (Fig. 83); dann trifft ££, den Träger X in demjenigen Punkte s, 
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welcher dem o conjugirt ist in (A); wir erhalten denselben Punkt s 
auch, indem wir die Schnittpunkte (Pp, Qx) = y und (Pa, Qp) = 
aufsuchen und yy, ziehen, welche Linie auch durch s gehen muss. 

Ebenso erhalten wir durch die Involution (W) den Punkt ø als 
Schnitt von X mit En, oder mit éy; wir haben also: 


(Eén nm) =s, (Em, n) = o. 

Dass &7 und éy, durch x gehen, folgt daraus, dass P, Q; o0, x 
vier harmonische Punkte sind. Es sei noch (n, X) = £, (8,17, X) = &- 

Nun hat das dem Kegelschnitt X) eingeschriebene Viereck POpx 
zum Diagonaldreieck o&n; dies ist also ein Polardreieck für K®, daher 
ist o Pol von ëņ, und auf dieser sind æ und & conjugirt, da X die 
Polare von x ist; mithin ist auch ow& ein Polardreieck und & der Pol 
von ox oder PQ. Es sind daher xp, xx, PE, QE die vier Tangenten 
von K® in den Punkten p, x, P,Q. Da s auf der Berührungssehne X 
der aus x an K® gelegten Tangenten liegt, so lässt sich leicht nach 
Nr. 95 die dem Punkte s in Bezug auf A zugehörige Involution er- 
mitteln, indem wir jene Tangenten «p, «= als Träger der den Kegel- 
schnitt K® erzeugenden Punktreihen von den andern Tangenten P&, @& 
treffen lassen; die Schnittpunkte (xp, PE) und (xax, PẸ) geben mit s 
verbunden zwei conjugirte Strahlen der genannten Involution, und die 
Punkte (xp, QE) und (xx, QE) ebenfalls. 

Analog verfahren wir beim Kegelschnitt ER Dbi t Plu Yu 
sind vier Tangenten desselben und die Schnittpunkte (wp,, PE) und 
(æm, P£,) geben mit s verbunden zwei conjugirte Strahlen der dem 
Punkt s in Bezug auf A zugehörigen Involution und ebenso die 
Punkte (spr, O0) und (tT, QGN 

Diese beiden Strahlenpaare fallen aber mit den vorhinigen zu- 
sammen; denn, da ë, &,s in gerader Linie liegen, so sind die beiden 
Strahlbüschel P (xpos) und æ (%08) perspectiv, also sind die Punkt- 
reihen zp,os und é os projectiv, mithin auch die Strahlbüschel 
x (mp,os) und P ($¢&0s); da P,o,x in einer Gerade liegen, so liegen 
diese Büschel perspectiv, d. h. die Punkte: 


(ex, P$), (ap, P6) und s 
liegen in einer Gerade und in gleicher Weise 
(ep, P$), am, Pé) und s 


in einer zweiten Gerade. Diese beiden Strahlen sind aber nach dem 
Vorigen conjugirt sowohl in Bezug auf den Kegelschnitt A®, als auch 
in Bezug auf K®. In derselben Weise zeigen wir, dass die Punkte: 


www.rcin.org.pl 


Harmonisch zugeordnete Kegelschnitte. 387 


(en, Q8), (zp, Q&) und s 


im einer Gerade und ebenso 


(£p, Q8), (£m, Q6) und s 


im einer zweiten Gerade liegen, und dass diese beiden Geraden conjugirt 
in Bezug auf beide Kegelschnitte sind. Wir haben also durch s zwei 
Paare conjugirter Geraden in Bezug auf beide Kegelschnitte (X und 
xs ist ein drittes Paar), mithin hat der Punkt s für beide Kegel- 
schnitte dieselbe zugehörige Involution; d.h. er ist der Schnittpunkt 
zweier gemeinschaftlicher Tangenten von K® und K®. 

In analoger Weise zeigt sich für den Punkt o = (&n,, &,n), dass 
mit ihm sowohl 

(am PR) und (a, Pi) 


(ep, P$) und (ap, P$), 
(xx, Q£) und (em, Q&) 
(zp, QE) und (ap, Q&) 
je in einer Gerade liegen; also ist auch der Punkt ø ein solcher, 
dass ihm rücksichtlich beider Kegelschnitte X® und K® dieselbe 
Involution zugehört. 
Endlich ist leicht zu erkennen, dass von den beiden Involutionen 


(s) und (6) die erstere hyperbolisch, die letztere elliptisch ist; denn 
die aus den vier Punkten p, x, p,m, abgeleiteten Involutionen: 


als auch 
sowie auch 


und 


die elliptische (e), bestimmt durch die Paare pr, pm, 


die hyperbolische (h), ” „ ” ” PPı, IM, 
die hyperbolische (W), „ EEE | 3 1% 


stehen in der Verbindung mit einander, wie sie in Nr. 42 beschrieben 
ist: wenn zu dem Punkte o in den Involutionen (e), (h), (h) bezw. die 
Punkte @,s, 6 conjugirt sind, so sind auch s und ø in (e), © und wœ 
in (4), œ und s in (A) conjugirt. 

Weil s und ø conjugirt in (e) sind, so werden sie durch p und 
x von einander getrennt; der eine liegt ausserhalb, der andere inner- 
halb des Kegelschnitts AX@ und die Involutionen, welche ihnen in 
Bezug auf ihn zukommen, sind verschiedenartig, die eine hyperbolisch, 
die andere elliptisch. Wir nehmen die Bezeichnung so eingerichtet 
an, dass s der äussere und ø der innere Punkt ist. Die Doppelstrahlen 
der hyperbolischen Involution sind die beiden reellen gemeinschaftlichen 
Tangenten ® und Q der Kegelschnitte X® und K®. 


Nachdem diese Auseinandersetzung vorausgeschickt worden ist, : 


erinnern wir, dass, wenn es eine Basis geben soll, für welche der 


25” 
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Kegelschnitt K® die Polarfigur von K® ist, die Polare X’ von æ umd 
der Pol x’ von X in Bezug auf dieselbe, da x und X Pol und Polare 
in Bezug auf K® und K® sind, Polare und Pol in Bezug auf K® 
und K) sein, also, da nur ein gemeinsames Paar Pol und Polare 
vorhanden ist, mit X und æ zusammenfallen müssen. Daher sind æ 
und X, welche allein gemeinsam Pol und Polare für beide Kegel- 
schnitte K® und K®) sind, auch Pol und Polare für jede solche Basis; 
deshalb geht die Polare des Punktes p auf X in Bezug auf die Basis 
durch æ und ist zugleich eine Tangente von K®, also entweder æy, 
oder xm, und die Polare von x ist alsdann die Gerade «x, oder xp. 
Es stellen sich für die Basis folgende Bedingungen heraus: 1) ent- 
weder gehört ihr die Involution (h) zu, d.h. p und p,, x und =, sind 
conjugirte Punkte für sie, und da diese Involution hyperbolisch ist, 
so geht, wenn ihre Doppelpunkte a und « sind, die gesuchte Basis 
durch a und « und hat za und x« zu Tangenten in diesen Punkten; 
oder 2) der Basis gehört die Involution (A) zu, d.h. p und m, x und 
p, sind conjugirte Punkte für sie, und, wenn die Doppelpunkte dieser 
ebenfalls hyperbolischen Involution a', «' sind, so muss die Basis durch 
a',«' gehen und za’, ze’ zu Tangenten in diesen Punkten haben. 

Durch diese Bedingungen ist die Basis noch nicht vollkommen 
bestimmt. Fügen wir aber hinzu, dass für eine reelle Basis die Polare 
eines reellen Schnittpunktes der Kegelschnitte K® und K® eine reelle 
gemeinschaftliche Tangente derselben sein muss, so ist — P, Q sind 
die reellen gemeinsamen Punkte, ®,Q die reellen gemeinsamen Tan- 
genten von K® und K® — entweder ® die Polare von P und Q 
von Q, oder Q die Polare von P und ® von Q; in jedem der beiden 
Fälle ist also s der Pol von PQ, und s und o sind conjugirte Punkte 
und ebenso ø und œ. Hieraus erkennen wir, dass der Fall der In- 
volution (W) keine reelle Basis liefern kann, denn bei dieser sind s 
und œ, 6 und o je zwei conjugirte Punkte, was dem eben Gefundenen 
widerspricht. Es bleibt hiernach nur der Fall 1) übrig; die Involution (%) 
hat o und s, œ und ø zu conjugirten, a und « zu Doppelpunkten; 
die Punkte o und s liegen also harmonisch zu a,« und werden durch 
sie getrennt. 

Um nun eine Basis zu erhalten, für welche K® und K® Polar- 
figuren von einander sind, müssen entweder P und ® und gleichzeitig 
Q und Q oder P und Q und gleichzeitig Q und ® Pol und Polare 
in Bezug auf die Basis sein; die eigentliche gemeinschaftliche Secante 
xo, welche durch P und Q geht, treffe P und Q in den Punkten p und 
q; dann sind sowohl P und Q harmonische Punkte zu « und o, als 
auch p und q, denn X, Q sind harmonisch zu X und sv; es sind da- 
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her æ und o die Doppelpunkte der hyperbolischen Involution, von 
der zwei Paare conjugirter Punkte P und Q, p und q sind. Diese 
vier Punkte bestimmen noch zwei andere Involutionen, von denen eine 
elliptisch, die andere hyperboliseh ist; die hyperbolische sei (Pp, Qu) 
und habe die Doppelpunkte b, 8; die elliptische sei (Pq, @p). Nach 
dem Satze von Nr. 42 sind die Punkte x, o conjugirt in diesen beiden 
Imvolutionen und b, ß in der elliptischen. 

Wir fanden oben, dass die Basis jedenfalls durch «,« geht und 
in diesen Punkten von za, =« berührt wird; damit gehört sie einer 
Büschel-Schaar sich doppelt (reell) berührender Kegelschnitte an. 
Transformirt sie P in PB und Q in Q, so sind P und p, Q und q für 
sie conjugirt; also gehört ihr die hyperbolische Involution (Pp, Qu) 
zu, und sie geht durch die Doppelpunkte b, 8 derselben. Transformirt 
sie aber Pin Q, Q in W, so gehört ihr die elliptische Involution zu, 
die wir auch durch die Paare xo, bB bestimmen können. 

Durch diese Bedingungen wird nicht zu viel verlangt; denn, dass 
die Punkte o und x conjugirt sind, was in beiden Fällen geschehen 
soll, folgt ja daraus, dass va und xæ in a,« berührt werden, mithin 
aa, auf der o liegt, Polare von æ ist. Also ist nur noch erforderlich, 
dass ein weiteres Paar der einen oder andern Involution in Bezug auf 
die Basis conjugirt seien, was durch einen Kegelschnitt der Büschel- 
Schaar erfüllt wird. 

Weil nun den beiden Basen die Involution (4) auf X, in welcher 
p und p, x~ und m, conjugirt sind, zugehört und æ Pol von X für 
sie ist, so transformiren sie die Punkte p und x von K® und ihre 
Tangenten xp, «x in die Tangenten px, m, von K® und ihre Be- 
rührungspunkte p, æ. In (A) sind o und s conjugirt; folglich ist s, 
der auf X liegt, Pol von ox in Bezug auf beide Basen. Zu der 
ersten Basis gehört die Involution (Pp, Qq) auf ox mit den Doppel- 
punkten b, ß. Also transformirt sie die Punkte P, Q von K® in die 
Tangenten ps = P, qs =N von K®, und, weil ebenso zur zweiten 
die Involution (Pq, Qy) gehört, so transformirt diese jene Punkte in 
die Tangenten qs = Q, ps =% von K®, Die Polarcurve von K® 
wird also von pz, mg in p,m, tangirt, ebenso wie K®, und hat 


mit K® noch die Tangenten P, Q gemeinsam; also ist sie mit K® 


identisch. 

Weil s zu o in Bezug auf a,« und x zu o in Bezug auf b, ß 
harmonisch sind, so ist xs die dem Diagonalpunkte o = (aa, bB) des 
Vierecks aabß gegenüberliegende Diagonale und enthält die beiden 
andern Diagonalpunkte c = (ab, «ß) und y = (aß, ab), welche zu « 
und s harmonisch liegen. 
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Da in Bezug auf die zweite Basis b und f conjugirt sind, so ist 
ßs Polare von b und ihr Schnitt mit abe conjugirt zu b. Er ist der 
vierte harmonische zu b in Bezug auf a und c, denn zu diesen vier 
Punkten liegen die vier harmonischen Punkte a, œ; o, s (aus f) perspectiv. 
Also geht die zweite Basis durch e und ebenso durch y. Die beiden 
Basen sind harmonisch zugeordnete Kegelschnitte, da sie je durch zwei 
Gegeneckenpaare a,«; b, B; bezw. a,«; c,y eines vollständigen Vier- 
seits gehen und auf ihnen diese beiden Punktepaare harmonisch liegen, 
denn bß und cy gehen durch den gemeinsamen Pol x von ag. 

Nachdem nun erkannt ist, dass beide Basen die Geraden za, xa 
in a,« berühren und die eine durch b, f, die andere durch c, y geht, 
sind sie als reelle Curven nachgewiesen. Da ferner der durch den 
Berührungspol x gehenden Gerade vo in Bezug auf die eine eine hyper- 
bolische, in Bezug auf die andere eine elliptische Involution zugehört, 
so können nicht beide Ellipsen sein; denn zwei Ellipsen aus einer 
Büschel-Schaar sich doppelt berührender Kegelschnitte werden von 
einem Strahle durch den Berührungspol gleichartig geschnitten, da sie 
in dem nämlichen Winkel der gemeinsamen Tangenten liegen (Nr. 254). 
Die andern Fälle aber, dass beide Basen Hyperbeln oder dass die eine 
Ellipse, die andere Hyperbel ist, sind beide möglich. 
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Das Polarsystem und das Kegelschnittnetz. 


$ 56. Erklärung und Construction des Polarsystems. 


Die in den $$ 29 und 30 auseinandergesetzten Polareigenschaften 292 
des Kegelschnitts haben eine eigenthümliche Beziehung von sämmt- 
lichen Punkten der Ebene zu sämmtlichen Geraden derselben und eine 
paarweise Verkettung der Punkte einer Gerade sowie der Strahlen 
durch einen Punkt zu einer Involution ans Licht gebracht. Dreht man 
eine Gerade um einen festen Punkt, so verändert sich die Involution 
auf ihr; die zu dem festen Punkt conjugirten Punkte für jede dieser 
Involutionen liegen auf einer Gerade (Polare des festen Punktes); nehmen 
wir auf dieser Gerade verschiedene Punkte und fassen die ihnen zu- 
gehörigen Involutionen auf, so laufen die zu der Gerade in jeder von 
ihnen conjugirten Strahlen durch einen festen Punkt (Pol der Gerade), 
der mit dem zuerst angenommenen Punkte zusammenfällt. Diese Zu- 
sammengehörigkeit der Punkte und Geraden einer Ebene lässt sich 
nun auch unabhängig vom Kegelschnitt herstellen und führt zu dem 
Begriff des Polarsystems. 

Sämmtliche Punkte und Geraden in einer Ebene sollen derartig 
mit einander verflochten werden, dass auf jeder Gerade und um jeden 
Punkt eine Involution entsteht; je zwei conjugirte Punkte oder Strahlen 
einer solchen Involution sollen conjugirte Punkte, conjugirte Strahlen 
im Polarsystem heissen. Ferner sollen für alle durch einen Punkt B 
gehenden Strahlen diejenigen Punkte, welche dem P conjugirt sind 
in den auf diesen Strahlen befindlichen Involutionen, auf einer und 
derselben Gerade X liegen und zugleich alle diejenigen Strahlen, welche 
dem Strahl X conjugirt sind in denjenigen Involutionen, deren Grund- 
punkte auf X liegen, durch einen und denselben Punkt und zwar 
durch den vorgenannten Punkt B gehen. Der Punkt B und die Ge- 
rade A sollen Pol und Polare im Polarsysteme heissen. 
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Ein solches Polarsystem TI stellen wir auf folgende Weise her. Is 
seien (Fig 84) auf zwei Geraden b und c, die sich in A schneiden, In- 
volutionen gegeben, in denen dem gemeinsamen Punkte A die Punkte È, 
B conjugirt sind. Eine Gerade s treffe b und c in b und c, denen b, 
und c, conjugirt sind; so ist der Schnittpunkt S = (Bb,, Cc) der Pol 
von s in II. Ist umgekehrt Š gegeben, so schneide man b, c mit XS 
und CS in b,, &, denen b,c conjugirt seien; deren Verbindungs- 
linie ist s. 

Durch © legen wir eine Gerade s', welche wiederum die b,c in 
p, c treffe; die conjugirten Punkte seien b',, ci; der Pol ©' ist 
(Bb’,, Ce). Wegen der beiden 


Fig. 81. 
\ Involutionen ist 
eh /b (ACHO) = (CAD, 0) 
UN, nag (ABce,) = (BAe c”); 
(A ferner ist 
bu \ j (CAH b) — (AB), 
p: b Ta % weil diese Punktreihen perspectiv 
ED ae 5 liegen in Bezug auf das Centrum 
N  '&; also ist 
Eon, 2 ar a) (ACHO) = (CBA) = (Ad, cB); 
zi cn er s daher laufen BB, be m 
A I E einen Punkt zusammen, oder &' 
"a | liegt auf s. 
Tb, \e, Wenn also die Gerade š 
/ durch den Pol © von s in II 


geht, so liegt ihr Pol © auf s. 

Hat man zweimal Polare und Pol: s und ©, s, und ©, in II, so 
sind auch ss, und SS, Pol und Polare. 

Ferner folgt: Dreht sich s! um einen Punkt S, so durchläuft der 
Pol & dessen Polare s, und zwar bewegen sie sich projectiv; denn zum 
Büschel s’ ist perspectiv die Punktreihe b', zu dieser projectiv die Punkt- 
reihe b’,, und zu dieser perspectiv die Punktreihe ©' auf s, indem ® 
in letztem Falle das Centrum der Perspectivität ist; also sind das 
Büschel s’ und die Punktreihe ©' projectiv. 

Ebenso folgt: Bewegt sich S auf s', so dreht sich s um ©, 
und die Punktreihe S und das Strahlbüschel s sind projectiv; denn 
erstere ist mit der Punktreihe b, auf b perspectiv, diese mit der Punkt- 
reihe b projeetiv und diese mit dem Strahlbüschel s um & per- 
spectiv. 
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Schneiden wir daher, © und s wiederum als fest ansehend, die 293 
Gerade s mit dem beweglichen Strahl s$ in ©" und verbinden © mit 
dem beweglichen Punkt & durch s”, so sind ©” und s” auch Pol 
und Polare. Perspectiv sind das Büschel s! und die Punktreihe ©", 
die Punktreihe ©' und das Büschel s"; also sind auch die beiden auf s 
gelegenen Punktreihen S und ©" projectiv, und ebenso die beiden 
Büschel s und s’ um ©; und jene wie diese sind involutorisch; denn 


S" ergiebt sich aus & als Schnitt von s mit der Polare s’ von &; 


ebenso ist aber & Schnitt der Polare s’ von ©". In derselben Weise 
wie ©” aus © entsteht, ergiebt sich © aus ©"; die beiden Punkte 
entsprechen sich in beiderlei Sinn oder involutorisch. 

Auf jeder Gerade s entsteht daher eine Involution, in der zwei 
Punkte conjugirt sind, von denen einer und infolge dessen jeder auf 


der Polare des andern liegt. 


zı zn 


Und durch zwei solche conjugirten Punkte ©, ©" gehen die 
Strahlen s”, s' des Büschels $, von denen also jeder durch den Pol 
des andern geht; also erzeugen auch diese eine Involution um ©, die 
zu der auf s perspectiv ist. 


Nennt man nun auch im Polarsystem, wie in der Polarität in 
Bezug auf einen Kegelschnitt, zwei Punkte conjugirt, wenn der eine 
und dann jeder von ihnen auf der Polare des andern liegt, und ebenso 
zwei Strahlen conjugirt, wenn der eine und dann jeder von ihnen durch 
den Pol des andern geht, so hat man: 

‚Jede Gerade trägt eine Involution, in der zwei im Polarsystem II 
conjugirte Punkte auch conjugirt sind. Jeder Punkt trägt eine Invo- 
lution, in der zwei im Polarsystem conjugirte Strahlen auch conjugirt 
sind. Gehören die Gerade und der Punkt als Polare und Pol zu- 
sammen, so sind die beiden Involutionen perspectiv, und zwar derartig, 
dass bei jedem Strahlenpaare der einen Involution und Punktepaare der 
andern, welche incidiren, die nicht incidirenden Elemente Polare und 
Pol sind; s, die durch ©" geht, ist Polare von ©' und s” die von ©", 
der auf s’ liegt. 


Die Doppelstrahlen der einen gehen durch die Doppelpunkte der 
andern, und die beiden Involutionen sind von gleicher Art. 


Die ursprünglichen Involutionen auf b und c gehören zu den jetzt 
gefundenen; denn die Polare s von © geht stets durch den Punkt auf b, 
der in der gegebenen Involution auf dieser Gerade dem Punkte (b, BS) 
eonjugirt ist; liegt S selbst auf b, so fällt er mit diesem letzteren 
Punkte zusammen, und der ihm in der gegebenen Involution conjugirte 
wird zu ihm auch im Polarsystem conjugirt. 
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Wir können die beiden Involutionen auf b, c ersetzen durch die dem 
Polarsystem angehörigen auf irgend zwei in demselben conjugirten Strahlen 
t, u (Fig. 85). Sei ® deren Schnitt und U, T die ihm in den Invo- 
lutionen eonjugirten Punkte, so ist v = TU die Polare von X, ferner 
geht, weil T auf v liegt, seine Polare durch X; der Pol von u muss 

Fig. 85. auf t liegen, weil diese Strahlen con- 

er, jugirt sind, also geht die Polare von 
T durch ihn und hat so mit ¢ zwei 
Punkte gemein; Polare von 7 ist 
daher # und die von U ist u. Ist 
nun wieder s eine beliebige Gerade, 
welche £ und u in t und u trifft, so 
geht die Polare von t einerseits durch 
T, den Pol von t, andererseits durch 
den Punkt t,, der in der Involution 
auf dem t conjugirt ist; also ist 
sie Tt,, ebenso ist Un, die von u, 
wenn u, dem u in der Involution 
auf u conjugirt ist; und der Schnitt- 
punkt (Tt,,Uu,) ist der Pol © von s. Man hat ihn aus den beiden 
jetzigen Involutionen genau in derselben Weise erhalten, wie aus denen 
auf b, c, von welchen wir ausgegangen sind. 

Man kann aber auch von zwei Strahlinvolutionen des Polarsystems 
um conjugirte Punkte ausgehen. Die Punkte T und U der vorangehenden 
Betrachtung sind conjugirt; und in der Involution um T sind con- 
jugirt v,u; TSt, Tt, in der um U: v,1; WSw,Uu. Ist also © ge- 
geben, so verbinden wir ihn mit T, U, schneiden die zu diesen Strahlen 
conjugirten in den beiden Involutionen mit ¢, « in t, u; die Verbindungs- 
linie tu ist die Polare s. Denn dies ist die duale Construction zu 
derjenigen, durch welche wir, vermittelst der Involutionen auf t, u, 
den Pol © aus s ableiteten. 

Wenn wir zu zwei conjugirten Punkten T, U ebenso, wie bei der 
Polarität in Bezug auf einen Kegelschnitt, als dritten Punkt den 
Schnittpunkt ® ihrer Polaren t, u hinzufügen, so erhalten wir eine 
Figur, die wir auch hier Polardreieck oder Polardreiseit von IT nennen: 
jede Ecke hat die Gegenseite zur Polare, jede zwei Ecken, jede zwei 
Seiten sind eonjugirt, aus denselben Gründen wie damals. Wir wollen, 
insbesondere wegen einer später einzuführenden Benennung, sie auch 
Tripel :conjugirter Punkte, bezw. Strahlen von II nennen. Zwei zu 
einander perspective Involutionen des Polarsystems auf einer Gerade 
und um ihren Pol liefern unendlich viele Polardreiecke, welche diese 


/ 
PT 
/ 
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Gerade und diesen Punkt zu gemeinsamen Gegenelementen haben, 
während die andern Ecken und Seiten die beiden Involutionen durch- 
laufen. 

Sind B und P, Q und Q, conjugirt im Polarsystem, so dass die 
Polare p von ® durch ®,, die Polare q von Q durch Q, geht, so 
seien P, & die Schnitte von PA mit diesen beiden Polaren; folglich 
sind PP, OO zwei Paare der Involution auf PO. Es sei ferner 
pq = © und (PA, QP,) = T, so gehen von dem Vierecke PAST 
zwei Paare von Gegenseiten durch jene Punktepaare auf PO, also 
bilden auch die Schnittpunkte mit dem dritten Gegenseitenpaar $, X, 
ST ein Paar der Involution und sind conjugirt im Polarsystem, d.h. 
die Punkte (BO, P A) und (BO, ST). Da S Pol von PA ist, so 
geht die Polare von (PO, P, Qı) durch ©, andererseits durch (BO, ST), 
ist demnach ST, so dass der auf ihr gelegene Punkt T zu (PO, X X) 
conjugirt ist. 

Wenn also in einem Polarsystem sowohl P und ®,, als auch Q 
und Q, conjugirt sind, so sind es auch (PO, PA) und (PA, AP) 
(Hesses Satz, Nr. 104), und das Vierseit, von dem diese drei Punkte- 
paare die der Gegenecken sind, heisst ein Polvierseit des Polarsystems 

Dual ergiebt sich der Begriff des Polvierecks, bei dem zweimal 
zwei Gegenseiten eonjugirt sind und infolge dessen auch die dritten. 

Es seien P, P, P, drei Punkte und p, p,, pə ihre Polaren in IT, 
so si (PW, p) = p, (WP, p) = p Somit haben wir zwei Paare 
conjugirter Punkte P, p; P, p; folglich sind auch conjugirt (Wp, , P, p) 
=P, und (PHP, pp) = p;; die Polare p, geht also durch p,, der 
Schnitt (PP, , p) liegt auf pp, oder mit (B,B,,p) und (W, Y, pı) in 
gerader Linie. 

Das Dreieck dreier Punkte und das Dreiseit ihrer drei Polaren im 
Polarsystem liegen perspectiv. 

Man kann auch den Beweis genau so führen wie in Nr. 104, wo 
auch der Hesse'sche Satz benutzt wird. 

Ferner wird ebenso wie in Nr. 105 bewiesen, dass die Ecken von zwei 
Polardreiecken des Polarsystems auf einem Kegelschmitte liegen und ihre 
Seiten einen andern Kegelschnitt berühren, dass jedem Kegelschmitte, dem 
ein Polardreieck von II ein- oder umgeschrieben ist, unendlich viele 
Polardreiecke ein- oder umgeschrieben und einem zweiten Kegelschnitte 
um- oder eingeschrieben sind. Zwei solche Kegelschnitte sind Polar- 
figuren von einander in JZ. Denn allgemein gehen, wie bei der Polarität 
in Bezug auf einen Kegelschnitt, die Punkte und zugehörigen Tan- 
genten eines Kegelschnitts in die Tangenten und zugehörigen Berührungs- 
punkte eines andern Kegelschnitts über. 
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Auf einem Kegelschnitt K® werde ein Punkt © bewegt und seine 
Polare s in Bezug auf IT mit K®) je in 8, 8 geschnitten, so umhüllen 
die Geraden ©8, &3' einen zweiten Kegelschnitt. Wenn nämlich zu- 
nächst drei Lagen von Š genommen werden: ©, ©, ©, so sind das 
Dreieck SS,&, und das Dreiseit ss,s, perspectiv, also (S,&,, s), 
(55,5), (SS,,5) in einer Gerade gelegen, und nun haben wir den 
Satz in Nr. 234 über ein einem Kegelschnitte eingeschriebenes Dreieck, 
durch dessen Schnitte mit einer Transversale Secanten in den Kegel- 
schnitt gelegt werden, anzuwenden, um zu erkennen, dass die sechs 
Geraden 58, &3', 5,8, 9,8, S282, 5,8, einen Kegelschnitt berühren. 
Es sei T der zweite Schnitt der Polare von 8, dann berühren ebenso 
3S, 8T, 95,3, 5,8, &%,, ©,8, einen Kegelschnitt, der aber mit dem 
vorherigen identisch ist, weil er fünf Tangenten mit ihm gemeinsam 
hat. Indem wir ihn nunmehr durch ©3, Sg’, ST, ©,3,, ©, 8, be- 
stimmt denken, sehen wir, dass, wenn ©, auf K® sich bewegt, alle 
die &,3,, &,$', einen und denselben Kegelschnitt berühren. 

Sämmtliche Geraden, welche zwei in einem Polarsystem IT con- 
jugirte Punkte verbinden, die auf einem gegebenen Kegelschnitte liegen, 
umhüllen einen andern Kegelschnitt. 

Handelt es sich um das Polarsystem eines Kegelschnitts 0®, so 
sind diese Geraden diejenigen, welche C® und K® in zwei zu einander 
harmonischen Punktepaaren schneiden, und wir erhalten den schon in 
Nr. 87 besprochenen Kegelschnitt, welcher auch die acht Tangenten 
in den vier gemeinsamen Punkten von K® und (0% tangirt. 

Anmerkung. Wir machen noch auf eine Betrachtung aufmerksam, 
welche zwar nicht in den systematischen Gang unserer Untersuchung 
passt, weil sie das Operationsfeld der Ebene verlässt und auf die 
Kugeloberfläche übergeht, aber besonders geeignet erscheint, das 
Wesen des Polarsystems an einem sehr einfachen Falle anschauen und 
aus diesem auf die Eigenschaften des ebenen Polarsystems schliessen 
zu lassen. Wir nennen auf der Kugelfläche zwei solehe Punkte con- 
jugirt, welche einen Abstand von 90° von einander haben; zu einem 
beliebigen Punkte x der Kugelfläche gehören also unendlich viele con- 
jugirte, die auf einem grössten Kreise X, dem Aequator zu dem Pole s, 
liegen; auf diesem grössten Kreise bilden sodann solche Paare von 
Punkten, die um 90° von einander abstehen, eine (elliptische) Involution; 
ein Tripel conjugirter Punkte bilden die Eeken eines Kugeloctanten. 
Zwei grösste Kreise, deren Ebenen rechtwinklig auf einander stehen, 
heissen conjugirt; zu einem grössten Kreise giebt es daher unendlich 
viele conjugirte, welche alle durch dieselben beiden diametral gegen- 
überliegenden Punkte der Kugelfläche hindurchgehen; alle Paare recht- 
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_ winkliger Ebenen, die durch denselben Durchmesser gehen, bilden 
eine Ebeneninvolution und ihre Schnitte mit der Kugelfläche eine In- 
volution grösster Kreise; ein Tripel conjugirter „Strahlen“ begrenzt einen 
Octanten der Kugelfläche. Zu einem Pol x gehört eine bestimmte 
Polare X, der zugehörige Aequator, zu diesem aber Pol und Gegen- 
pol, die Endpunkte des auf der Ebene des Aequators senkrechten 
Kugeldurchmessers. 

Projieiren wir vom Mittelpunkte der Kugel das Polarsystem der 
Kugelfläche auf eine beliebige Ebene, so erhalten wir ein Polarsystem 
besonderer Art, Pol und Polare werden bestimmt durch einen Durch- 
messer und die darauf senkrechte Diametralebene der Kugel; wir finden 
die Eigenschaften des Polarsystems bestätigt. Nehmen wir insbesondere 
für die Projeetionsebene die unendlich entfernte Ebene (Es), die 
durch räumliche Betrachtungen sich ebenso ergiebt, wie in der Ebene 
die’ unendlich ferne Gerade Ge, so erhalten wir ein Polarsystem von 
besonderer Wichtigkeit: das unendlich entfernte orthogonale (circulare) 
Polarsystem; jeder Strahl im Raume und irgend eine auf ihm senk- 
rechte Ebene schneiden Ke in einem Punkt und einer Gerade, welche 
Pol und Polare dieses besonderen Polarsystems sind. Je drei unend- 
lich entfernte Punkte, die in drei zu einander rechtwinkligen Richtungen 
liegen, bilden ein Tripel conjugirter Punkte desselben; seine Kerncurve 
($ 57) ist der imaginäre unendlich entfernte Kreis, durch welchen alle 
Kugeln des Raumes gehen. 


$ 57. Der Kern-Kegelschnitt; hyperbolisches und elliptisches 
Polarsystem. 


Es ist von besonderem Interesse, in einem Polarsystem IT solche 
Punkte, deren Polaren durch sie selbst gehen, oder solche Strahlen, 
deren Pole auf ihnen selbst liegen, sowie den Ort dieser und jener zu 
ermitteln. Wir treffen jeden Punkt der Ebene, indem wir eine doppelte 
Bewegung ausführen, einmal auf einer beliebigen Gerade © einen ver- 
änderlichen Punkt bewegen und dann diese Gerade um einen beliebigen 
in ihr festgehaltenen Punkt herumdrehen. Wenn nun der Punkt B 
auf der Gerade © sich bewegt, so beschreibt seine Polare A ein Strahl- 
büschel, welches im veränderlichen Punkte B die Gerade © trifft. 
Die Punkte B und B bilden eine Involution, und wenn dieselbe hyper- 
bolisch ist, so sind ihre Doppelpunkte von der verlangten Beschaffen- 
heit, dass ihre Polaren durch sie selbst gehen. Ist ein soleher Doppel- 
punkt s gefunden, so wird in der zum Polarsystem gehörigen Involution 
jeder durch ihn gehenden Gerade dieser Punkt s der eine Doppelpunkt 
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sein, und indem wir die Gerade & um den Punkt s drehen, haben 
wir nur den Ort des andern Doppelpunktes aufzusuchen, um sämmt- 
liche Punkte zu erhalten, deren Polaren durch sie gehen. 

Seien s und ż die beiden Doppelpunkte auf der zuerst angenommenen 
Gerade & (Fig. 86); sei p ein beliebiger Punkt derselben, und treffe 
seine Polare X die Gerade © in q, dann sind p und q conjugirte 
Punkte des Polarsystems und der Involution auf ©, liegen also har- 
monisch zu den Doppelpunkten s und f; ziehen wir eine beliebige 


Fig.86. 


andere Gerade durch s, welche in a der % begegnen mag, und sei 
pa die Polare von a, also « der conjugirte Punkt zu æ in der der 
Gerade Q zugehörigen Involution des Polarsystems, so wird der Schnitt- 
punkt von sa und pa der conjugirte Punkt zu a in der auf sa be- 
findlichen Involution sein; also muss der vierte harmonische, dem s 
zugeordnete Punkt x der andere Doppelpunkt dieser Involution sein, 
von der s einer ist. Um diesen vierten harmonischen Punkt æ zu 
finden, brauchen wir nur «t zu ziehen; denn dann projieiren wir die 
vier harmonischen Punkte p, q; s,t aus «œ auf sa. Drehen wir jetzt 
den Strahl sa um den festen Punkt s, so beschreiben a und «, welche 
conjugirte Punkte der auf X befindlichen Involution des Polarsystems 
sind, zwei projective Punktreihen, sa und t« mithin zwei projective 
Strahlbüschel, und der Ort des Punktes æ = (sa,t«a) ist ein Kegel- 
schnitt X®@, welcher auch den Punkt y = (s«, ta) enthält. 

Die Tangenten dieses Kegelschnitts in den Punkten s und t sind 
diejenigen Strahlen in den beiden ihn erzeugenden projectiven Strahl- 
büscheln, welche dem Strahle st entsprechen; wir suchen also den 
Punkt r in 2 auf, welcher dem q conjugirt ist, oder den Pol von pq 
im Polarsystem, dann sind rs und rt die Tangenten des Kegel- 
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sschnitts K®; dies sind offenbar die Polaren der Punkte s und £ in M, 
welche durch s und £ selbst gehen. Folglich ist pqr ein Tripel con- 
Jugirter Punkte nicht nur für J, sondern auch für X®; a und «, als 
Diagonalpunkte des eingeschriebenen Vierecks stxy, sind conjugirt für 
K®, also pa, pa Polaren von a und « für K®, wie für IM; daher muss 
die Verbindungslinie des Punktes (sr, p«) mit x die Tangente im Punkte x 
für den Kegelschnitt KX® sein und den Schnittpunkt (tr, pa) enthalten. 
Der Punkt (sr,p«) hat in TI zu seiner Polare sa, und der Punkt 
(tr, pa) zu seiner Polare t«, und da sich sa und t« in æ treffen, so 
ist die Verbindungslinie der Schnittpunkte (sr, pa) und (tr, pa) die 
Polare des Punktes æ in H, welche nothwendig durch x selbst hin- 
durchgehen muss und, wie wir eben gesehen haben, die Tangente in 
x am Kegelschnitt K® ist. So ersehen wir, dass für sämmtliche 
Punkte x des gefundenen Kegelschnitts X die Polare in IT allemal 
die Tangente dieses Punktes «© an K® ist, und können folgendes 
Resultat aussprechen: 

Der Ort solcher Punkte eines Polarsystems, deren Polaren durch 
sie selbst gehen, ist ein Kegelschnitt, und alle Strahlen, deren Pole auf 
ihnen selbst liegen, umhüllen denselben Kegelschnitt, indem ein Punkt 
dieses Kegelschnitts und die zugehörige Tangente Pol und Polare im 
Polarsystem sind. Dieser Kegelschnitt enthält die Doppelpunkte aller 
der Involutionen des Polarsystems auf den sämmtlichen Geraden, und 
seine Tangenten sind die Doppelstrahlen der Involutionen um sämmtliche 
Punkte. Er heisst der Kern oder die Basis des Polarsystems, und 
letzteres ist nichts anderes, als das Polarsystem für diesen Kern-Kegel- 
schnitt, d.h. Pol und Polare für den Kegelschnitt sind allemal Pol und 
Polare für das gegebene Polarsystem. 

Die Untersuchung ging von der Voraussetzung aus, dass die auf 
der willkürlich angenommenen Gerade © befindliche Involution von II 
hyperbolisch sei mit den Doppelpunkten s und t; wir haben also, um 
den Kern-Kegelschnitt zu finden, überhaupt eine solche Gerade © 
aufzusuchen, deren Involution hyperbolisch ist. Wenn eine existirt, 
so giebt es unendlich viele, und der Ort ihrer Doppelpunkte ist der 
Kern-Kegelschnitt. Ob es aber immer eine solche Gerade geben muss, 
oder ob unter Umständen gar keine hyperbolische Involution in ZM 
vorkommt, wollen wir an der Nr. 292 gegebenen Construction des 
Polarsystems zu erkennen suchen. 

Sind die Involutionen, welche auf den Geraden b,c, die für das 
Polarsystem conjugirt sein sollen, beide hyperbolisch oder auch nur 
eine von ihnen, so hat das Polarsystem einen reellen Kern; wenn da- 
gegen beide elliptisch sind, so ist die Frage zu entscheiden, ob sonst 
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in M hyperbolische Involutionen vorkommen, oder nicht. Es mögen 
(Fig. 87) A, B, € dieselbe Bedeutung haben, wie in Fig. 84, so dass 
a = BE die Polare von X ist, so wird im jetzigen Falle auch die dem 
Strahle a zugehörige Involution 
von II elliptisch sein. Um sie zu 
bestimmen, nehmen wir auf b 
a einen beliebigen Punkt b zwischen 
| A und È und auf c einen be- 
| liebigen Punkt c zwischen A 
N und X, so dass die Verbindungs- 
Ne linie bc also nothwendig in 
bj Sg ; einem Punkte a ausserhalb BE 

/ 2er den Strahl a trifft; die con- 

\ jugirten Punkte b, und c, zu b 
er B "X und c in den beiden gegebenen 
\ Involutionen müssen, da diese 

4 \ elliptisch sind, ausserhalb AG, 

bezw. AB liegen. 

Der Pol © von abc ist der Schnittpunkt (Vb, &c,), also seine 
Verbindungslinie mit A die Polare von a, und deren Schnitt a, mit a 
conjugirt zu a; das Viereck b AS lehrt, dass a, zu dem Schnitte 
von bc mit a in Bezug auf X, & harmonisch ist. Wegen der ge- 
nannten Lage von b,, ¢ muss dieser Schnitt ausserhalb BE liegen 
und a, infolge dessen zwischen 8,6. Da nun X und C auch 
conjugirt sind, so ist, wie behauptet wurde, die Involution auf a 
elliptisch. 

In gleicher Weise erkennt man, dass, wenn die beiden gegebenen 
Involutionen auf b und c hyperbolisch sind, die auf a elliptisch, wenn 
dagegen eine von jenen hyperbolisch, die andere elliptisch ist, die 
dritte auf a hyperbolisch sein muss. Wir schliessen hieraus: 

Von den drei auf einem Tripel conjugirter Strahlen des Polarsystems 
befindlichen Imvolutionen sind entweder alle drei elliptisch, oder eine isi 
elliptisch und die beiden andern sind hyperbolisch; und daher auch: Von 
den drei einem Tripel conjugirter Punkte zugehörigen Involutionen sind 
entweder alle drei elliptisch, oder eine ist elliptisch und die beiden andern 
sind hyperbolisch. 

In dem zu untersuchenden Falle, wo alle drei den Tripelstrahlen 
a,b,c zugehörigen Involutionen elliptisch sind, zeigt sich nun, dass 
auf jeder Gerade die ihr zugehörige Involution elliptisch sein muss 
also überhaupt kein reeller Punkt des Kern-Kegelschnitts existirt 
Wir können von den drei elliptischen Involutionen, welche von den 


Fig. 87. 
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Seiten des Polardreiecks abe = AVE getragen werden, irgend zwei 
als zur Construction des Netzes gegeben ansehen. Eine Gerade s 
kann, wie wir wissen, nur zwei wesentlich verschiedene Lagen zu 
jenem Dreieck haben: 1) sie schneidet zwei Dreiecksseiten zwischen 
den Eekpunkten, die dritte in der Verlängerung, und dann benutzen 
wir die zwischen den Ecken getroffenen Seiten zur Construction, oder 
2) sie schneidet alle drei Seiten in ihren Verlängerungen. Untersuchen 
wir zunächst den ersten Fall und nehmen an, s treffe AG in b und 
AB in c zwischen den Eckpunkten des Dreiecks (Fig. 88a). 


Fig. 88a. 
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Zur Involution auf s gelangt man folgendermassen: es seien D,, C 
in den Involutionen auf b,c die conjugirten Punkte zu b,c; dann sind 
Bb,, €c, die Polaren von b, c und daher die Schnitte b', c mit s zu b, 
bezw. ¢ conjugirt, so dass die Involution auf s durch die beiden Paare 
bY, cc' bestimmt ist. Da b, ausserhalb AÇ liegt, weil die Involution 
auf b elliptisch ist, so muss b’ innerhalb der endlichen Strecke ca 
liegen, wo a der Schnitt von s mit a ist*, gleichgültig, ob b, jenseits © 
oder jenseits X liegt. Ebenso liegt c, ausserhalb AB, folglich kann c 
nur ausserhalb der Strecke ba sich befinden. Also liegen die beiden 


* Er ist auf der Seite von Y liegend angenommen; liegt er auf der Seite 
vor Č, so hat man nur die Vertauschung von b und c und die daraus sich er- 
gebenden weiteren Vertauschungen vorzunehmen. 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 26 
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Paare bb’, ce’ elliptisch. Wenn hingegen (Fig. 88b) b, c ausserhall 
AC,AB liegen und also auch a ausserhalb BE (auf der Seite von Y), 
so liegen b,,c, innerhalb, also b' innerhalb ac, ce’ ausserhalb ab; mithim 
liegen bb’, ce’ wiederum elliptisch. 

Folglich sind alle Involutionen elliptisch, und der Basis- Kegelschnitt 
ist nicht reell. Wenn er reell wäre, so müssten ja auch die Involutionen 
auf zwei Seiten (und um zwei Ecken) eines Polardreiecks hyper- 


bolisch sein. 
Fig. 88b. 


Aus der im Vorangehenden besprochenen Construction der Invo- 
lution auf s entnehmen wir nochmals, dass, wenn eine der gegebenen 
Involutionen, z. B. die auf b, hyperbolisch ist und s durch einen ihrer 
Doppelpunkte B geht, in den sich dann b und b, vereinigen, auch b 
und 5b’ zusammenfallen, also dieser Doppelpunkt auch Doppelpunkt 
für die Involutionen aller durch ihn gehenden Strahlen ist. Wenn ein 
Punkt Doppelpunkt der Involution auf einer durch ihn gehenden Gerade 
ist, so ist er es auf allen. 

Der zweite Doppelpunkt auf jedem Strahle s durch B ist, wenn 
B' der andere Doppelpunkt auf b, c der Schnitt von s mit e und ¢ 
diesem in der Involution auf ce conjugirt ist, der Schnitt von B'c, 
mit s; denn er muss der vierte harmonische Punkt sein, der dem 
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ersten Doppelpunkt B in Bezug auf c und = (Cc, s) zugeordnet ist, 
und ergiebt sich durch Projection der vier harmonischen Punkte B, B'; 
M, aus c, auf s. Die Strahlen Be, B'e, beschreiben projective 
Büschel, durch die der Ort dieser zweiten Doppelpunkte, der Kern- 
Kegelschnitt, entsteht. 


Wir haben also zwei wesentlich verschiedene Arten von Polar- : 


systemen zu unterscheiden: 

a) Das elliptische Polarsystem enthält nur elliptische Involutionen 
auf allen Geraden und um alle Punkte. 

b) Das hyperbolische Polarsystem enthält theils elliptische, theils 
hyperbolische Involutionen; bei einem Tripel conjugirter Strahlen und 
Punkte sind immer zwei Involutionen hyperbolisch und die dritte 
elliptisch; die Doppelpunkte aller Punktinvolutionen liegen auf dem 
Kern-Kegelschnitt, und die Doppelstrahlen aller Strahlinvolutionen be- 
rühren denselben Kern-Kegelschnitt; das Polarsystem ist das Polar- 
system für diesen Kegelschnitt. 

Wie eine elliptische Involution zwei imaginäre Punkte oder Strahlen 
definirt, so sagen wir entsprechend von einem elliptischen Polarsystem, 
das selbst vollständig reell ist, dass es einen imaginären Kern- oder 
Basis- Kegelschnitt definirt oder auch dessen reeller Repräsentant ist. 
Jedesmal, wenn man zu einem imaginären Kegelschnitt gelangt, wird 
es wünschenswerth sein, diesen reellen Repräsentanten zu haben. Es 
ist für die synthetische Behandlung geometrischer Probleme von grosser 
Bedeutung, ein völlig reelles Gebilde zu besitzen, welches an Stelle 
eines imaginären Kegelschnitts zu setzen ist. 

Die imaginäre Curve kann imaginäre Ellipse genannt werden, da 
sie ebenso wie die reelle Ellipse die Ge in imaginären Punkten 
schneidet. 

Beachten wir, dass das Polarsystem nicht elliptisch oder hyper- 
bolisch heisst, wenn der Kegelschnitt (reelle) Ellipse oder Hyperbel ist. 
Für beide Curven als Basiseurven (sowie auch für die Parabel) ist das 
Polarsystem hyperbolisch. 

Nehmen wir zur Bestimmung eines Polarsystems zwei hyperbolische 
Involutionen auf b,c, sei 2 der Schnittpunkt und y demselben in der 
ersten, © in der zweiten Involution conjugirt, seien ferner B, B' die 
Doppelpunkte jener und C, C’ die Doppelpunkte dieser, so haben wir 
auf b, c zwei neue Involutionen, die eine bestimmt durch zy, BB', 
die andere durch zx, CO', welche elliptisch sind, weil die bestimmenden 
Paare harmonisch gelegen sind. Dadurch hat man auf jedem der. Träger 
zwei Involutionen, eine hyperbolische und eine elliptische; und indem 
man zwei auf verschiedenen Trägern befindliche zur Bildung eines 

26* 
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Polarsystems verwendet, was auf vier Arten geschehen kann, erhält 
man vier verschiedene Polarsysteme, die in eigenthümlicher Verbindung 
mit einander stehen; ihre Kern-Kegelschnitte sind nämlich vier har- 
monisch zugeordnete Kegelschnitte ($ 55), von denen drei reell, der 
vierte imaginär ist. Wenn wir die Involutionen auf den beiden Trägern 


durch (A), (e), (h,), (e,) bezeichnen und die vier Verbindungen: 
(h) h), (h) (e,), (e) (h), (e) (e) 


auf den conjugirten Trägern b, ce zur Erzeugung der Polarsysteme 
verwenden, so werden die drei ersten hyperbolisch, das letzte elliptisch. 

Die Richtigkeit der Behauptung folgt unmittelbar aus der Con- 
struetion der vier Mittelpunkte der Polarsysteme, der Pole der un- 
endlich fernen Gerade; denn da xyz ein gemeinschaftliches Polardreieck 
für alle ist, so sind sie vollkommen bestimmt, sobald man noch den 
Mittelpunkt kennt. Seien u und u, die Mittelpunkte von (h) und (h,), 
so ist der Mittelpunkt v der Involution (e) der vierte harmonische zu 
y,2; u. Denn die Kreise, welche die Strecken BB’, yz, deren End- 
punkte harmonisch sind, zu Durchmessern haben, schneiden sich ortho- 
gonal; u ist der Mittelpunkt des ersteren, also berühren die Tangenten 
aus ihm an den andern in den gemeinsamen Punkten, und die gemein- 
same Secante (oder Potenzlinie) ist seine Polare in Bezug auf den 
zweiten Kreis; ihr Fusspunkt, der Mittelpunkt v der durch BB’, yz 
bestimmten Involution (e), in welcher das Kreisbüschel durch b ge- 
schnitten wird, ist also der vierte harmonische Punkt zu den drei ge- 
nannten Punkten. Ebenso ist der Mittelpunkt v, von (e,) der vierte 
harmonische zu 2,2; u,; folglich haben wir: 


(vu, Yu) s= M, (xu, yv,) Bam MW, 
(ev, yu) = W", (av, av) = M 


als Mittelpunkte dieser vier Polarsysteme. Dies ist aber nach Nr. 283 
(Fig. 82) genau die Lage der vier Mittelpunkte von vier harmonisch 
zugeordneten Kegelschnitten, welche das Polardreieck xyz gemein- 
schaftlich haben. 

Wir wollen jetzt noch einige besondere Fälle erwähnen. Beim 
hyperbolischen Polarsystem wird der doppelt unendliche Inbegriff der 
Geraden, welche theils elliptische, theils hyperbolische Involutionen 
enthalten, in diese beide Gattungen getrennt durch eine einfach un- 
endliche Reihe von solchen Geraden, welche parabolische Involutionen 
tragen. ; 

Bei einer parabolischen Involution fallen die beiden Doppelpunkte 
zusammen, und dem einzigen Doppelpunkt ist jeder andere Punkt der 
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(Gerade conjugirt. Die Geraden mit solchen Involutionen sind die 
'Tangenten des Kern-Kegelschnitts. Ebenso giebt es unter den doppelt 
unendlich vielen Punkten, deren Involutionen theils elliptisch, theils 
Ihyperbolisch sind, eine einfach unendliche Reihe solcher Punkte, bei 
denen sie parabolisch sind; dies sind die Punkte des Kern-Kegelschnitts, 
und sie bilden die Grenze zwischen dem einen und dem andern Gebiet. 
In jeder Tangente des Kern -Kegelschnitts ist der Berührungspunkt der 
einzige Doppelpunkt der Involution, und für jeden Punkt desselben ist 
die Tangente der einzige Doppelstrahl. 

In besonderer Weise vereinfacht sich das hyperbolische Polar- 
system, wenn wir von den beiden erzeugenden Involutionen eine para- 
bolisch annehmen, so jedoch, dass der Schnittpunkt A der Träger 
nicht der Doppelpunkt ist; die auf b sei parabolisch, der A conjugirte 
Punkt © ist dann ihr Doppelpunkt (Fig. 89), weil er zu jedem be- 
liebigen Punkte conjugirt ist; die Polare Br 
a=»BE von A wird alsdann nach der 
Construction des Polarsystems -eine Invo- \/ 
lution enthalten, welche ebenfalls para- Ja 
bolisch ist und ihren Doppelpunkt in © | 
hat. Um den Kern eines solchen besonderen / \e 
Polarsystems zu finden, kommt es darauf ji \ 
an, zu wissen, ob die zweite auf c gegebene / \ p 
Involution hyperbolisch oder elliptisch ist. / er 
Wenn sie hyperbolisch ist mit den Doppel- SG 


punkten C und (C', so zeigt die obige _ or EGTA. ME er 
Construction des Kern-Kegelschnitts, dass TR 

derselbe in die beiden Geraden EC, CO! u | 
zerfällt; von jeder beliebigen Gerade wird Nie 


der Pol der feste Punkt & und von jedem 
beliebigen Punkte geht die Polare durch C. 
Die Involution, welche in & ihren Grundpunkt hat und mit der auf c 
gegebenen perspectiv liegt, schneidet daher sämmtliche Geraden in 
denjenigen Involutionen, welehe ihnen im Polarsystem zugehören. 
Wenn dagegen die auf c gegebene Involution elliptisch ist, so re- 
dueirt sich der Kern- Kegelschnitt auf den einzigen Punkt ©; alle Invo- 
lutionen sind elliptisch mit Ausnahme derjenigen, welche auf den 
durch & laufenden Strahlen liegen, und diese sind sämmtlich para- 
bolisch; wir können auch sagen, dass in diesem Falle der Kern- 
Kegelschnitt ein imaginäres Geradenpaar ist, gebildet durch die Doppel- 
strahlen der Involution, welche aus Œ die gegebene Involution auf c 
projieirt. 
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Im Grunde hat man es in beiden Fällen nur mit einer Strahl- 
involution zu thun, und conjugirt sind in dem ausgearteten Polar- 
system jede zwei Punkte, die auf conjugirten Strahlen dieser Involution 
liegen. 

Werden beide erzeugenden Involutionen parabolisch angenommen: 
mit den Doppelpunkten €, X, so zieht sich der Kern-Kegelschnitt auf 
eine einzige doppelt zu zählende Gerade BG zusammen. 

Die duale Betrachtung, bei welcher von zwei Strahlinvolutionen 
ausgegangen wird, von denen (mindestens) eine parabolisch ist, führt; 
zu einem Punktepaare aus zwei reellen oder imaginären oder ver- 
einigten Punkten als Kern. 


$ 58. Verschiedene Bestimmungs-Arten des Polarsystems. 


Wenn wir als bestimmende Elemente des Polarsystems annehmen: 
1) ein Paar conjugirter Punkte oder Strahlen, 2) eine Involution von 
Punkten oder Strahlen, 3) ein Punkt und eine Gerade, welche Pol und 
Polare sein sollen, endlich 4) ein Polardreieck, so lassen sich diese Elemente 
in mannigfacher Weise. zur Bestimmung des -Polarsystems zusammen- 
stellen; von diesen Bestimmungsarten wollen wir einige hier anführen, 
und zwar nur solche, die das Polarsystem eindeutig bestimmen. 

Bemerken wir, dass der Fall 2) die Bedeutung von zwei Paaren. 
conjugirter Punkte oder Strahlen hat, jedoch in der besonderen Lage, 
dass alle vier Punkte auf derselben Gerade liegen, bezw. alle vier 
Strahlen durch denselben Punkt gehen. Dasselbe gilt für den Fall 3); 
er ist gleichbedeutend mit zwei Paaren conjugirter Punkte, von denen 
jedes den einen Punkt im Pole hat, während die beiden andern be- 
liebige zwei Punkte auf der Polare sind, oder mit zwei Paaren con- 
jugirter Strahlen, von denen jedes den einen Strahl in der Polare hat, 
während die andern zwei beliebige Strahlen durch den Pol sind. Der 
Fall 4) ist mit drei Paaren conjugirter Punkte, in je zwei Ecken des 
Polardreiecks gelegen, oder mit drei Paaren conjugirter Strahlen, 'in je 
zwei Seiten dieses Dreiecks befindlich, gleichbedeutend. 

Die in Nr. 292 zur Construction des Polarsystems angenommenen 
Bestimmungsstücke waren 

1) zwei conjugirte Strahlen b und c des Polarsystems und auf jedem 
die Involution, welche dem Polarsystem zugehört, oder zwei conjugirte 
Punkte und um jeden die Involution des Polarsystems. 

Hieraus ergiebt sich sofort eine zweite Bestimmungsart durch 

2) ein Polardreieck AHE und eine beliebige Gerade t mit der ihr 
zugehörigen Involution; denn die Seiten a = BE, b=- CA, c= AB 
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(des Polardreiecks mögen ¢ in a,b,c treffen; seien a’, b', c zu diesen 
Punkten conjugirt in der Involution von t, so treffen sich a’, 08, 
cE, die Polaren von a,b,c, in einem Punkt T*, dem Pole von t, 
und zugleich treffen sie bezw. a,b,c in solchen Punkten a,, b,, G, 
welche auf diesen Geraden den a,b,c conjugirt sind; da nun je zwei 
Ecken des Polardreiecks ein Paar eonjugirter Punkte sind, so kennen 
wir die Involutionen auf zwei conjugirten Strahlen des Polarsystems, 
also nach 1) dieses selbst. 

In dualer Weise ist das Polarsystem durch ein Polardreieck und 
eine Strahlinvolution bestimmt. 


Ferner ergiebt es sich, dass es auch bestimmt wird durch 

3) ein Polardreieck AHE und ein Paar von Pol und Polare T 
und t; denn wenn ¢ die Seiten AC, AB in b,c trifft und b,,c, die 
Schnittpunkte (TB, AC), (TE, AB) sind, so sind b und b,, c und c, 
eonjugirt; und wir kennen die Involutionen auf zwei conjugirten 


Strahlen. 


Umständlicher wird die Bestimmung des Polarsystems ‘durch 

4) ein Polardreieck AVE und zwei beliebige Paare p und x, p, 
und m, welche conjugirte Punkte sein sollen. Hier können wir so ver- 
fahren, dass wir durch x eine beliebige Gerade ziehen, dieselbe als 
Polare von p auffassen, wodurch dann nach 3) das Polarsystem be- 
stimmt ist, und für dasselbe die Polare zu p, construiren; verändern 
wir dann die durch x angenommene Gerade, so verändert sich auch 
die zuletzt construirte Polare; sobald es vorkommt, dass sie durch den 
gegebenen Punkt =, geht, ist das Polarsystem den gegebenen Be- 
dingungen gemäss bestimmt. 

a,b,c seien, wie oben, die Seiten von ABEC; b werde von pẹ% 
und »,® in b und b,, c von p, p, © in c, c, getroffen; wenn wir nun 
durch x eine Gerade X ziehen, welche b und e in b' und c" trifft, so 
haben wir auf b die durch AG, bb bestimmte Involution und auf c 
die durch AB, ce bestimmte. In jener sei b,' dem b,, in dieser ç’ 
dem ct, conjugirt, so ist b'c’ die Polare von p,. Indem wir nunmehr 
die Gerade % um den Punkt x drehen, verändern sich b' und c und 
mit ihnen b,',c,'; nach Nr. 51 wissen wir, dass b' und b,' projective 
Punktreihen beschreiben, deren Doppelelemente A und & sind; ebenso 
beschreiben ¢' und c,' projective Punktreihen mit den Doppelpunkten 
A und Y; b’ und c durchlaufen aber perspective Punktreihen, deren 


* Sei T zunächst der Schnittpunkt (aA, 68); so lehrt das Viereck ABET, 
das von £ in der gegebenen Involution geschnitten wird, dass auch e’& durch 
T geht. 
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Perspectivitätscentrum x ist, folglich beschreiben auch b,’ und ¢' pro- 
jective Punktreihen auf den Trägern b und c, und dieselben liegen 
perspectiv; denn sobald b’ nach A kommt, geht auch c’ dahin, nach 
dem Vorigen aber auch b,' und c,', mithin fallen in den Schnittpunkt 
der Träger entsprechende Punkte der projeetiven Punktreihen; also 
läuft b'c’ durch einen festen Punkt o, der durch zwei beliebig ge- 
wählte Lagen für Q leicht zu construiren ist. Auch sehen wir, dass 
diese Polare b,'c,'= &, des Punktes p, ein Strahlbüschel beschreibt, 
welches projectiv ist mit dem von & beschriebenen. Durch den letzten 
gegebenen Punkt =, giebt es also nur eine einzige Gerade Q, nämlich 
die Verbindungslinie x, 0; ziehen wir nach der Construction des Punktes o 
den Strahl mo und nehmen diese Gerade als Polare von p, so ist 
das Polarsystem durch dieses Paar von Pol und Polare und durch das 
Polardreieck ABC nach 3) völlig bestimmt und genügt den verlangten 
Bedingungen. Es ist also vollständig und eindeutig bestimmt durch 
die gegebenen Bestimmungsstücke, und seine Construction, wenn auch 
etwas umständlich, doch allein mittelst des Lineals ausführbar. Am 
einfachsten gestaltet sie sich, wenn wir für die eine Lage von Q die 
Gerade xH, und für die andere Lage n€ nehmen; dann fällt das eine 
Mal €’ nach B, folglich auch c,' nach X, das andere Mal b' nach © 
und auch b,' nach ©, und der Punkt o wird auf folgende Art gefunden. 

Sind das Polardreieck ABC und das Paar conjugirter Punkte p, 7 
gegeben, so ziehe man HA, HYE und Vp, Yr, wodurch man zwei 
Paare Strahlen enthält, welche eine Involution bestimmen, und suche 
in ihr den zu p, eonjugirten Strahl; zweitens ziehe man EA, CB 
und Cp, Cx, wodurch man zwei Strahlenpaare einer andern Involution 
erhält, in welcher man den dem Strahle Èp, conjugirten aufsuche: 
dieser und der vorige schneiden sich im gesuchten Punkte o. Man- 
erhält auch eine dritte Involution um X durch die Strahlenpaare AB, 
AC und Ap, Ax, und der zu Ap, eonjugirte Strahl in ihr muss eben- 
falls durch o gehen. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: Für alle Polarsysteme, welche ein 
Tripel AHE und ein Paar conjugirter Punkte p, m gemeinschaftlich 
haben, laufen die Polaren eines und desselben Punktes p, durch einen 
festen Punkt (0) Nr. 329. 

Eine einfachere Lösung unserer Aufgabe ergiebt sich aus der Eigen- 
schaft, dass die sechs Ecken zweier Polardreiecke eines Polarsystems 
auf einem Kegelschnitt liegen und gleichzeitig die sechs Seiten einen 
Kegelschnitt berühren (Nr. 295). Sind demnach das Polardreieck ABC 
und zwei Paare conjugirter Punkte px und pm, gegeben, so legen 
wir durch X, Y, C, p, = den Kegelschnitt K® und durch X, 8, C, p, 7, 
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den Kegelschnitt KW; dieselben haben noch einen vierten gemein- 
schaftlichen Punkt æ, welcher linear zu construiren ist (Nr. 173). Alle 
Kegelschnitte 82, welche dem Dreiseit ABE = abe eingeschrieben 
sind und gleichzeitig die Verbindungslinie pr berühren, bilden eine 
Kegelschnitt-Schaar S (Q), und die Tangentenpaare aus dem Punkte x 
an die Kegelschnitte dieser Schaar eine Involution (Nr. 209), welche 
in K@ eine krumme Involution einschneidet, deren Centrum o sei. 
In gleicher Weise bilden alle Kegelschnitte 82, welche demselben 
Dreiseit eingeschrieben sind und die Verbindungslinie p,m, berühren, 
eine Kegelschnitt-Schaar S(82), und die Tangentenpaare aus dem 
Punkte x an sie rufen auf K?) eine krumme Involution hervor mit 
dem Centrum o,. Die Verbindungslinie 00, = X ist alsdann die Polare 
von æ in dem durch die gegebenen Stücke bestimmten Polarsystem, 
und dieses ist daher nach 3) vollständig bekannt, da man ein Polar- 
dreieck und ein Paar von Pol x und Polare X kennt. Man kann 
noch den dritten Tripelpunkt zu p, x finden, indem man den besonderen 
Kegelschnitt construirt, welcher die Seiten des Dreiecks AHE und die 
Geraden px und X berührt; die zweiten Tangenten aus p und x an 
ihn treffen sich in dem gesuchten Punkte. In ähnlicher Weise findet 
man den dritten Tripelpunkt zu p, .- 

5) Zwei Polardreiecke AVE und A'B'C! umfassen mehr Elemente, 
als zur Bestimmung des Polarsystems erforderlich und ausreichend 
sind; wenn diese sechs Punkte aber der Bedingung genügen, dass sie auf 
einem Kegelschnitt liegen, so ist wiederum das Polarsystem vollständig 
und eindeutig durch sie bestimmt. Es genügt alsdann, zu seiner Con- 
struction das Polardreieck AYE und das Paar von Pol und Polare: 
A! und B'E! zu wählen, wodurch nach 3) das Netz bestimmt wird; 9! 
und ©! sind von selbst conjugirt. 

An die in 1) enthaltene Bestimmungsweise des Polarsystems 
dureh zwei Involutionen, deren Träger conjugirt sind, knüpft sich 
noch eine neue Bestimmungsart durch zwei verschiedenartige Invo- 
lutionen, welche perspectiv liegen und Pol und Polare zu Trägern 
haben. Dadurch allein ist aber das Polarsystem noch nicht völlig 
bestimmt; es ist noch ein Paar conjugirter Punkte oder Strahlen er- 
forderlich; also: 

6) Eine Strahlinvolution mit dem Grundpunkt T, die durch sie auf 
einer Gerade t ausgeschnittene Punktinvolution, mit der Bedingung, dass 
T und t Pol und Polare des Polarsystems seien, und endlich noch ein 
beliebiges Paar conjugirter Punkte p, w bestimmen das Polarsystem 
vollständig. Treffe nämlich px die Gerade ¢ in s, und sei ø der con- 
jugirte Punkt zu s in der auf ? gegebenen Involution, so wird To die 


www.rcin.org.pl 


303 


304 


410 Verschiedene Bestimmungs- Arten des Polarsystems. 


Polare von s sein, also pm in einem solchen Punkte 0’ treffen, 
dass px, s0' zwei Paare conjugirter Punkte sind, welche die dem 
Polarsystem zugehörige Involution auf dieser Gerade bestimmen; nehmen 
wir daher zwei conjugirte Punkte der Involution auf ft, so bilden 
diese mit T ein Polardreieck; ausserdem haben wir die Involution 
auf px, und das Polarsystem ist nach 2) bestimmt. 

e In dualer Weise ist es bestimmt, wenn statt der conjugirten 
Punkte zwei conjugirte Strahlen gegeben sind. 

T) Zwei beliebige Paare von Pol und Polare: Z und t, T, und t, 
und ein Paar conjugirter Punkte p, x bestimmen das Polarsystem eben- 
falls eindeutig. 

Ersichtlich sind tt, = T, und TZ; =t, auch Pol und Polare; be- 
zeichnen wir die Schnitte t,t, t,t, mit T,T,, so haben wir auf f zwei 
Paare conjugirter Punkte TT, T,T,, also die Involution und zugleich 
die mit ihr perspective Involution um 7,, den Pol von #; wir haben 
ausserdem noch ein Paar conjugirter Punkte pr, so dass nach dem 
vorigen Falle 6) das Polarsystem vollständig und eindeutig be- 
stimmt wird. 

8) Drei beliebige Paare von Pol und Polare: T und t, T, und t, 
T, und t, enthalten mehr Elemente, als zur Bestimmung eines Polar- 
systems erforderlich sind. 

Wir kennen die Abhängigkeit der sechs Stücke: Sind r,r,,r, die 
Ecken tf, tt, tt, des Dreiseits der Polaren, so müssen die beiden 
Dreiecke TT,T, und rr,r, perspectiv liegen, so dass Tr, TiTi, Ta To 
in einen Punkt zusammenlaufen (Nr. 294). Wenn die Stücke dieser 
Bedingung genügen, so braucht man auf f, nur einen beliebigen 
Punkt als conjugirt zu 3, anzunehmen und hat es dann mit der 
Construction 7) zu thun. 

Zu einem Punkt P findet man die Polare folgendermassen: Man 
schneidet die Verbindungslinie von (PT,t,) und (PZ, A mit TT, 
in x, die Verbindungslinie von (PT, t), (PT,,t) mit UT, in y, 
die Verbindungslinie von (PT,,t) und (PT,t,) mit TT, in z, so 
sind x,y,z drei Punkte der Polare von P. 

9) Zwei Involutionen auf t,t (die nicht comjugirt sein sollen) und 
zwei conjugirte Punkte p, x bestimmen ein Polarsystem. Es sei (Fig. 90) 
V der Schnitt të und ®,,®,’ seien ihm in den Involutionen conjugirt, 
so das BB,’ die Polare von ® ist. Die Verbindungslinie pr 
schneide £ in $, f in 7, denen in den Involutionen von ¢ und f die 
Punkte T, und %,' eonjugirt seien. 

Von der Involution auf px kennen wir das Paar px; sehen wir 
zunächst von demselben ab, so müssen die in ihr zu T und Ş' 
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conjugirten Punkte T,, T,' so liegen, dass das Dreieck der Punkte 
V, T, T und das Dreiseit ihrer Polaren Y, V’, T,T,, ZT,’ perspeetiv 
sind; d.h. die drei Punkte (BB, TT)=-T, t, ZU! T)=0, (CTT) 
= (0' müssen in gerader Linie liegen. Von ibnen kennen wir U, da 
TT' = pr bekannt ist; jede Gerade X durch U markirt auf £ und f' 
Punkte O, 0', und O'T,, OT,' geben auf der Gerade px die Punkte 
To, T,'; die Involution ist also durch TT,, T'T,' bestimmt. Aber das 


Fig. 90. 


a | 
= | 
D ER 
7 s N 
zu fr; Ex -R 
to IRRE | le 
g RN a 
P B a | i 
Se BE ON | 
75 t / Fr \ 
BE N / \ lo’ 
a = 4 “AA m 
P ANR AS ae RER V 
w 
Sr \ 
va \ g 4 
X ATTE | è 
Sa 


gegebene Paar px wird zu ihr nicht gehören, oder der dem Punkte p 
in ihr conjugirte Punkt p wird nicht mit = zusammenfallen. Wir 
haben. daher diejenige Lage der Gerade £ durch U zu suchen, bei 
welcher p und x sich vereinigen. Bei der Drehung von & um U 
durchlaufen O und O' perspective Punktreihen, mit diesen sind bezw. 
die von 3,’ und 7, durchlaufenen Punktreihen perspectiv und also 
unter einander projeetiv. Die Involution ändert sich also so, dass die 
conjugirten Punkte zu zwei festen Punkten sich projeetiv bewegen. 
Wenn %, nach T’ kommt, fällt T,' in T; so dass die festen Punkte 
auch entsprechend sind. 

Um nun jedesmal p zu ermitteln, nimmt man zwei Punkte P 
und Q in gerader Linie mit p, bestimmt die Sehnittpunkte (PT, QT) 
= R, (PT,, QT,)= 8; dann ist der Punkt p der Schnitt von px 
mit RS. Der Punkt R ist fest; S aber beschreibt einen Kegelschnitt, 
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der durch R geht; weil T, und %,' projective Punktreihen durch- 
laufen, in denen T’ und Ẹ sich entsprechen. Die krumme Punktreihe 
auf demselben wird aus den drei Punkten P, Q, R, die ihm angehören, 
in die Reihen der T,', T,,p projieirt; folglich sind diese projectiv, 
und da die Reihen der Punkte T,', T, mit denen der Punkte O, 0! 
beziehentlich perspectiv sind, diese aber wiederum mit dem von & 
beschriebenen Strahlbüschel, so ist auch dieses mit der Reihe der 
Punkte p projeetiv. Der Strahl in ihm, der in dieser Projectivität 
(welche durch drei Lagen der Gerade % festgelegt ist) dem Punkte x 
als p entspricht, ist der gesuchte, welcher zu derjenigen Involution 
auf px führt, in der auch diese Punkte p und = conjugirt sind. Ist 
die richtige Gerade X gefunden, so ist die Construction auf 8) zurück- 
geführt. Man sieht, dass auch in dem jetzigen Falle das Polarsystem 
vollständig und eindeutig bestimmt ist. 

In dualer Weise ist das Polarsystem durch zwei beliebige Strahl- 
involutionen (deren Grundpunkte nicht conjugirte Punkte sein sollen) 
und ein Paar conjugirter Strahlen vollständig und eindeutig bestimmt. 

Eine einfachere und weit übersichtlichere, wenn auch nicht mehr 
lineare Construction lässt sich auf folgende Weise ableiten. 

Sei xé ein veränderliches Punktepaar der auf dem Träger ¢ ge- 
gebenen Involution, x, &, ein solches auf ż (des vorhinigen f') und px das 
einzeln gegebene Paar conjugirter Punkte; verbinden wir den ersten 
Punkt p mit den Paaren x& und zë, durch Strahlenpaare, so erhalten 
wir um p zwei auf einander liegende Involutionen, welche ein gemein- 
schaftliches Strahlenpaar haben. Dieses kann nur dann imaginär 
werden, wenn beide Involutionen hyperbolisch sind; ein Fall, den wir 
nachher erledigen wollen. Ist das gemeinschaftliche Strahlenpaar 
durch p ermittelt und trifft es ¢ und #4 in den Punktepaaren æ? ér, 
xPP, so dass also (wPaP, £P £p) — p ist, dann bestimmen wir den Punkt 
(aP Ep, EP aP) — m! und erhalten, da p und =! nach Hesse’s Satz (Nr. 294) 
conjugirte Punkte des Polarsystems sind, die Verbindungslinie mz! als 
Polare von p. 

In gleicher Weise operiren wir, indem wir den Punkt x an Stelle 
von p setzen; trifft nun das gemeinsame Strahlenpaar die ¢ und £, in den 
Punktepaaren x”$”, s77, so dass (207, E"&7) — x und (w"Er, §rgr) = p! 
wird, dann ist pp! die Polare von x; der Schnittpunkt (xat, pp!) = p 
ist also der Pol der Verbindungslinie px, und wir haben ein Polar- 
dreieck pxp und ausserdem eine der beiden Involutionen (z&) oder 
(x, é), wodurch das Polarsystem nach 2) vollständig bestimmt ist. 

Nur in dem Falle, dass beide Involutionen £(x$8) und t, (%6) 
hyperbolisch sind, kann die Construction wegen imaginärer Elemente 
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illusorisch werden; dies ist aber gerade der einfachste Fall; dann muss 
nämlich das Polarsystem hyperbolisch sein und der Kern-Kegelschnitt 
durch die vier Doppelpunkte a,«, a,,«, der gegebenen .hyperbolischen 
Involutionen gehen. Betrachten wir ausserdem p, x als die Doppelpunkte 
einer hyperbolischen Involution auf pr = Q, so können wir durch die 
drei Punkte a, «, a; und je zwei conjugirte Punkte dieser Involution 
die Kegelschnitte legen, welche nothwendig durch einen vierten festen 
Punkt s laufen müssen (Nr. 170); ist s ermittelt, so wird der durch 
4, &, d4, & und s gelegte Kegelschnitt der Kern-Kegelschnitt des Polar- 
systems, also dieses vollständig bestimmt sein. 

Nicht linear ist diese Construction wegen der Ermittelung der 
gemeinsamen Strahlenpaare zweier Involutionen oder der Doppelpunkte 
von hyperbolischen Involutionen. 

10) Drei beliebige Imvolutionen auf den Trägern v,t,t' enthalten 


mehr Elemente, als zur Bestimmung des Polarsystems ausreichend sind; - 


wir wollen die Bedingung ermitteln, welche erfüllt werden muss, damit 
sie in demselben Polarsystem möglich sind; wir können sie sofort 
aus 9) entnehmen. Zu jedem der drei Schnitte Y = tt', T = vt, Y'= vt 
werden in .den beiden betreffenden Involutionen die conjugirten er- 
mittelt: V, V Ti, To; I, Ty; die Bedingung ist, dass die drei 
Punkte (V, V' v), (TiTa, t), (I Ty,t) in gerader Linie liegen. 


11) Eine Involution auf dem Träger t, einmal Pol und Polare T, und t : 


und ein Paar conjugirter Punkte p und x bestimmen das Polarsystem. 
Sei nämlich der Schnittpunkt tt, = VY und 3, sein conjugirter Punkt in 
der gegebenen Involution, so wird T,3, die Polare von 3 sein und 4 
in einem solchen Punkte W treffen, dass T, VW ein Polardreieck ist; 
nehmen wir auf t irgend ein Paar conjugirter Punkte mp, der ge- 
gebenen Involution, so haben wir zur Construction des Polarsystems 
ein Polardreieck und zwei Paare conjugirter Punkte, wodurch es also 
bestimmt wird und nach 4) zu construiren ist; dass dabei die Punkte 
P,,7, mit einer Ecke ® in gerader Linie liegen, ändert im Wesent- 
lichen nichts in der Construction. 

Die duale Bestimmung ist die durch einmal Pol und Polare, 
eine Strahlinvolution und zwei conjugirte Strahlen. 

Wir können auch in folgender Weise construiren. 

Ist x ein veränderliches Paar conjugirter Punkte der auf t ge- 
gebenen Involution, so sind die Schnittpunkte (px, xé) = y und (p£, xx) 
=y ebenfalls ceonjugirte Punkte nach dem Hesse’schen Satze und be- 
schreiben bei der Veränderung von g, § einen Kegelschnitt 8, während 
die Verbindungslinie yn durch einen festen Punkt o der Gerade px 
läuft, den vierten harmonischen, dem Schnittpunkte (t, px) zugeordneten 
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Punkt. Ist der Kegelschnitt R® ermittelt, so wird die Verbindungs- 
linie oT, ihn in einem Punktepaare y, 7" treffen; diese Gerade trifft 
ferner t, in einem Punkte b,, und die beiden Punktepaare y’° und 
Tb, bestimmen eine Involution, welche dem Polarsystem zugehört. 
Wir haben also zwei Geraden mit den ihnen zugehörigen Involutionen, 
und ausserdem einmal Pol und Polare, wodurch das Polarsystem mehr 
als bestimmt ist und auf verschiedene Arten leicht hergestellt werden kann. 

12) Eine Imvolution (x, &) auf dem Träger t und drei Paare con- 
Jugirter Punkte p und x, p, und m, ps und x, bestimmen das Polar- 
system. 

Da p,m und x,& zwei Paare conjugirter Punkte sind, so sind 
auch (px, mé) = y, (pE, ax) = n conjugirte Punkte, und in dem voll- 
ständigen Viereck præg geht die Verbindungslinie yy durch die beiden 
vierten harmonischen Punkte, welche zu dem Schnittpunkte der beiden 
Geraden px und 2&—=t zugeordnet harmonisch liegen in Bezug auf 
p, x, bezw. x, €. Der erste Punkt o auf pr bleibt fest, wenn æ sich 
ändert, so dass yy sich um ihn dreht. 

Die Punkte y und y erzeugen, wie eben in 11), einen Kegelschnitt 8), 
weil px und x projective Strahlbüschel beschreiben und in ihnen 
auch pë und xx entsprechende Strahlen sind: Jeder durch o gehende 
Strahl trifft daher diesen leicht herzustellenden Kegelschnitt &® in 
einem Paare conjugirter Punkte des zu construirenden Polarsystems. 
Setzen wir an Stelle des Punktepaares px das zweite gegebene pm, 
und operiren mit ihm in derselben Weise, so erhalten wir einen zweiten 
Kegelschnitt 89 und einen Punkt o, mif p,z, ‘von solcher Beschaffen- 
heit, dass jeder durch o, gehende Strahl den Kogolschnit R in einem 
Ei conjugirter Punkte des Polarsystems trifft. Auf der Verior 
linie 00,, welche den Kegelschnitt R®) in s und o, den &®) in s, und o, 
treffe, haben wir` zwei Paare conjugirter Punkte des Polarsystems, 
welche auf ihr die demselben zugehörige Involution bestimmen. Da 
ausserdem die Gerade £ mit ihrer Involution gegeben ist, so haben 
wir nunmehr zwei Involutionen auf ? und 00,, ausserdem noch ein 
Paar conjugirter Punkte p,7,, und durch diese Stücke ist das Polar- 
system nach 9) vollkommen bestimmt. 

Es ist hierbei noch der Fall zu berücksichtigen, dass eines oder 
beide Punktepaare so, s,6, imaginär werden; sie werden dann ver 
-treten durch die elliptischen Involutionen, welche dem Träger 00, in 
Bezug auf die bekannten Kegelschnitte R® und K zugehören. Die 
beiden Involutionen, von denen mindestens eine elliptisch ist, haben 
ein reelles Punktepaar gemeinsam, das die Doppelpunkte der gesuchten 
in diesem Falle hyperbolischen Involution liefert. 
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Dual hierzu ist die Bestimmung des Polarsystems durch eine 
Strahlinvolution und drei Paare conjugirter Strahlen. 

13) Ein Paar von Pol und Polare T und t und ausserdem drei 
Paare conjugirter Punkte p und x, p, und m, 9 und m, bestimmen 
das Polarsystem. 

Zu dem Punkte T ist jeder beliebige Punkt p von £ conjugirt; 
daher sind auch die Schnittpunkte (Ip, xp) =x, (Tx, pp) = Ẹ con- 
jugirte Punkte, und wenn wir p auf der Gerade t verändern, so er- 
halten wir unendlich viele Paare conjugirter Punkte x und &, von 
denen der eine eine Punktreihe auf p, der andere auf Tr durchläuft, 
und beide Punktreihen sind projectiv, weil sie mit der von p be- 
schriebenen Punktreihe perspectiv liegen. Die Verbindungslinie x& 
umhüllt daher einen Kegelschnitt K, welcher, wie leicht zu sehen 
ist, die Geraden Tp und Tr in denjenigen Punkten berührt, in welchen 
sie von ¢ getroffen werden; da er ausserdem px berührt, so ist er 
durch diese Bedingungen vollständig bestimmt. Wir können ihn um- 
gekehrt benutzen, um den Verlauf des veränderlichen Paares conjugirter 
Punkte xé des gesuchten Polarsystems. besser zu übersehen. Verbinden 
wir irgend einen Punkt o der Berührungssehne ? mit einem Paar ent- 
sprechender Punkte x, &, so erhalten wir nach Nr. 95 durch o Strahlen- 
paare, die eine Involution bilden und zwar diejenige, welche dem 
Punkte o in Bezug auf den Kegelschnitt R zugehört. Es wird also 
jedes Strahlenpaar dieser bekannten Involution die Geraden Tp, Tr 
in zwei conjugirten Punkten des gesuchten Polarsystems treffen. Diese 
Inrolution (0) wird hyperbolisch oder elliptisch sein je nach der Lage 
des Punktes o auf der Berührungssehne t.. Wir können aber, da 
die Berührungspunkte reell sind, o immer so wählen, dass sie ellip- 
tisch wird. 

Wenn wir nun das zweite gegebene Paar pm, nehmen und in 
derselben Weise verfahren, wie eben mit pr, so erhalten wir einen 
zweiten Kegelschnitt 3®, welcher pz, zur Tangente hat und Tp, 
unl Ta, in denjenigen beiden Punkten berührt, in welchen sie von t 
getroffen werden. Jedem Punkte o der Berührungssehne t gehört eine 
Involution in Bezug auf %® zu, und von einem Strahlenpaar desselben 
trift der eine Strahl Bp, in z, der andere Ba, in &, so dass %, &, 
zwei conjugirte Punkte des gesuchten Polarsystems sind. 

Die beiden Involutionen, welche demselben Punkte o auf t in 
Bezug auf beide Kegelschnitte R®) und K) zugehören, haben ein gemein- 
schaftliches Strahlenpaar, das reell ist, wenn o mindestens innerhalb 
eines der beiden Kegelschnitte liegt. Trifft von diesem Strahlenpaare 
der eine Strahl Bp und Bp, in æ und z,, der andere Br und Br, 
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in & und £, so liegt der Schnittpunkt (xx, 88) = 0 auf t, und da x$ 
und x£, zwei Paare conjugirter Punkte des gesuchten Polarsystems sind, 
so sind auch o und der Schnittpunkt (xé, Ex) = œ eonjugirte Punkte. 
Folglich werden, da T und ¢ Pol und Polare sind, auch o und To 
Pol und Polare und o und (t, To) conjugirt sein. Wir können also 
die Involution auf ? herstellen, sowie die zu ihr perspective um 7; 
und da wir ausserdem noch ein drittes bisher nicht benutztes Paar 
conjugirter Punkte p,m, zur Bestimmung des Polarsystems gegeben 
haben, so ist dasselbe nach 6) bekannt und zu construiren. 

Es bleibt uns jetzt noch die allgemeinste Aufgabe zu lösen übrig, wenn 

14) fünf beliebige Paare conjugirter Punkte zur Bestimmung des 
Polarsystems gegeben sind. Um es aus diesen Bestimmungsstücken auf 
eindeutige Weise zu construiren, wiederholen wir, sie etwas anders 
behandelnd, die Fälle 7) und 13), welche die Construction vorbereiten. 

a) Zur Bestimmung des Polarsystems sind gegeben: Zwei Punkte T 
und 7,, ihre Polaren £ und i, und ein Paar conjugirter Punkte T,, r;; 
die Polare t, von T, soll also durch r, gehen. Das Dreieck TẸ T, 
und das von den drei Polaren ?,t,,t, dieser Punkte gebildete Dreiseit 
müssen perspectiv liegen, d.h. die drei Schnittpunkte: 


(TT t), GrT,t), RT, h) 


liegen auf einer Gerade. Durch die beiden ersten Punkte ist dieselbe 
schon bestimmt; der Punkt, in welchem sie TZ, trifft, muss auf $ 
liegen, also seine Verbindungslinie mit t, die Polare t, sein. Haben 
wir sonach dreimal Pol und Polare: T,t; T,,t; Ta, t, so können 
wir zu einem beliebigen Punkte T, die Polare tł, nach demselben. Ver- 
fahren construiren, indem wir uns das Dreieck TT,T, und sein Polar- 
dreiseit, ferner TT,T, und sein Polardreiseit, endlich noch 7, 2,7, 
und sein Polardreiseit in der nothwendigen perspectiven Lage denken 
und dadurch für t, drei Punkte finden, von denen zwei schon zur Be- 
stimmung dieser Gerade hinreichen. Die Construction lässt sich also 
folgendermassen hinschreiben: 
Gegeben: T und t, T, und t, T, und r,. 
Bestimme: Ale: | 
(TTo, t) = Se, (T h) = S207 (T Ti; Sie S20) = Sors 
7950, = b, 
(Ti Tss t) = Sis, (TaT 4) = so (T Tis Sis S30) = Sors 
(To Tg, t) = Oos, (TaT , to) = Oso, (T To, O23 O30) = Op, 
(To Ta, h) = Sos, (Ta Ti, b) = Osi, (Zi To, S28 O31) = Gro; 


dann liegen die drei Punkte o,,, Go; G auf der Gerade t,, der Polae 
des Punktes T, für das oben bestimmte Polarsystem. 
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Wir denken uns jetzt von den gegebenen Stücken die Gerade t, 
um einen festen Punkt t, gedreht, so dass für jede Lage von ¢ ein 
anderes Polarsystem entsteht, und ermitteln nach der vorigen Construction 
für jedes derselben die dem Punkte T, zugehörige Polare t,; so wird 
sich zeigen, dass alsdann auch łą um einen festen Punkt 7m, sich dreht 
und ein Strahlbüschel beschreibt, welches mit dem von t, beschriebenen 
projeetiv ist. In der That, bei der Bewegung von i, um den festen 
Punkt r, bleiben die Punkte s,,, Sig; Gog fest, der Punkt s,, durchläuft 
eine gerade Punktreihe auf dem Träger T, T, ebenso Sy auf dem 
Träger TT,, die Gerade t beschreibt also ein Strahlbüschel um tə, 
welches mit dem von t, beschriebenen projectiv ist; s,, und 6,, durch- 
laufen daher auf dem Träger T,T Punktreihen, die gleichfalls mit dem 
Strahlbüschel (f,) projeetiv sind, und die Punkte o,,, 6; durchlaufen 
endlich auf den Trägern TT und T,T projective Punktreihen; diese 
beiden Punktreihen liegen aber perspectiv, weil in den Schnittpunkt T 
ihrer Träger zwei entsprechende Punkte fallen. Nehmen wir nämlich 
insbesondere an, dass die bewegliche Gerade £, durch T geht, so ge- 
langt unter dieser Annahme s,, nach T, ebenso auch Sẹ und s,,, also 
geht auch t, durch T, mithin kommen in diesem Falle auch 6,,, 63, 
und 6, nach T; es fallen daher zwei entsprechende Punkte o,, und 
Gœ nach T. Die Verbindungslinie entsprechender Punkte, d. h. die 
Gerade ft, läuft folglich durch einen festen Punkt x, und beschreibt 
ein mit (t) projectives Strahlbüschel. Fügen wir jetzt zur Bestimmung 
des Polarsystems noch die neue Bedingung hinzu, dass die Polare von 
T durch einen gegebenen Punkt t} gehe, d. h. Z} und t} conjugirte 
Punkte seien, so giebt es unter den unzählig vielen Polarsystemen 
nur ein einziges, welches den Bedingungen genügt, dass 


b) [| T und ¢ Pol und Polare, 
l T, und z,, %, und r,, T, und r, conjugirte Punkte seien; 


und wir gelangen zur Bestimmung dieses Polarsystems, indem wir den 
vorhin ermittelten Punkt m, mit r, verbinden und z,r, = t, als Polare 
von T, annehmen, so dass alsdann das Polarsystem auf die vorige 
Art durch die Bestimmungsstücke T und t, T, und t, T, und t, 
(oder auch T, und r,) construirt wird. Es bleibt nun übrig, für das 
curch die gegebenen Stücke bestimmte Polarsystem zu einem gegebenen 
Punkte T, die Polare £, zu eonstruiren, und hierzu ist es erforderlich, 
cen Punkt =, zu kennen, welchen wir so ermitteln, dass wir zwei be- 
lebige Lagen von t, durch den Punkt t, annehmen und vermöge der 
cbigen Construction die zugehörigen Lagen von t, bestimmen, deren 
gemeinschaftlicher Punkt x, sein wird. Diese Construction wird aller- 
Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 27 
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dings etwas weitläufig, aber ohne alle Schwierigkeit, und wir werden 
uns die Mühe nicht ersparen können, sie hinzuschreiben: 


Gegeben: T und t, T, und r,, T, und ta, 7, und tg; es soll zu 


T, die Polare t, construirt werden; wir ziehen durch q, zwei beliebige 
Geraden ż,', t,” und bestimmen folgende Schnittpunkte und Verbindungs- 
linien: 
(TT, t )= 5, (UT, t JF Sw) (T Ti, Sie S2% ) = Sa» 
Taso = b, 
(TiTa t )= Se, (TT 4") = So» (T Ti, S2 S20) = Sa", 
sn u; 
(Rt )= Sis , (ToT ti) = Sao, (T Tis Sis So) = Oor, 
(I, ) = Sos, (Ts Ty ta! ) = Og, (Ti Tas 899 O1) = Op), 
Ou Cis = ts, 
(Ti Tp t )= Ss, (UT t) = Sao" ? (T Tis Sis Ss) = Oo" ? 
een ak ta") = Osi", (Zi Tos S28" Gyr) = 012", 
Ooi! Oia! = ta", tg tp = Mg, te, 
(TI: )= Sos , (T To, bs ) = So , (Za T , Sag Soe ) = S30» 
Ta S30 = bzs 
(Ttt) = su (UE? ty ) = Sao » (X Ta, Ssa So ) = Oos, 
(TiTa, )= Sa , (T Ta, h ) = Ooa, (T , S Ou ) = O, 
OoOo = t4. 


Dies ist die Construction der gesuchten Geraden ?,, möglichst 
kurz ausgedrückt und mit Aufgabe vollkommener Symmetrie, indem 
von den Geraden #,',t,",t, nur je zwei zu ihrer Bestimmung erforder- 
liche Punkte ermittelt sind, der dritte, leicht angebbare, aber fort- 
gelassen ist. 

Wir denken uns jetzt diese Figur einer neuen, letzten Veränderung 
unterworfen, indem wir die Gerade ¢ um einen festen Punkt r drehen, 
und untersuchen die von dieser Bewegung abhängige Veränderung der 
Gerade ?,; es wird sich dabei zeigen, dass sie um einen festen Punkt m, 
sich dreht und ein Strahlbüschel beschreibt, welches mit dem von { 
beschriebenen projectiv ist. Hieraus wird dann folgen, dass, wenn zur voll- 
ständigen Bestimmung des Polarsystems noch die neue Bedingung hinzu- 
tritt: #, solle durch einen gegebenen Punkt t, gehen, das Polarsystem, 
wie oben angegeben, durch fünf Paare eonjugirter Punkte: T und r, 
T, und ti, Ty und ta, Ty und r,, T, und r, völlig bestimmt ist und 
in eindeutiger Weise hergestellt werden kann. Das Verfolgen der Be- 
wegung von £, in der zuletzt ausgeführten Construction ist ohne 
Schwierigkeit, wenn auch etwas umständlich. Aus dem obigen Schema 
erkennen wir zunächst, dass Sjo, S und Sp gerade Punktreihen durch- 
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laufen, welche mit dem von der Gerade ? beschriebenen Strahlbüschel 
perspectiv sind; die Punkte 5,,', S20, S303 Sgo » Sag und Sag” bleiben fest; 
daher werden Sp, So” projective Punktreihen auf TT,, also t,' und t" 
projective Strahlbüschel beschreiben, die mit dem Strahlbüschel (t) 
projectiv sind. Hiernach durchlaufen auch 6,’ und 6,’ projective 
Punktreihen auf den Trägern TT, und T,T,; in den Schnittpunkt 
I, dieser Träger fallen aber zwei entsprechende Punkte hinein; denn 
sobald der Strahl ¢ durch F, geht, fallen Sis, Sis, Sor, Oz1, Oo! und 6,5 
ebenfalls in T, hinein; die Verbindungslinie o,,'6,' oder t läuft 
also durch einen festen Punkt =,’ und in gleicher Weise die Gerade 
t" durch einen festen Punkt z,', und beide beschreiben Strahl- 
büschel, welche mit dem ursprünglichen Strahlbüschel (t), also auch 
unter einander projectiv sind. Es zeigt sich aber noch weiter, dass | 
dieselben perspectiv liegen; denn sobald insbesondere ¢ durch T, geht, 
fallen, wie wir gesehen haben, t,' und f," zusammen in die Gerade t, Ñ}; 
t, und t," müssen auch durch T, gehen. Ausserdem können wir von 
der Gerade t,' noch einen dritten Punkt o,' bestimmen, nämlich: 
(% Tg» t) A 0,5, (TT, t") cr Oso, (T Sas Ozz Ozo ) Ta Oo, 
und von der Gerade t," den Punkt 6y": 
(Ta Ta, t) = Oas, (TaT, bo") = 0, (TR, 0 Oso ) = Op. 

Weil nun in dem Falle, dass durch Ẹ, geht, die Geraden t' 
und t,'" zusammenfallen, so werden die Punkte o,, und 6,” offenbar 
auch zusammenfallen und hiernach auch o,' und 6"; da die Geraden 
t,,t,' in dem genannten Falle schon den Punkt T, gemein haben und 
ausserdem noch den Punkt og, welchen wir so erhalten: 

(To Tas TTL) = 0%, (TaT, Ta T1) = 0%, (TIo, 095050) = O02, 
so fallen sie ganz zusammen, und es liegen daher die beiden Strahl- 
büschel (t) und (t;'") perspectiv, weil zwei entsprechende Strahlen 
suf einander fallen; die Punkte m, und x," müssen daher in gerader 
Linie liegen mit T,, und das Erzeugniss der beiden von t,' und t” 
beschriebenen Strahlbüschel, d. h. der Ort des Punktes m, ist eine 
gerade Punktreihe, welche mit dem Strahlbüchel (t) projectiv ist. 
Da hiernach t, = r,7, ein mit (t) projeetives Strahlbüschel beschreibt, 
so durchlaufen s,, und Sẹ projective Punktreihen auf den Trägern F, Z, 
und TT,; die Verbindungslinie s,,s,; umhüllt daher einen Kegel- 
schnitt, welcher diese Geraden berührt. Er berührt gleichzeitig TT,; 
tenn sobald ¢ durch T, geht, muss t, durch 7 gehen; dies folgt so- 
vohl aus der Grundeigenschaft des Polarsystems, als auch aus dem 
ebigen Constructionsschema, weil in dem Falle, dass durch T, geht, 
de Punkte o,,' und 6p” nach T gelangen, also zwei entsprechende t,' 
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und f,' sich in T treffen, m, nach T gelangt und t, durch T geht. 
Der Kegelschnitt, welchen die Verbindungslinie 3359 umhüllt, ist 
also dem Dreieck T, Z, T eingeschrieben, und die Tangente T,T wird 
von der veränderlichen Tangente s,,s, in einem Punkte s,, getroffen, 
welcher eine gerade Punktreihe durchläuft, die mit der von s,, oder 
Sẹ Aurchlaufenen Punktreihe projeetiv ist (Nr. 63). Hieraus folgt, 
dass auch t, ein mit (£) projectives Strahlbüschel beschreibt. Endlich 
ergiebt sich in gleicher Weise, dass są, und s,, und auch Gog, S42; Oow 
und o, projective Punktreihen durchlaufen; die beiden von 6p, und 6, 
auf den Trägern TT, und TT, durchlaufenen Punktreihen liegen aber 
perspectiv, weil in den Schnittpunkt T der Träger zwei entsprechende 
Punkte fallen; denn sobald ¢ durch T, geht, gelangen sowohl o,, als 
auch 6, nach T, fallen also in diesem Punkte zusammen; hieraus 
schliessen wir, dass die Verbindungslinie 6,,6g5 = t, durch einen festen 
Punkt =, läuft und ein Strahlbüschel beschreibt, welches mit dem 
von ? beschriebenen projeetiv ist. Dieses Resultat lässt sich als Satz 
so aussprechen: 

Es giebt unendlich viele Polarsysteme von der Beschaffenheit, dass 
viermal zwei gegebene Punkte T und t, T, und ti, To und Tto, Ta und 
t, conjugirte Punkte sind. Wenn man zu irgend einem festen Punkte 
T, für jedes von ihmen die Polare t, construirt, so laufen diese sämmt- 
lichen Geraden t, durch einen festen Punkt x, und bilden ein Strahl- 
büschel; irgend zwei solcher Strahlbüschel sind allemal projectiv und ent- 
sprechende Strahlen derselben Polaren der beiden T, in Bezug auf dasselbe 
Polarsystem. Eine solche Reihe von Polarsystemen besitzt also dieselbe 
Eigenschaft, wie ein Kegelschnittbüschel mit vier Grundpunkten (Nr. 221), 
und in der That bilden ihre Kern-Kegelschnitte ein solches Büschel 
(vergl. Nr. 333). Fügen wir nun noch die fünfte Bedingung hinzu, 
dass die Polare des gegebenen Punktes T, durch einen gegebenen 
Punkt r, gehen soll, so giebt es nur ein einziges Polarsystem, welches 
diesen fünf Bedingungen gleichzeitig genügt, dass 

co) T und r, T und r,, Ta und To, T, und ty, Ti und ti 
fünf Paare conjugirter Punkte seien. 

Zu der Construction dieses Polarsystems ermitteln wir den Punkt z,, 
indem wir die vorhin angegebene Construction zweimal ausführen für 
zwei beliebige durch den Punkt r gezogene Geraden f',t", zwei be- 
sondere Lagen von t; wir erhalten dadurch zwei Geraden i,', t,", welche 
sich in dem gesuchten Punkte =, schneiden; die Verbindungslinie 
7,2, = t, ist dann die Polare des Punktes T, in dem zu bestimmenden 
Polarsystem, und indem wir die vorige Construction noch einmal an- 
wenden unter Annahme der Bestimmungsstücke: T, und t, Ta und Ty 
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T, und ta, T, und r, (oder T und r), sind wir im Stande, zu jedem 
!beliebigen Punkte T, die Polare t, in dem Polarsystem zu construiren, 
also das ganze Polarsystem herzustellen. Die Ausführung dieser Con- 
struction wird zwar sehr weitläufig, ist aber ohne theoretische Schwierig- 
keit, und wir glauben sie übergehen zu dürfen, weil der Verlauf der- 
selben aus dem oben angegebenen, dreimal zu wiederholenden Con- 
structionsschema sich ergiebt. 


S$ 59. Durchmesser und Mittelpunkt, die Involution der conjugirten 
Durehmesser und die Axen des Polarsystems. 


Wir haben schon in Nr. 299 den Pol der unendlich entfernten 
Gerade Ge in einem Polarsystem Z als den Mittelpunkt M desselben 
bezeichnet. Er ist in den Involutionen aller durch ihn gehenden Ge- 
raden je dem unendlich fernen Punkte conjugirt, also der Mittelpunkt. 

Ein beliebiger Punkt M ist nur auf einer durch ihn gehenden 
Gerade t der Mittelpunkt der zugehörigen Involution, nämlich auf der 
Gerade, die durch ihn parallel zu seiner Polare geht. Ist er es auf 
zweien, so verbindet seine Polare deren unendlich ferne Punkte und 
ist deshalb die Ga. 

Auf einer Gerade t sei M der Mittelpunkt der Involution, die 
Polare m von M ist dann parallel zu t; in der zu M gehörigen Invo- 
lution sei £, der £ eonjugirt; sie enthält den Pol von t und dieser ist 
tm. Er ist zum gemeinsamen unendlich fernen Punkt von ¢ und m 
conjugirt, daher Mittelpunkt der Involution auf m. Ebenso ist M 
diesem unendlich fernen Punkt conjugirt; daher ist #4 die Polare des- 
selben; der Mittelpunkt M der Involution auf £, ist somit auch diesem 
unendlich fernen Punkte conjugirt, d. h. auch Mittelpunkt der Invo- 
lution auf der Gerade, die durch M parallel zu £ und m geht, also 
Mittelpunkt des Polarsystems. 

Ferner sollen sämmtliche Geraden, welche durch den Mittel- 
punkt M gehen, Durchmesser des Polarsystems, die conjugirten Strahlen 
der dem Punkte M im Polarsystem zugehörigen. Involution conjugirte 
Durchmesser und die Axen dieser Involution die Axen des Polarsystems 
genannt werden. 

Für jeden von zwei conjugirten Durchmessern des Polarsystems 
ist der unendlich ferne Punkt des andern der Pol, und er enthält die 
Mittelpunkte der Involutionen auf allen Geraden, welche zu dem andern 
parallel sind. 

Wenn man also in einer beliebigen Richtung zwei oder mehrere 
porallele Geraden in der Ebene eines Polarsystems zieht, so liegen die 
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Mittelpunkte der ihnen zugehörigen Involutionen auf einem Durchmesser 
des Polarsystems; verändert man die angenommene Richtung, so laufen 
alle Durchmesser durch einen festen Punkt, den Mittelpunkt des Polar- 
systems, und je zwei Durchmesser, von denen einer der angenommenen 
Richtung parallel ist, der andere die Mittelpunkte der Involutionen aller 
Geraden von dieser Richtung enthält, sind conjugirte Strahlen einer In- 
volution oder conjugirte Durchmesser, indem auch umgekehrt die dem 
letzteren parallelen Geraden ihre Mittelpunkte auf dem ersteren haben. 

Fällt der Mittelpunkt M eines Polarsystems selbst ins Unendliche, 
so liegt er auf seiner Polare und ist also ein Punkt des Kerns; das 
Polarsystem ist daher hyperbolisch und der Kern-Kegelschnitt offenbar 
eine Parabel. 

Liegt dagegen der Mittelpunkt M des Polarsystems nicht im Un- 
endlichen, so ist die ihm zugehörige Involution entweder hyperbolisch 
oder elliptisch; ist sie hyperbolisch, so fallen in jeden der beiden 
Doppelstrahlen zwei conjugirte Strahlen zusammen, und da der un- 
endlich entfernte Punkt des einen Strahls der Pol des andern ist, so 
liegt der unendlich entfernte Punkt eines Doppelstrahls zugleich auf 
seiner Polare, ist daher ein Punkt des Kerns; das Polarsystem ist also 
hyperbolisch und der Kern-Kegelschnitt eine Hyperbel. Ist die Invo- 
lution des Mittelpunkts M dagegen elliptisch, so können zwei Fälle 
eintreten: Entweder ist das Polarsystem hyperbolisch und der Kern- 
Kegelschnitt eine Ellipse, oder jenes ist elliptisch und dieser imaginär. 
Der erste Fall tritt ein, sobald die auf irgend einem Durchmesser be- 
findliche Involution des Polarsystems hyperbolisch, der letzte Fall, 
sobald sie elliptisch ist; alsdann sind auch die Involutionen sämmt- 
licher Durchmesser im ersten Fall hyperbolisch, im letzten elliptisch. 

Wir bemerken noch, dass die einem beliebigen Punkte T zugehörige 
Involution immer ein Paar conjugirter Strahlen besitzt, welche einem 
Paar conjugirter Durchmesser parallel laufen, und dass sogar der eine 
jener Strahlen mit dem einen dieser Durchmesser zusammenfällt; denn 
ziehen wir TM, so läuft der conjugirte Durchmesser parallel mit 
dem zu TM conjugirten Strahle der Involution (T). Hieraus folgt, 
dass in allen Involutionen, deren Grundpunkte auf einem und dem- 
selben Durchmesser liegen, die dem Durchmesser conjugirten Strahlen 
eine feste Riehtung haben, nämlich die des conjugirten Durch- 
messers. 

Die Involutionen auf zwei conjugirten Durchmessern sind nach 
Nr. 303 1) zur Bestimmung des Polarsystems ausreichend; stellen wir 
uns dann die Aufgabe, die Axen mit den auf ihnen befindlichen Invo- 
lutionen zu construiren. Durch den Mittelpunkt und den unendlich 
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entfernten Punkt ist auf jedem Durchmesser bereits ein Paar con- 
jugirter Punkte gegeben; durch ein zweites Paar wird also die Invo- 
lution vollständig bestimmt. Seien (Fig. 91) A und ® die sich in M 
schneidenden gegebenen conjugirten Durchmesser, auf dem ersteren die 
eonjugirten Punkte a und «æ, auf dem letzteren b und ß gegeben. 
Setzen wir den Fall eines elliptischen Polarsystems voraus, weil wir 


Fig. 91. 


mit diesem früher beim Polarsystem eines reellen Kegelsehnitts nichts 
zu thun gehabt haben; dann müssen a und « und ebenso b und ß 
auf entgegengesetzten Seiten von M liegen; das Product Ma.Mea ist 
die Potenz der auf dem Durchmesser XA befindlichen Involution und 
ist eine negative Grösse, weil Ma und M« entgegengesetzte Richtung 
haben (der Gang der Untersuchung bleibt übrigens im Wesentlichen 
ungeändert für jede andere Annahme über die Lage der Punkte a, æ; b, ß). 
Wir bezeichnen diese Potenz des auf dem Durchmesser W befindlichen 
Punktsystems durch 

Pa =Ma Mg 
und ebenso die auf ® durch 

Pa = Mb. MP. 


Wäre z. B. die Involution auf A hyperbolisch, so würde die 
Potenz Py positiv und gleich dem Quadrate des Halbmessers des 
Kern-Kegelschnitts auf dem Durchmesser X sein. 

Um die Axen des Polarsystems zu finden, müssen wir die dem 
Mittelpunkte M zugehörige Involution, von der wir bis jetzt nur ein 
Paar conjugirter Strahlen haben, vollständig kennen und ihre Axen 
ermitteln, welche die gesuchten Axen sind. Die Polare des Punktes a 
ist nun die durch « zu ® gezogene Parallele und die Polare von b die 
durch 8 zu A gezogene Parallele, der Schnittpunkt s dieser beiden 
Parallelen also der Pol von ab; der unendlich entfernte Punkt von ab 
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hat zu seiner Polare offenbar Ms = W. Ziehen wir also durch M die 
Parallele ®' zu ab, so sind W und ®’ conjugirte Durchmesser und bilden 
ein zweites Paar conjugirter Strahlen der Involution (M), und diese 
ist hierdurch vollständig bestimmt. Wir können noch ein drittes 
Paar conjugirter Durchmesser erhalten, indem wir durch a und b die 
Parallelen zu X und X ziehen, die sich in ø treffen, dann bilden 
Mo = X" und die durch M zu «ß gezogene Parallele 9” dies dritte 
Paar conjugirter Durchmesser. 


Um die Axen der Involution (M) zu finden, schneiden wir sie 
durch die Gerade, welche durch a parallel zu B gezogen ist; auf dieser 
Transversale wird durch (M) eine Involution ausgeschnitten, deren 
Mittelpunkt offenbar a ist. Die Kreise, welche über den Strecken 
zwischen je zwei conjugirten Punkten dieser Involution als Durch- 
messern beschrieben werden können, bilden ein Kreisbüschel. Der 
Kreis dieses Büschels, der durch M geht, schneidet die Transversale 
in den conjugirten Punkten der Involution, nach denen die gesuchten 
Axen a und b gehen. 


Es bleibt jetzt übrig, nachdem die Axen des Polarsystems ge- 
funden sind, die auf ihnen befindlichen Involutionen zu ermitteln. 
Dies kann auf folgende Art geschehen: Es seien x, & die Schnitte der 

Transversale mit den Axen 


un en (Fig. 92); die Polare des 

\ / Punktes x muss parallel laufen 

\ £ zu M&, also senkrecht stehen 

Ne’ ARE a Are uf Mz, ferner muss sie durch 

pY N / 97° den Punkt œ gehen, weil x 

N ve SOSTE Has A TE E auf der Polare von « liegt, 
Po of nämlich auf der durch a parallel 

Mm NER zu ®B gezogenen Gerade; folg- 
2 / Fr lich ist das aus « auf Ma ge- 
Já \ fällte Perpendikel die Polare 

are von x und trifft Mæ in dem 


Punkte x’, welcher der con- 
jugirte von v ist für die auf der a-Axe befindliche Involution. Ebenso 
trifft das aus « auf die b-Axe herabgelassene Perpendikel dieselbe in €', 
‚ dem conjugirten Punkte zu ë in der der b-Axe zugehörigen Invo- 
lution. Da wir ausserdem den Mittelpunkt M für diese beiden Invo- 
lutionen kennen, so ist uns ihre Potenz: 


Mz. Mi =P; wid ME MESR 
bekannt. 
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Wenn zwei conjugirte Durchmesser A, B und die Potenzen Py, Py 310 
der Involutionen conjugirter Punkte auf ihnen gegeben sind, so kann man 
die Potenz Pg der Involution auf einem beliebigen dritten Durchmesser È 
durch sie ausdrücken. -Durch einen Punkt c von © (Fig. 93) ziehen 
wir die Parallelen zu W, XN, welche bezw. M, B in a,b schneiden; 
diesen seien «,ß in den gegebenen Involutionen conjugirt, so dass 


Fig. 93. 


Ne a | 
BT hi 
Pin: 


Ma.Ma=Py, Mb.Mß= Py. Jene beiden Parallelen sind die 
Polaren von «,ß, also «ß die von c und ihr Schnitt y mit & zu c 
conjugirt; Pg = Mt. My. Wir führen noch den zu & conjugirten 
Durchmesser D ein, die Parallele zu «ß durch M; D sei sein Schnitt 
mit ca, und e der von «ß mit ca. Ersichtlich ist 


de (da, ac 
pe (bete) mli 


ersetzt man jedes der drei Verhältnisse durch ein (auch dem Vor- 
zeichen nach) gleiches, so hat man: 
My pA + A a 


Mc \M« MG 
Nun ist: 
My.Ma Me.My, N Ps sin? (8, ©, 
Mc.M« Ma.Ma (T. — Pa sint, 9) 
My.Mb Pe sin?(QW, &) 
Mc. MÈ Pa sin!A,B 
Also ist: 


I sin? (8, C) | sin? (A, C) _ sin? (A, 8) 
’ 1 ET - TR eg 

Addirt man dazu die für den zu & senkrechten Durchmesser & 
geltende Beziehung, so ergiebt sich: 


p 1 i 1 1 
Pet Pe mE (5 +a) = onst. =t 
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Also ist die Summe der reciproken Potenzen der Imvolutionen auf 
zwei rechtwinkligen Durchmessern constant. 
Wenn wieder D der zu © conjugirte Durchmesser ist, so hat man: 


sin? (H, C) — sin? (A, ©) sin? (A, H) sin? (D, 2% sin? (C, UA) sin? (C, D) 
u e EE ARS Te ER WELL ER N 


Pa 2 Pa Ps Ps Pa Ht 
sin? (W, D) fa sin? (A, D) _ sin? (A, B) sin? (D, 9) ie sin? (C, B) sin? (C, D) 
Py a e: Pe s a Br. ER 
Multiplieirt man die rechten Gleichungen bezw. mit 
rE 1 
Pe’ Pa 


und addirt, so ergiebt sich, wegen der linken: 
U. Py. Pa sin? (X, B) = Pe. Po sin? (C, D) = const. = P, . P;. 
Das Product aus den Potenzen der auf conjugirten Durchmessern 
eines Polarsystems befindlichen Involutionen und dem Quadrate des Sinus 
des Winkels der Durchmesser ist constant. 
Vermittelst dieser Beziehung verwandeln sich die linken der vier 
obigen Relationen in: 
Py sin? (A, ©) + Pa sin? (B, €) = Pa sin? (C, D), 
Pa sin? (A, D) + Pa sin? (B, D) = Pe sin? (C, D). 
Nehmen wir hierin für €, D die Axen a,b, so ergiebt sich durch 
Addition: 
II. Pa + Ps = P, + P, = const. 


Die Summe der Potenzen der Involutionen auf zwei conjugirten Durch- 
messern ist constant. 

Sind A, Y zwei conjugirte Durchmesser, W, W zwei andere und C 
ein beliebiger Durchmesser, so ist: 

Py sin? (A, €) + Pa sin? (H, €) = Py sin? (W, ©) + Py sin? (B’, &)— const. 
denn beide Summen sind gleich Py sin? (€, D), wo D zu © conjugirt ist. 

Die Relationen II und III sind die Verallgemeinerungen der be- 
kannten Eigenschaften conjugirter Durchmesser eines reellen Kegel- 
schnitts; an Stelle des Halbmesser-Quadrats ist der allgemeinere Begrif 
der Potenz der Involution conjugirter Punkte auf dem Durchmesser 
getreten. 

In Bezug auf das Vorzeichen von Pa und Py verhalten sich alle 
Paare eonjugirter Durchmesser gleichartig. Entweder sind durchweg 
beide negativ (elliptisches Polarsystem, imaginäre Ellipse) oder beide 
positiv (hyperbolisches Polarsystem mit einer [reellen] Ellipse als Kern 
oder die eine Potenz ist positiv, die andere negativ (hyperbolisches 
Polarsystem mit einer Hyperbel als Kern). 
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Wenn die Involutionen, welche nach Nr. 292 auf zwei Geraden 
b,c zur Herstellung eines Polarsystems IT gelegt sind, den Schnitt- 
punkt A zum gemeinsamen Mittelpunkt haben, so dass €, B im Un- 
endlichen liegen, so wird dieser Punkt A der Mittelpunkt M des 
Polarsystems. Wir stellen ein zweites Polarsystem I!’ her, indem wir 
auf dieselben Geraden Involutionen legen, welche ebenfalls diesen 
Punkt X = M zum Mittelpunkt haben, deren Potenzen aber entgegen- 
gesetzt gleich sind denen des vorigen. Sind dann wieder p, c die 
Schnitte einer beliebigen Gerade s mit b,c, so liegen die ihnen in dem 
einen Falle eonjugirten Punkte b,,c, symmetrisch in Bezug auf M zu 
den im andern Falle eonjugirten b,', c,'; folglich liegen auch die beiden 
Pole &, © von s, in diesem Falle die vierten Ecken der Parallelo- 
gramme b Mc,,b,' Mc,', symmetrisch in Bezug auf M. 

Die Pole derselben Gerade in beiden Polarsystemen liegen symmetrisch 
in Dezug auf den gemeinsamen Mittelpunkt, infolge dessen auch die Po- 
laren desselben Punktes. 

Jeder unendlich ferne Punkt hat daher denselben polaren Durch- 
messer in beiden Polarsystemen, oder beide Polarsysteme haben dieselbe 
Durchmesserinvolution. 

Indem wir einen Durchmesser mit den beiden Polaren eines 
seiner Punkte schneiden, erkennen wir, dass auf jedem Durchmesser die 
beiden Potenzen der Involutionen conjugirter Punkte oder die Halbmesser- 
quadrate entgegengesetzt gleich sind. 

Sind die Involutionen auf b,c für J ungleichartig, so sind sie es 
auch für IT’, und die Kerneurven sind conjugirte Hyperbeln. Sind jene 
hyperbolisch und die Kernceurve von JI eine (reelle) Ellipse, so sind 
diese elliptisch und die Kerncurve eine imaginäre Ellipse, die man 
auch conjugirt zur ersteren nennt, 

Combinirt man jede von den beiden Involutionen auf b mit ent- 
gegengesetzt gleichen Potenzen mit jeder der beiden auf c, so ergeben 
sich vier harmonisch zugeordnete Polarsysteme (Nr. 299), deren Kern- 
curven zwei conjugirte Hyperbeln und zwei conjugirte Ellipsen sind. 


$ 60. Die Brennpunkte des Polarsystems. 


Wir haben auch hier wiederum solche Punkte aufzusuchen, deren zu- 
gehörige Involutionen in einem Polarsystem J rechtwinklig sind.* Eine 


* Die folgende Untersuchung unterscheidet sich noch weniger als die voran- 
gehende von der analogen früheren: Punkte, Tangenten und Normalen des Kerns 
lassen wir unberücksichtigt. Für den Anfünger ist wohl aber doch diese den 
Kegelschnitt nicht voraussetzende Wiederholung nicht überflüssig. 


www.rcin.org.pl 


311 


4928 Die Brennpunkte des Polarsystems. 


Involution ist rechtwinklig, wenn sie zwei Paare rechtwinkliger con- 
jugirter Strahlen besitzt. Wenn es überhaupt Punkte giebt, deren zu- 
gehörige Involutionen rechtwinklig sind, so müssen sie auf den Axen 
von HM liegen. Denn ist B ein beliebiger nicht auf einer Axe befind- 
licher Punkt und M der Mittelpunkt von II, so gehört dem Durch- 
messer PM ein conjugirter Durchmesser zu, welcher nicht senkrecht 
auf ihm steht; ziehen wir durch B die Parallele zu letzterem, so haben 
wir den conjugirten Strahl zu BM in der Involution (B) und damit 
zwei conjugirte Strahlen derselben, welche nicht rechtwinklig zu ein- 
ander sind; die Involution (B) ist also nicht rechtwinklig. 

Hiervon macht allerdings der Fall eine Ausnahme, dass die dem 
Punkte M zugehörige Involution selbst rechtwinklig ist. In diesem 
Falle ist es indessen leicht einzusehen, dass das so construirte Paar 
das einzige Paar rechtwinkliger conjugirter Strahlen der Involution (B) 
ist; denn ziehen wir durch B einen beliebigen zweiten Strahl, so wird 
dessen Pol auf der aus M auf ihn herabgelassenen Senkrechten liegen 
und im allgemeinen nicht im Unendlichen; verbinden wir ihn mit B, 
so haben wir wieder ein Paar conjugirter Strahlen von (B), die nicht 
zu einander rechtwinklig sind, und die Involution (B) ist also nicht 
rechtwinklig. 

Wir haben demnach die Punkte von der verlangten Eigenschaft 
nur auf den Axen von II zu suchen; wir nehmen einen beliebigen 
Punkt x auf einer Axe (Fig. 94), ermitteln seine Polare X, welche in 
u senkrecht auf dieser Axe steht; dann sind uM und X die Axen 
der dem Punkte « zugehörigen In- 
volution, ebenso xM und die Senk- 
rechte in æ die Axen der dem Punkte 
x zugehörigen. Andere Paare con- 
jugirter Strahlen der letzteren finden 
wir dadurch, dass wir die Involution 
auf X ermitteln, welche mit der um 
x perspectiv liegt. Ziehen wir durch 
x einen beliebigen Strahl Y, welcher 
in 2 die Polare X trifft, und be- 
stimmen den Pol y von Y, welcher 
auf X liegen muss, so ist zy = Z 
die Polare von z; y und z sind zwei 
conjugirte Punkte der dem Polar- 
system zugehörigen Involution auf X, und Z und Y sind conjugirte 
Strahlen der dem Punkte x zugehörigen. Die beiden Strahlen Y und 
Z werden aber im allgemeinen nicht rechtwinklig auf einander stehen, 
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und die Involution (x) wird nicht rechtwinklig sein. Verändern wir 
indessen den Punkt x auf der Axe, so kann es sich ereignen, dass 
(dies Senkrechtstehen eintritt, und ein solcher Punkt x, für welchen 
(dies der Fall ist, muss die gewünschte Eigenschaft besitzen. Bei der 
Bewegung von x können wir noch die Richtung der durch ihn gehenden 
Geraden Y ganz willkürlich annehmen; es wird aber für die Be- 
trachtung zweckmässig sein, ihre Richtung beizubehalten, also Y 
parallel mit sich zu verschieben; die Allgemeinheit der Betrachtung 
wird dadurch nicht beeinträchtigt. In der Involution auf X, in welcher 
y und z conjugirt sind, ist offenbar w der Mittelpunkt, und wegen 
der Eigenschaft der constanten Potenz einer Involution haben wir: 


uy . uz = const. 


In dem Dreieck xyz ist xu eine Höhe, die beiden andern Höhen 
yy und 22’ schneiden sich daher in einem Punkte & der ersteren, d.h. 
der in Betracht gezogenen Axe des Polarsystems. Aehnliche Dreiecke 
geben ferner: uy . uz = ux . u = const. 

Wenn wir also den Punkt x festhalten und das Paar conjugirter 
Punkte y,# auf seiner Polare X die Involution durchlaufen lassen, so 
bleibt der Höhenpunkt ë des Polardreiecks xyz derselbe feste Punkt. 

Die Fusspunkte y' und z’ der aus y und z auf die Seiten dieses 
Dreiecks gefällten Perpendikel besitzen die Eigenschaft, dass y'y und 
yz, ebenso 2'y und z'z je zwei eonjugirte Strahlen des Polarsystems 
und, da sie auf einander senkrecht stehen, die Axen der den Punkten 
y und 2’ zugehörigen Involutionen sind. Bei der Veränderung von y 
und 2 beschreiben nun y' und z’ den Kreis, dessen Durchmesser «& 
ist. Für jeden Punkt dieses Kreises sind die Verbindungslinien mit 
x und & die Axen der ihm zugehörigen Involution. 

Um die Veränderung zu verfolgen, welche mit der Bewegung des 
Punktes # eintritt, müssen wir ermitteln, wie der Punkt & mit æ sich 
verändert. Mit x verändert sich zunächst X, indem es sich beständig 
parallel bleibt und Mg . Mu = const. ist; weil die durch x gezogene 
Gerade Y ihre Richtung behält, so bewegt sich der Pol y auf dem zu 
dieser Richtung conjugirten Durchmesser My; das Perpendikel yy' 
bleibt sich parallel, und es bleiben daher die Verhältnisse ir und er 

Tu 


und daher auch I constant. Dies giebt: 
Mx. ME = const.; 


und hieraus schliessen wir, dass die Punkte x und & conjugirte Punkte 
einer bestimmten neuen auf der Axe befindlichen Involution sind, 
welche denselben Mittelpunkt M hat wie die der conjugirten Punkte 
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auf der betrachteten Axe. Die neue Involution wollen wir, wie früher, 
die Focalinvolution der Axe nennen. 

Soll die dem Punkte x zugehörige Involution rechtwinklig sein, 
so muss auch das Polardreieck xyz bei x rechtwinklig sein, d.h. der 
Höhenpunkt & dieses Dreiecks muss mit der Ecke x zusammenfallen, 
und umgekehrt, nur dann, wenn es geschieht, sind Y und Z recht- 
winklig zu einander. Es kommt also darauf an, die Doppelpunkte der 
Focalinvolution zu finden. Es giebt mithin auf jeder Axe des Polar- 
systems höchstens zwei Punkte von solcher Beschaffenheit, dass die 
ihnen zugehörigen Involutionen rechtwinklig sind. Die über den 
Strecken æg der Focalinvolution als Durchmessern beschriebenen Kreise 
bilden ein Kreisbüschel und zwar mit einer eigentlichen gemeinschaft- 
lichen Secante, wenn die Involution (x, 8) elliptisch ist, mit einer 
ideellen, wenn sie hyperbolisch ist, indem die beiden Doppelpunkte 
die Grenzpunkte (Null-Kreise) des Kreisbüschels sind. Immer giebt 
es durch einen Punkt BP nur einen einzigen, stets reellen Kreis, welcher 
dem Büschel angehört. Wir haben oben, gesehen, dass für jeden 
Punkt B eines solchen Kreises, welcher über einem æë als Durchmesser 
beschrieben ist, die Verbindungslinien mit x und & die Axen der ihm zu- 
gehörigen Involution sind. Da aber jedem Punkte B für MI nur eine Invo- 
lution zugehört und auch durch jeden Punkt B nur ein bestimmter Kreis 
des Kreisbüschels hindurchgeht, so können wir umgekehrt schliessen: 

Die Axen der Involution, welche in einem Polarsystem TI irgend 
einem Punkte zugeordnet ist, treffen jede der Axen von TI in einem 
Punktepaar einer festen Involution, der Focalinvolution dieser Axe. 

Hierdurch wird die Focalinvolution (=, &) auf eine zweite, sehr 
einfache Weise bestimmt und zwar für jede der Axen des Polarsystems 
in gleichartiger Weise, denn die sine 
der Betrachtung zu Grunde gelegte 
A Axe hat vor der andern nichts voraus, 
3 und durch einen bestimmten Punkt P 
Nm giebt es nur ein einziges Paar Axen 
Ma e derjenigen Involution, welche dem 
RR Punkte B im Polarsystem zugehört. 
O Larry. ae ET Schneiden also die Axen der dem 
| beliebigen Punkte B zugehörigen In- 

volution in x und & die eine, n y 

E und y die andere Axe des Polar- 

systems, so bestimmen z, & und der 

Mittelpunkt M die eine, y, y und der Mittelpunkt M die andere Focal- 
involution auf den Axen von Z; und es ist jetzt leicht ersichtlich, 


Fig. 95. 
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dass von diesen beiden Involutionen die eine hyperbolisch und die 
andere elliptisch sein muss; denn sobald x und & auf derselben Seite 
von M gelegen sind, müssen y und y auf entgegengesetzten Seiten 
von M liegen und umgekehrt (Fig. 95). Die vier Punkte x, £, y, 
liegen nämlich so, dass jeder von ihnen der Höhenpunkt des von den 
drei andern gebildeten Dreiecks ist, und es findet demzufolge die Be- 


dingung statt: Mx. Mg + My. M=0; 


die beiden Producte, die Potenzen der Focalinvolutionen, sind also ent- 
gegengesetzt gleich. 

Von den beiden Focalinvolutionen ist also die eine hyperbolisch, die 
andere elliptisch. Die Doppelpunkte der ersteren, F und F,, sind die 
einzigen reellen Punkte in der Ebene von IT, für welche die zugehörige 
Involution rechtwinklig ist; sie heissen die Brennpunkte des Polarsystems. 

Auf der andern Axe haben wir zwei imaginäre Brennpunkte. Die 
unendlich ferne Gerade Ge wird ja auch von den Axen der den ver- 
schiedenen Punkten zugehörigen Involutionen in den Punktepaaren einer 
festen Involution J» geschnitten, und wir können die imaginären Doppel- 
punkte dieser Involution, die absoluten Punkte, als ein drittes — 
festes — Brennpunktepaar eines jeden Polarsystems ansehen. 


Es bleibt noch übrig, den gemeinsamen absoluten Werth der 
beiden entgegengesetzt gleichen Potenzen der Focalinvolutionen zu be- 
stimmen oder den Abstand jedes der Brennpunkte F, F, von dem 
Mittelpunkte M, von dem er das Quadrat ist; er ist leicht durch die 
Potenzen P, und P, derjenigen beiden Involutionen auszudrücken, welche 
den Axen a,b des Polarsystems zugehören. Nehmen wir von den beiden 
Axen der dem Punkte B zugehörigen Involution die eine, welche in æ 
und y die Axen a,b von Il treffen möge, so wird ihr Pol P auf der 
andern liegen müssen (Fig. 95), welche in & und y die Axen a, b trifft. 
Die Polare von x muss nun durch P gehen und senkrecht stehen auf 
Mx; wenn also das aus P auf Mx herabgelassene Perpendikel diese 
Gerade in «’ trifft, so ist Ms. Mx'— P, und ebenso My. My = P, 
wo y' der Fusspunkt des Lothes aus P auf My, der Polare von y, ist. 


Ersichtlich ist: Mn_yYyn_yn_Mn—My 
BE JE. Ba; 2 Mei 


und setzen wir dies Verhältniss in die oben gefundene Relation: 
Mx. Mg + My. Mn =0 
Mn Mx 


Ms My 


oder 


ein, so folgt: 
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My.My — Mx.Mx = — Mx. Mg = My. Mny 
Mx.Mt=P-P, 
My M= PAP. 


Auf jeder der beiden Axen von II ist die Potenz der Focalinvolution 
gleich der Potenz der Involution conjugirter Punkte auf ihr vermindert 
um die Potenz der Involution conjugirter Punkte auf der andern Axe. 

Ist P,> P,, so ist YP,— P, die Entfernung der beiden reellen 
Brennpunkte vom Mittelpunkte. 

Für die Ellipse und die conjugirte imaginäre Curve findet sich 
derselbe Satz über die Brennpunkte, der in Nr. 139 für zwei conjugirte 
Hyperbeln ausgesprochen wurde. 

Es ist vorhin erwähnt worden, dass die Kreise, welche über den 
Strecken xé zwischen je zwei conjugirten Punkten einer Focalinvolution 
als Durchmessern beschrieben werden, ein Kreisbüschel bilden, dessen 
Grenzpunkte (Nullkreise) die Brennpunkte des Polarsystems sind. Wir 
erhalten hiernach für die beiden Axen a,b zwei Kreisbüschel, von 
denen eins zur ideellen, das andere zur eigentlichen gemeinschaftlichen 
Secante die eine und die andere Axe des Polarsystems und zur Centrale 
die jedesmalige zweite Axe hat; da die Potenz des Punktes M in Bezug 
auf die Kreise des einen Büschels gleich aber entgegengesetzt der 
Potenz desselben Punktes in Bezug auf die Kreise des andern Büschels 
ist, so schneidet jeder Kreis des einen jeden des andern Büschels recht- 
winklig, und die Kreise über z und yn als Durchmessern stehen da- 
her in der bekannten Beziehung zu einander, dass sie zwei conjugirte 
Kreisbüschel bilden. Wir können dies als Satz folgendermassen aus- 
sprechen: 

Die beiden Brennpunkte auf der einen Axe des Polarsystems und 
die Schnittpunkte der andern mit den Axen der Involution, welche einem 
beliebigen Punkte im Polarsystem zugehört, liegen stets auf einem Kreise. 


oder: | 


Das dritte zu den beiden conjugirten Kreisbüscheln zugehörige 
Kegelschnittbüschel, welches aus sämmtlichen gleichseitigen Hyperbeln 
besteht, die M zum Mittelpunkt haben und durch die Brennpunkte 
F, F, gehen (Nr. 251), tritt bei dieser Betrachtung ebenfalls hervor, 
wenn man Ge als dritte Axe des Polarsystems hinzunimmt. Hat man 
die Axen der einem beliebigen Punkte P in Bezug auf das Polarsystem 
zugehörigen Involution und zieht durch M die Parallelen zu ihnen, 
so giebt es eine gleichseitige Hyperbel, welche diese beiden Parallelen 
zu Asymptoten hat und durch P geht; alle diese Hyperbeln bilden ein 
Büschel gleichseitiger Hyperbeln mit zwei reellen (F, F,) und zwei 
imaginären Grundpunkten. Wir erhalten eine solche gleichseitige 
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Hyperbel, wenn wir (Fig. 94) bei dem obigen Polardreieck xyz die 
Bewegung eintreten lassen, dass wir Y parallel mit sich verschieben 
und aus dem jedesmaligen Pole y von Y das Perpendikel auf Y fällen, 
dessen Fusspunkt y' die gleichseitige Hyperbel beschreibt. 


$ 61. Einige Eigenschaften der Axen der Involutionen, welche den 
Punkten in einem Polarsystem zugehören. 

Wir wenden uns jetzt der Frage nach dem Gesetze zu, dem die 
Axen der Strahleninvolutionen eines Polarsystems ZI unterworfen sind. 
‚Jede Gerade Y ist Axe einer Involution; denn wenn x der Punkt ist, 
in dem sie eine Axe b von II trifft, und & der ihm in der Focal- 
involution von b conjugirte, so trifft das Perpendikel X aus & auf die 
Gerade A diese in demjenigen Punkte p, für welchen A und die auf 
ihr Senkrechte H die Axen der zugehörigen Involution sind. 

Wir lassen A sich um einen Punkt P drehen und suchen den 
Ort der zugehörigen zweiten Axe ® zu bestimmen. Das von der Ge- 
rade A beschriebene Strahlbüschel (P) trifft die Axe b von HM in der 
Punktreihe (x) und die unendlich entfernte Gerade Go in einer Punkt- 
reihe, die mit der Punktreihe (x) perspectiv liegt. Denken wir uns das 
Strahlbüschel ( P) um 90° gedreht, so trifft es die G» in einer neuen Punkt- 
reihe, welche ebenfalls mit dem Strahlbüschel (P) projeetiv ist; der 
dem x in der Focalinvolution auf b conjugirte Punkt & beschreibt eine 
Punktreihe (ë), welche ebenfalls mit der Punktreihe (x) projectiv ist, 
und die Perpendikel aus den & auf den jedesmaligen Strahl A sind 
nichts anderes, als Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte zweier 
projeetiver Punktreihen auf den Trägern b und Ge, von denen letztere 
die von dem um 90° gedrehten Strahlbüschel (P) ausgeschnittene ist. 
Die der Axe A zugehörige zweite Axe X umhüllt daher einen Kegel- 
schnitt und zwar eine Parabel, weil Ge eine Tangente desselben ist; diese 
Parabel berührt die beiden endlichen Axen a und b des Polarsystems, 
und der Mittelpunkt M des Polarsystems ist daher ein Punkt der Leitlinie 
dieser Parabel, weil durch ihn zwei rechtwinklige Tangenten an sie gehen. 
Der Punkt P liegt auch in der Leitlinie, denn die Axen der ihm zu- 
gehörigen Involution berühren auch die Parabel; also ist PM die Leitlinie. 

Wir können auch leicht den Brennpunkt dieser Parabel ermitteln; 
die Axen der dem Punkte P zugehörigen Involution mögen b in £), &, 
und a in Yə; N treffen (Fig. 96),* dann gehören die beiden über z,é, 
und Yoo als Durchmessern beschriebenen Kreise den beiden vorhin 


* Die Figur ist so gezeichnet, dass b die Axe mit den imaginären Brenn- 


punkten wird. 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 28 
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(Nr. 313) erwähnten conjugirten Kreisbüscheln an. Diese beiden Kreise: 
haben aber ausser dem Punkte P noch einen zweiten (reellen) Punkt ® 
gemein, welcher der Brennpunkt unserer Parabel ist; denn da der 
Brennpunkt einer Parabel, welche einem Dreiseit eingeschrieben ist,, 
auf dem dem Dreiseit umgeschriebenen Kreise liegt (Nr. 208) undl 

Fig. 96. wir hier zwei der Parabel um- 
geschriebene Dreiecke Px,&, 
und Pho haben, so muss 


| RA; einer der gemeinschaftlichem 
at | Punkte der ihnen umgeschrie- 
>. EEA BrA a, | benen Kreise der gesuchte 
TEN p Brennpunkt der Parabel sein; 
3, N £ LAN a da aber P als Punkt deër 
BF NNS. Leitlinie es nicht sein kann, so 
/ / \ -zyr . 

nA SER N Ri \ muss es ® sem. 
K rt N FRE Von den vier Punkten 
; \ ; IX Se i Zos Yos Eos No ist, wie schon be- 
R? \] \ merkt, jeder der Höhenpunkt 
Se > des Dreiecks der drei andern; 
Ei AN HT, 
ER also sind auch zno und Yobo 
sg" a rechtwinklig, ihr Schnittpunkt 
/ | liegt auf beiden Kreisen und 


ist ®; mithin ist Ø der dritte 
Diagonalpunkt des vollständigen Vierecks ©,%Y,&7,, dessen beide andern 
P und M sind. Die Gerade, welche die Fusspunkte der aus ® auf 
die Axen a,b gefüllten Perpendikel verbindet, ist also nach bekannter 
Eigenschaft der Parabel die Tangente am Scheitel derselben und läuft 
parallel der Leitlinie PM. Die hier auftretende Parabel ist uns dem- 
nach durch Leitlinie und Brennpunkt vollständig bekannt. Fassen wir 
das Ergebniss der Untersuchung zusammen: 

In Bezug auf ein Polarsystem II ist jede Gerade A Axe einer dem- 
selben zugehörigen Involution; die andere Axe Y wird gefunden, indem 
man zu dem Schnitt x von A mit einer Axe von IT den conjugirten Punkt & 
in der Focalinvolution auf dieser Axe bestimmt und aus & das Perpendikel 
auf A herablässt; dieses Perpendikel ist die andere Axe B und der Schnitt- 
punkt AB = p derjenige Punkt von A, dessen Involution A und B zu Axen 
hat. Bewegt man die Gerade A um einen Punkt P, so umhüllt B eine 
Parabel B®. Diese Parabel hat PM, die Verbindungslinie des Punktes P 
mit dem Mittelpunkte M des Polarsystems, zur Leitlinie und berührt sowohl 
die beiden Axen des Polarsystems, als auch die beiden Axen der Involution, 
welche dem Punkte P zugehört. 
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Jedem Punkte P in der Ebene entspricht also eine Parabel PO; 
bewegt sich P auf einer Gerade W, so durchläuft B® eine Parabelschaar; 
die gemeinsamen Tangenten sind die unendlich entfernte Gerade Ga, die 
beiden Axen a,b des Polarsystems und diejenige Gerade B®,, welche zur 
andern Axe U, hat; die Leitlinien dieser Parabeln laufen durch den 
festen Punkt M. 


Suchen wir den Zusammenhang der zu P gehörigen Parabel B® : 


mit den beiden conjugirten Kreisbüscheln zu erkennen, denen wir noch 
das dritte eonjugirte Büschel gleichseitiger Hyperbeln hinzufügen, so 
finden wir die in $ 51 gefundenen Eigenschaften dreier conjugirten 
Kegelschnittbüschel für diesen besonderen Fall vollständig bestätigt. 
Ein Kegelschnitt, welchem die beiden Focalinvolutionen (x, &) und 
(y,n) auf den Axen b,a des Polarsystems zugehören, ist allemal eine 
gleichseitige Hyperbel, welche M, der in beiden Involutionen dem un- 
endlich fernen Punkte conjugirt ist, zum Mittelpunkte hat. Denn nach 
der in Nr. 112 angegebenen Construction geht durch einen gegebenen 
Punkt P nur ein einziger Kegelschnitt, welcher die Involutionen (x, £) 
und (y,n) zu zugehörigen hat, und dieser Kegelschnitt wird gefunden, 
indem man das einzige Strahlenpaar durch P aufsucht, welches gleich- 
zeitig sowohl die eine, wie die andere Axe in einem Paare conjugirter 
Punkte ihrer Focalinvolution trifft. In unserm Falle ist dieses Strahlen- 
paar immer reell, nämlich das Axenpaar der dem Punkte P zugehörigen 
Involution, welches in x,, &, die Axe b und in %,, % die Axe a 
trifft. 

Die Punkte U, X, in welchen diese beiden Strahlen die Polare 
des Schnittpunkts ab = M, d.h. Ge treffen, also die unendlich ent- 
fernten Punkte jener beiden rechtwinkligen durch P gehenden Strahlen 
sind Punkte des gesuchten Kegelschnitts; und dieser ist eine gleich- 
seitige Hyperbel, weil er zwei unendlich entfernte Punkte in zu einander 
reehtwinkligen Richtungen hat. Diese beiden Punkte, die Brennpunkte 
F,F, des Polarsystems und der Punkt P bestimmen vollständig den 
Kegelschnitt. 

Nennen wir die beiden Kreise, welche x é, und 4,7, zu Durch- 
messern haben, X und KÐ, die aeia Hyperbel H®) (Fig. 96), 
so hat HO wi jedem der beiden Kreise noch einen reellen gemein- 
schaftlichen Punkt ausser P. Diese Punkte H, H, sind leicht zu 


finden; xo, & sind nämlich conjugirt für die a H2 und P ein. 


Punkt derselben; die Strahlen Pæ) und P&, treffen die Hyperbel 9% 

in den beiden unendlich entfernten Punkten U, 3, deren Verbindungs- 

= (Gas) den Pol von z,é in Bezug auf die Hyparhel enthält, weil 
o durch M geht. 


28* 
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Folglich sind U, 3 conjugirt in der krummen Involution auf 5%), 
von welcher dieser Pol das Centrum ist; trifft also die Parallele 
durch x, zu P&,, welche durch ® geht, die Hyperbel H®) zum zweiten 
Male in H, so wird aus H die genannte krumme Involution in die 
Involution conjugirter Punkte auf z ég =b projieirt, mithin, weil ® 
in æ projieirt wird, U nach &,, d.h. die Parallele durch &, zu Pæ 
die nach ll geht, geht auch durch H. Dieser Punkt H von H® liegt 
gleichzeitig auf dem Kreise R®, denn er ist der diametral gegenüber- 
liegende Punkt zu P auf diesem Kreise oder, was dasselbe bedeutet, 
der zweite Schnittpunkt der Tangente in P am Kreise R®) mit dem 
Kreise 8X@. In gleicher Weise trifft die Tangente in P am Kreise RO) 
den Kreis X® in einem Punkte H, der Hyperbel $®; die beiden 
Punkte H und H, liegen in gerader Linie mit ®, dem zweiten Schnitt- 
punkte der Kreise X) und 8%, denn die Mittelpunkte dieser beiden 
Kreise sind die Mitten der alkan PH und PH,, und die Centrale 
halbirt die gemeinschaftliche Secante P®; da sie zugleich auf ihr 
senkrecht steht, so ist auch die Gerade, in welcher die Punkte H, H,, ® 
liegen, zur Gerade P® rechtwinklig. 


Ferner zeigt sich, dass P® die Tangente im Punkte P an der 
Hyperbel H® ist, denn da æ), &, ein Paar conjugirter Punkte sind in 
Bezug auf H® und Ya Ma ein zweites Paar, so sind 


(XoYo, Eon) =P und (2, EoYo) = ® 

ein drittes Paar; und da P selbst auf 9% liegt, so ist PØ Tangente 
in P. Die Gerade HH,® ist die Polare des Punktes P in Bezug auf 
die ihm entsprechende Parabel ®®, denn P liegt auf der Leitlinie 
dieser Parabel, deren Pol der Brennpunkt ® ist; ferner steht HH, ® 
senkrecht auf P®; folglich ist sie die Polare von P. Die Sehnittpunkte 
von HH, mit den beiden durch P gehenden rechtwinkligen Strahlen 
Px, und P£, sind daher deren Berührungspunkte mit der Parabel P, 
und hieraus folgt, dass H und H, die Pole der durch P zu b und a 
gezogenen Parallelen in Bezug auf die Parabel B® sind, ebenso wie ® 
der Pol von PM ist. Wir können hiernach folgendes Ergebniss zu- 
sammenstellen: 

Die auf den Geraden b, a, Go befindlichen Involutionen (x, €), 
(y, n), (2, 8), welche von den Axenpaaren.sämmtlicher Involutionen eines 
Polarsystems II ausgeschnitten werden, die beiden Focalinvolutionen und 
die Is, bestimmen paarweise zusammengefasst drei conjugirte Kegelschnitt- 
büschel, so dass die Kegelschnitte eines Büschels je zwei von den Invo- 
lutionen zu zugehörigen haben. Diese Büschel sind die zwei conjugirten 
Büschel der Kreise, welche über den xE und yn als Dwurchmessern 
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beschrieben sind, und der Büschel gleichseitiger Hyperbeln, welche durch 
je zwei unendlich entfernte Punkte z, &, die in rechtwinkligen Richtungen 
zu einander liegen, sowie durch die beiden reellen Brennpunkte F, F, des 
Polarsystems gehen und seinen Mittelpunkt M zu ihrem gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt haben. Durch einen beliebigen Punkt P gehen drei Kegel- 
schnitte dieser Büschel: zwei Kreise XI, XP und eine gleichseitige Hy- 
perbel HO); treffen nämlich die Axen der dem Punkte P zugehörigen 
Involution in x,,&, die Axe b, in Yo, o die a, in Zu, 6 die Gua, so ist RO) 
der über x,&, als Durchmesser beschriebene Kae. K der über Yano als 
Durchmesser beschriebene Kreis und 9°) die durik Bai fo, F,F, und P 
gelegte gleichseitige Hyperbel. 

Die RO haben (ausser den absoluten Punkten) die reellen Brenn- 
punkte auf a, die X) die imaginären auf b, die 9” die einen und 
andern Brennpunkte gemeinsam. 

Die drei Keygelschnitte RO, KO, HO durch P haben zu je zweien 
noch einen vierten reellen Punkt gemein, nämlich KƏ und KƏ den 
Punkt D, KO und HƏ den Punkt H, KË) und 9% den Punkt H. 
Die drei Punkte H, H,, ® liegen in einer Gerade, welche die Polare 
des Punktes P in Bezug auf die oben betrachtete Parabel PO ist, und 
die drei Strahlen PH, PH,, P® sind die Tangenten der beiden Kreise 
RO, KƏ und der gleichseitigen Hyperbel H® in dem gemeinschaftlichen 
Punkte P. Die Punkte H, H,, ® sind auch die Pole der drei Strahlen, 
welche von P nach den Ecken bG», &Ga, ab des Dreiseits abGao hin- 
gehen, in Bezug auf die Parabel PO. 

Weil jede Gerade A eine Axe für eine in dem Polarsystem befind- 
liche Involution ist und der Punkt p, welchem diese Involution zu- 
gehört, nach dem Obigen leicht gefunden wird als Schnittpunkt der 
zweiten Axe ® mit A, so bietet sich die Frage dar, welches der Ort 
des Punktes p ist, wenn wir die Gerade A um einen festen Punkt P 
drehen. Da X bei dieser Bewegung eine Parabel B®) beschreibt, so 
entsteht durch p der Ort der Fusspunkte der Perpendikel aus P auf 
die Tangenten dieser Parabel, d.h. die Fusspunktscurve der Parabel in 
Bezug auf den Punkt P. Diese ist eine Curve dritter Ordnung C®. 
Lassen wir, um diese Ordnung zu erkennen, auf einer beliebigen Ge- 
rade £ einen veränderlichen Punkt x sich bewegen, ziehen Pr und die 
darauf Senkrechte in y, so umhüllt die letztere offenbar eine zweite 
Parabel ®®, welche P zum Brennpunkte und % zur Tangente im 
Scheitel hat. Die beiden Parabeln B® und HP® haben in der unend- 
lich entfernten Gerade Ge eine gemeinschaftliche Tangente, mithin 
noch drei andere; die Schnittpunkte derselben mit der Gerade Q sind 
Punkte des gesuchten Ortes, dieser ist also von der dritten Ordnung. 
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Jeden Strahl A durch den festen Punkt P trifft die zu ihm senk- 
rechte (einzige) Tangente der Parabel PO in dem Punkte p, welcher 
continuirlich die ganze Curve C) beschreibt; auf jedem durch P 
gehenden Strahl A giebt es also nur einen solchen Punkt p des Ortes 
0%, Insbesondere gelangt der Strahl A bei seiner Drehung um P 
einmal in die Lage W, einer der beiden Axen der Involution, welche 
dem Punkte P im Polarsystem zugehört; die andere Axe B, trifft 
ihn dann in P selbst, und P ist daher auch ein Punkt des Ortes; 
zweitens gelangt aber auch der veränderliche Strahl A in die Lage 
von ®,, und der veränderliche Punkt p fällt also zum zweiten Mal 
nach P; hieraus erkennen wir, dass der Punkt P ein Doppelpunkt der 
Curve C® ist. Die Verbindungslinie Pp ist immer Sehne der Curve O®) 
und geht also, sobald A in die Lage von W, oder B, kommt, in die 
Tangente an C) für den Doppelpunkt P über, weil in jedem dieser 
Fälle p in P fällt. Die beiden Tangenten in dem Doppelpunkte der 
Curve C® stehen daher auf einander senkrecht. 

Es ist leicht, einige besondere Punkte der Curve C® anzugeben. 
Sie geht durch die Brennpunkte F, F, des Polarsystems, denn die Ge- 
rade PF und die Senkrechte auf ihr in F sind auch ein Paar Axen, 
weil die dem Punkte F zugehörige Involution rechtwinklig ist. Ebenso 
geht sie durch die beiden imaginären Brennpunkte auf der zweiten 
Axe und die beiden absoluten Punkte auf der dritten Axe Gae. Ferner 
geht C® durch die Fusspunkte der beiden Perpendikel aus P auf die 
beiden endlichen Axen a,b, weil die Parabel PO) diese Axen zu Tan- 
genten hat; sodann geht C®) durch den unendlich entfernten Punkt 
der Leitlinie der Parabel B®, indem @„ als die einzige Tangente der 
Parabel, welche auf dieser senkrecht steht, anzusehen ist. Endlich 
sind noch zwei Punkte der Curve C®) in dem Falle anzugeben, dass 
das Polarsystem hyperbolisch ist. Dann kann es nämlich zwei reelle 
Tangenten aus P an den Kern-Kegelschnitt des Netzes geben, deren 
Berührungspunkte der (©) angehören, weil Tangente und Normale 
ein Axenpaar einer dem Kegelschnitt zugehörigen (parabolischen) 
Involution bilden. Der Polare von P im Polarsystem gehört also eine 
Involution zu, deren Doppelpunkte auf der Curve 0% liegen. 

Noch zu erwähnen sind einige besondere Fälle, in denen die be- 
trachtete Curve CC®) zerfällt. Wenn P auf einer Axe des Polarsystems 
angenommen wird, z. B. auf b, wo wir dann æ diese besondere Lage 
des Punktes, P nennen wollen, so treffen alle durch x gehenden 
Strahlen A die Axe b in demselben Punkte x, und die Perpendikel aus 
dem conjugirten Punkte & der Focalinvolution auf b schneiden jene 
Strahlen A in Punkten p, welche auf dem Kreise liegen, der xý zum 
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Durchmesser hat. Dieser Kreis 82 ist ein Theil der Curve 0®, und 
der andere ist die Axe b selbst, denn für jeden ihrer Punkte ist sie 
selbst und die auf ihr Senkrechte das Axenpaar der zugehörigen In- 
volution, und b geht beständig durch den angenommenen Punkt «. 
Die Curve dritter Ordnung zerfällt also in diesem Falle in einen 
Kreis 8® und die Gerade b; die Parabel B® zerfällt in zwei Punkte, 
den Punkt & und den unendlich entfernten Punkt von a. In analoger 
Weise zerfällt C® in einen Kreis &® und die Gerade a, falls der an- 
genommene Punkt P auf dieser Axe liegt. 

Wird P auf der unendlich entfernten Gerade Ge angenommen, 
so zerfällt die Curve C® in diese Gerade selbst und eine gleichseitige 
Hyperbel H®, denn sobald P im Unendlichen liegt, werden sämmt- 
liche durch ihn gehenden Strahlen X parallel; suchen wir zu jedem 
Schnittpunkt x einer Gerade Y mit b den conjugirten Punkt & in der 
Focalinvolution auf b und fällen aus ihm das Perpendikel auf A, so 
bleibt auch dieses Perpendikel B zu sich parallel, und da x,& pro- 
jective Punktreihen durchlaufen, so beschreiben X und ® zwei pro- 
jective Strahlbüschel, deren Grundpunkte im Unendlichen in zwei zu 
einander rechtwinkligen Richtungen liegen; ihr Erzeugniss ist daher 
eine gleichseitige Hyperbel 9%. Und KP, R, H® gehören den oben 
erwähnten drei conjugirten Büscheln an; denn es ist ersichtlich, dass 
die Hyperbel H® durch die Brennpunkte F, F, des Polarsystems geht 
und die Tangenten in ihren unendlich entfernten Punkten sich in M, 

dem Mittelpunkte desselben, schneiden, dieser also zugleich Mittelpunkt 
von H® ist. Wir können die gewonnenen Resultate folgendermassen 
zusammenfassen: 

Jede Gerade A ist Axe für eine dem Polarsystem zugehörige In- 
volution; der Grundpunkt p derselben beschreibt, während A sich um 
einen Punkt P dreht, eine Curve dritter Ordnung C®, welche P zum 
Doppelpunkt und in diesem zwei zu einander rechtwinklige Tangenten 
hat, nämlich die Axen derjenigen Involution, welche dem Punkte p 
zugehört. Diese Curve C® geht durch die Brennpunkte des Polar- 
systems, durch die Fusspunkte der aus P auf die beiden endlichen 
Azen desselben herabgelassenen Perpendikel, durch den unendlich entfernten 
Punkt der Verbindungslinie PM des festen Punktes P mit dem Mittel- 
punkte M des Polarsystems, durch die beiden absoluten Punkte und durch 
die beiden Doppelpunkte derjenigen Involution, welche der Polare des 
Punktes P zugehört. Insbesondere zerfällt sie, sobald der Punkt P auf 
einer der drei Axen des Polarsystems a,b, Gs angenommen wird, und 
zwar in die jedesmalige Axe und einen Kegelschnitt, welcher für die 
Axen b und a je ein Kreis X® und am, für die Axe Gs eine gleich- 
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seitige Hyperbel 9® ist. Die drei Kegelschmitte RP, R®, HO gehören 
drei conjugirten Kegelschnittbüscheln an ($ 51). 

Schliesslich wollen wir noch die Frage beantworten, welchen Ort 
die Axen der im Polarsystem befindlichen Involutionen aller Punkte 
umhüllen, welche auf einer Gerade © liegen; wir brauchen, um die 
Klasse dieses Ortes zu bestimmen, nur zu untersuchen, wie viele solcher 
Axen durch einen Punkt P gehen. Die vorhin betrachtete Curve C®), 
welche dem Punkte P entspricht, schneidet die Gerade © in drei 
Punkten, welche die verlangte Eigenschaft besitzen, dass ihre Ver- 
bindungslinien mit P drei Axen solcher Involutionen sind, welche ihnen 
zugehören. Also ist der gesuchte Ort eine Curve dritter Klasse K®); 
sie berührt die Gerade © selbst und zwar in demjenigen Punkte p, 
in dem sie von der zweiten Axe der Involution getroffen wird, welche 
die Gerade & zu einer Axe hat. Denn da © Axe einer einzigen In- 
volution im Polarsystem ist, so berührt sie K®, und durch jeden 
Punkt von ihr gehen also drei Tangenten, von denen die eine © fest 
bleibt; bewegt sich nun ein veränderlicher Punkt auf ©, so fällt, wenn 
er nach p gelangt, von den beiden andern Tangenten noch eine in ©, 
also gehen durch ihn zwei unendlich nahe Tangenten, und p ist der 
Berührungspunkt von © mit K». Tangenten von K® sind ferner die 
beiden endlichen Axen a,b des Polarsystems und die in den Schnitt- 
punkten derselben mit © je zur andern Axe gezogenen Parallelen: 
auch die unendlich entfernte Gerade Ge berührt X®. Es zerfällt 
diese Curve, wenn die Gerade © durch einen der beiden Brennpunkte 
des Polarsystems, z.B. F, geht. In diesem Falle ist nämlich jedes 
durch F gehende Paar zu einander rechtwinkliger Strahlen ein Axen- 
paar des Polarsystems, weil die Involution für den Brennpunkt F 
rechtwinklig ist; die Curve K®) zerfällt daher in den Punkt F und 
einen Kegelschnitt, nämlich eine Parabel, welche den andern Brenn- 
punkt F, zu ihrem Brennpunkt und die Gerade © zur Leitlinie hat. 

Dies zeigt sich in folgender elementaren Weise. Sei P ein be- 
liebiger Punkt der durch F gehenden Gerade © (Fig. 97), so finden 
wir die Axen der dem Punkte P im Polarsystem zugehörigen Involution 
dadurch, dass wir durch P, F, F, den Kreis legen; derselbe treffe die 
andere Axe b, welche die Brennpunkte nicht enthält, in den Punkten z 
und &; dann sind (Nr.313) Px und PẸ die Axen der Involution für P, 
deren Ort, während P sich auf © bewegt, gesucht wird. Da nun b in 
der Mitte M von FF, senkrecht auf FF, steht, so sind in dem Kreise 
die Winkel L FPg und L PF, einander gleich; ziehen wir durch M 
die Parallele zu ©, welche Pæ und PẸ in s und o, PF, in u treffe, 
so wird also £ FPx = L Psu = L sPu; folglich us = uP und, weil 
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das Dreieck sPo bei P rechtwinklig ist, su = u P = uø; ferner ist, 
weil M die Mitte von FF,, auch u die Mitte von F\P, und hieraus 
folgt, dass F\s und Fo senkrecht stehen auf Pg und PẸ und auch 
auf einander. Um nun zu erkennen, wie die Geraden Pæ und PẸ 
(oder nur eine von ihnen) sich verändern, wenn P auf der Gerade © 


fortrückt, brauchen wir nur zu bemerken, dass s und ø auf der festen 


Fig 97. 


Gerade, welche durch M parallel zu & gezogen ist, sich bewegen und 
die auf Fs und F,o in s und ø errichteten Perpendikel eben jene 
Strahlen Py und P& sind. Hieraus erkennen wir, dass dieselben eine 
Parabel umhüllen, welche F, zum Brennpunkt und © zur Leitlinie 
hat, auch die Axe b des Polarsystems berührt (Nr. 145). 

Drehen wir die Gerade © um den Punkt F, so verändert sich 
auch die entsprechende Parabel, behält aber immer denselben Brenn- 
punkt F, und die Tangente b; ihre Tangenten im Scheitel gehen durch 
den festen Punkt M, und die Scheitel liegen auf einem Kreise, welcher 
MF, zum Durchmesser hat. 

Demnach haben wir: 

Die Azen der Imvolutionen im Polarsystem für alle Punkte, welche 
auf einer beliebigen Gerade © liegen, umhüllen eine Curve dritter Klasse 
K®, welche die Gerade © selbst in demjenigen Punkte berührt, für 
welchen © eine Axe der ihm zugehörigen Involution ist; die Curve K®) 
berührt auch die drei Axen a,b, Ge des Polarsystems. Sie zerfällt alle- 
mal, sobald © durch einen der beiden Brennpunkte desselben, z. B. F, 
geht, in diesen Punkt F und eine Parabel, welche den andern Brenn- 
punkt F, zu ihrem Brennpunkt und die Gerade © zu ihrer Leitlinie hat. 

Wir bemerken noch, dass die ganze Betrachtung dieses Paragraphen 
allein abhängt von den drei Axen b, a, Œe des Polarsystems und den auf 
ihnen befindlichen Involutionen (x, €), (y, n), (2, £), deren Doppelpunkte 
die Brennpunkte des Polarsystems sind. Von diesen drei Involutionen 
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ist die eine (2, &) auf Ge ein für allemal bekannt, ihre Doppelpunkte 
die absoluten Punkte, die beiden andern auf den endlichen Axen 
haben gleiche, aber entgegengesetzte Potenz und denselben Mittelpunkt, 
und nur eine von ihnen ist hyperbolisch und hat zu Doppelpunkten 
die reellen Brennpunkte F und F, des Polarsystems. Durch diese 
Stücke ist aber das Polarsystem nicht vollkommen bestimmt, sondern 
es giebt unendlich viele Polarsysteme, welchen sie zugehören; diese 
bilden eine Schaar von confocalen Polarsystemen. Das Polarsystem ist 
erst völlig bestimmt, sobald wir noch eine Gerade % senkrecht auf 
derjenigen Axe a des Polarsystems, welche die reellen Brennpunkte 
F, F, enthält, als die Polare eines Brennpunktes F annehmen (die Leit- 
linie für diesen Brennpunkt). Betrachten wir die verschiedenen Lagen, 
welehe die @erade X haben kann. Der Mittelpunkt M des Polarsystems 
theilt die Axe æ in zwei unendliche Hälften; trifft die Gerade Q die- 
jenige Hälfte, welche nicht den Brennpunkt F enthält, so ist das 
Polarsystem elliptisch, trifft sie die andere Hälfte, so ist es hyper- 
bolisch, und zwar ist alsdann der Kern-Kegelschnitt Hyperbel, sobald 
g die Axe a zwischen M und F trifft, dagegen Ellipse, sobald % 
diese Hälfte der Axe ausserhalb MF trifft. In der Schaar von con- 
focalen Polarsystemen ist also ausser den reellen Kegelschnitten, welche 
sich in eine Reihe von Ellipsen und eine Reihe von Hyperbeln trennen 
(Nr. 261), noch eine Unendlichkeit von elliptischen Polarsystemen 
(imaginären Kegelschnitten) enthalten. In der ganzen Schaar ist nun 
nach der obigen Untersuchung für einen beliebigen Punkt P das Axen- 
paar der Involution, welche ihm in jedem der Polarsysteme zugehört, 
immerfort dasselbe, und es bleiben ebenso die eonjugirten Büschel der 
Kreise X, RO) und der gleichseitigen Hyperbeln 9 ungeändert, sowie 
auch sämmtliche Parabeln B®, welche den Punkten P entsprechen, 
und die Curven C® und K®. Hieraus folgt u. A. nach den oben ge- 
fundenen Resultaten der Satz: 

Die Berührungspunkte sämmtlicher Tangentenpaare aus einem festen 
Punkte P an die Kegelschnitte einer Schaar von confocalen Kegelschnitten 
liegen auf einer Curve dritter Ordnung C®, welche P zum Doppelpunkt 
und in diesem zwei zu einander rechtwinklige Tangenten hat. 


862. Zwei Polarsysteme. Büschel und Schaar von Polarsystemen. 


Nehmen wir zwei Polarsysteme (in derselben Ebene) an, so ent- 
sprechen jedem Punkte P zwei Polaren für das eine und das andere 
Polarsystem; wenn sich diese Polaren in dem Punkte @ schneiden, 
dann müssen auch die Polaren von Q sich in dem Punkte P schneiden; 
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P und Q sind daher conjugirte Punkte für beide Polarsysteme. Zu 
jedem Punkte P gehört demgemäss ein bestimmter conjugirter Punkt Q 
und umgekehrt zu Q der conjugirte Punkt P. Bewegen wir den 
Punkt P auf einer beliebigen Gerade ©, so durchläuft der Punkt Q einen 
Kegelschnitt &® — analog zu &® in Nr. 222 —; jedem Punkte der 
Gerade & ist ein Punkt dieses Kegelschnitts R®) conjugirt. Denn die 
Polaren der Punkte P auf der Gerade © in Bezug auf das erste Polar- 
system beschreiben ein Strahlbüschel (x), welches mit der Punktreihe, 
die P durchläuft, projeetiv ist. Ebenso beschreiben die Polaren der 
Punktreihe (P) in Bezug auf das zweite Polarsystem ein Strahl- 
büschel (z,), welches mit der Punktreihe (P) projectiv ist. Die Strahl- 
büschel (x) und (m) sind daher unter sich projectiv, und je zwei ent- 
sprechende Strahlen schneiden sich in demjenigen Punkte Q, welcher 
dem jedesmaligen P conjugirt ist. Der Ort, sämmtlicher eonjugirten 
Punkte Q zu den auf der Gerade © liegenden Punkten P ist daher ein 
Kegelschnitt X®@, der durch die Pole x und x, der Gerade © rücksiehtlich 
der beiden gegebenen Polarsysteme geht. Jeder Gerade © gehört 
hiernach ein Kegelschnitt X® zu, der diejenigen Punkte Q enthält, 
welehe den Punkten P der Gerade © rücksichtlich der beiden ge- 
gebenen Polarsysteme conjugirt sind. Zwei beliebigen Geraden © und 
&,, welche sich in dem Punkte P, schneiden mögen, gehören zwei 
Kegelschnitte R und RP) zu, welche die conjugirten Punkte der Punkte 
jener Geraden enthalten. Die Kegelschnitte R und 8 haben einen 
reellen Punkt Q, gemeinschaftlich, den, welcher dem Punkte P,= 66, 
conjugirt ist. Sie haben daher noch einen zweiten reellen Punkt x, oder 
noch drei reelle Punkte x,y,z gemeinschaftlich. Diese besitzen eine 
besondere Eigenschaft in Bezug auf die beiden gegebenen Polarsysteme, 

Weil nämlich der Punkt x auf dem Kegelschnitt &®) liegt, so 
müssen seine beiden Polaren sich in einem Punkte der Gerade © 
treffen; weil er gleichzeitig auf dem Kegelschnitt R2) liegt, so müssen 
sie sich auch in einem Punkte der Gerade ©, treffen; in dem Punkte P, 
dem einzigen, der © und ©, gemeinschaftlich ist, treffen sie sich aber 
nicht, denn x ist verschieden von Q,, daher müssen die beiden Polaren 
von æ zusammenfallen. Folglich besitzt der Punkt x (und ebenso auch 
y und z, wenn sie reell sind) die Eigenschaft, dass seine Polare in 
Bezug auf beide Polarsysteme dieselbe Gerade ist. Diese drei Punkte 
x,y,2 und ihre Polaren X, Y, Z hängen in einfacher Weise mit ein- 
ander zusammen. Während im allgemeinen jedem Punkte P der Ebene 
nur ein einziger bestimmter Punkt Q rücksichtlich beider Polarsysteme 
conjugirt ist, ist zu dem Punkte x jeder Punkt von X conjugirt, weil 
seine Polaren in X zusammenfallen. Gäbe es noch einen Punkt u, 
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der für beide Polarsysteme dieselbe Polare U hat, so würde er im 
beiden den Schnitten von U mit © und Œ, conjugirt, also den beiden 
Kegelschnitten &®, RP gemein sein, so dass diese fünf Punkte ge- 
meinschaftlich hätten: Q, £, Y, 2, u; was im allgemeinen nicht der 
Fall ist. 

Wir nehmen den einen immer reellen Punkt x und seine reelle 
Polare X für beide Polarsysteme; der Gerade X gehören dann im 
diesen zwei (im allgemeinen verschiedene) Involutionen zu, welche eim 
(reelles oder imaginäres) gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte y, 2 
besitzen. Sind diese reell, so sind sie mit den obigen Punkten y und 
z identisch, denn zu dem Punkt y ist dann in beiden Polarsystemen 
sowohl der Punkt z als auch der Punkt = conjugirt, und z% ist also 
die Polare Y von y für beide Netze; ebenso xy = Z die Polare von 
2 für beide Polarsysteme, die Punkte y und z besitzen also die obige 
Beschaffenheit und müssen mit den noch einzig möglichen der Art 
identisch sein. Es folgt hieraus, dass die drei Punkte x, y, z ein Polar- 
dreieck bilden, welches beiden Polarsystemen gemeinschaftlich ist, und 
dass ihre Polaren die gegenüberliegenden Seiten des von ihnen ge- 
bildeten Dreiecks sind: 


ya =A Hr y=2Z; IZ=g ZX=y AYE: 


Umgekehrt sind die Geraden X, Y, Z, von denen nothwendig eine reell 
sein muss, die einzigen Geraden in der Ebene von solcher Beschaffen- 
heit, dass ihre Pole für beide Polarsysteme zusammenfallen, und sie 
bilden ein Polardreiseit, welches beiden Netzen gemeinschaftlich ist. 
Dass zwei beliebig gegebene Polarsysteme ausser einem Polardreieck 
nicht noch ein Paar von Pol und Polare gemeinschaftlich haben können, 
geht auch daraus hervor, dass das Netz vollständig und eindeutig be- 
stimmt ist durch ein Polardreieck und ein beliebiges Paar von Pol und 
Polare (Nr. 301). 

Was die Realität des gemeinschaftlichen Polardreiecks zweier 
Polarsysteme betrifft, so ist, wie wir gesehen haben, eine seiner drei 
Ecken x und ihre Polare X, die Gerade, auf welcher die beiden andern 
liegen, allemal reell; diese selbst y und z sind stets reell, sobald eins 
oder beide gegebenen Polarsysteme elliptisch sind, weil einer jeden 
Gerade in Bezug auf ein elliptisches Polarsystem eine elliptische In- 
volution zugehört und zwei auf einander liegende Involutionen ein reelles 
gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte haben, wenn wenigstens 
eine von ihnen elliptisch ist; wenn dagegen beide Polarsysteme hyper- 
bolisch sind, so können y und z imaginär werden; dies ist aber der 
Fall zweier reellen Kegelschnitte, welcher in $ 54 genau discutirt ist. 
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Zwei Polarsysteme, von denen mindestens eins elliptisch ist, haben 
immer ein reelles gemeinschaftliches Polardreieck. Oder, ein reeller und 
ein imaginärer Kegelschnitt oder zwei imaginäre Kegelschnitte haben 
immer ein reelles gemeinsames Polardreieck. 


Die Kegelschnitte R®, welche sämmtlichen Geraden © entsprechen, 32 


gehen durch die drei ausgezeichneten Punkte x, y, 2; denn weil irgend 
eine Gerade © die X in einem Punkte trifft, dessen conjugirter rück- 
sichtlich beider Polarsysteme x ist, muss der Kegelschnitt RË) durch x 
gehen, u.8.f. Auch umgekehrt besitzt irgend ein durch die Punkte 
2,y,2 gelegter Kegelschnitt &® die Eigenschaft, dass die Punkte, 
welche seinen Punkten conjugirt sind, auf einer Gerade & liegen. 
Denn es seien @', Q" zwei beliebige Punkte eines dem Dreieck xyz 
umgeschriebenen Kegelschnitts R® und P', P" deren conjugirte Punkte, 
so hat die Verbindungslinie P' P", als Gerade & aufgefasst, sämmt- 
liche Punkte @, welche ihren Punkten P conjugirt sind, auf dem 
durch die fünf Punkte @', Q", x, y, z eindeutig bestimmten Kegel- 
schnitt 8%. 

Durch die beiden Polarsysteme ist nicht allein die eben an- 
gedeutete Beziehung hergestellt, in der jedem Punkte P ein Punkt Q 
conjugirt ist und jeder Gerade © ein durch drei feste Punkte x,y,z 
gehender Kegelschnitt $) entspricht, sondern auch zugleich die duale 
Beziehung, nach der jeder Gerade eine Gerade und jedem Punkte ein 
dem festen Dreiseit XYZ eingeschriebener Kegelschnitt entspricht; 
denn eine Gerade © hat zu Polen in den beiden Polarsystemen zwei 
Punkte x und m, deren Verbindungslinie 9 die Eigenschaft besitzt, 
dass ihre beiden Pole wiederum auf © liegen; © und Q heissen daher 
conjugirte Strahlen der beiden Polarsysteme, und wenn ®© sich um 
einen festen Punkt P dreht, so umhüllt 9 einen Kegelschnitt CC® — 
analog zu P@ in Nr. 239 —, welcher dem festen Dreiseit X YZ ein- 
geschrieben ist. Das Ergebniss der bisherigen Untersuchung kann daher 
folgendermassen zusammengefasst werden: 

Sind zwei Polarsysteme gegeben, so schneiden sich die Polaren eines 
beliebigen Punktes P in Bezug auf sie in dem in Bezug auf beide Polar- 
systeme conjugirten Punkte Q, dessen Polaren sich wiederum in P treffen. 
Bewegt sich der Punkt P auf einer Gerade ©, so durchläuft der con- 
jugirte Punkt Q einen Kegelschnitt RÈ. Sämmtliche Kegelschnitte RO 
laufen durch drei feste Punkte. x,y,z. Diese bilden das beiden Polar- 
systemen gemeinschaftliche Tripel conjugirter Punkte (Polardreieck); ihre 
Polaren sind: | 

X=ys, Y=-2:, Z=ay. 


Die Punkte x, y, z sind im allgemeinen die einzigen von solcher Beschaffen- 
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heit, dass für sie die Polaren rücksichtlich beider Polarsysteme zusammen- 
fallen. Sie sind reell, sobald beide oder eins der beiden gegebenen Polar- 
systeme elliptisch ist; sind beide hyperbolisch, so können zwei Tripel- 
punkte y,z imaginär sein, während der dritte x und seine Polare X 
immer reell ist. Die der Gerade X rücksichtlich beider Polarsysteme 
zugehörigen Involutionen haben als gemeinschaftliches Paar conjugirter 
Punkte y und z. Andererseits gehören einer beliebigen Gerade © rück- 
sichtlich beider Polarsysteme zwei Pole zu, deren Verbindungslinie 9 der 
conjugirte Strahl zu © in Bezug auf beide Polarsysteme heisst, und zur 
Verbindungslinie ihrer Pole wiederum © hat. Dreht sich & um einen 
Punkt P, so umhüllt 9 einen Kegelschnitt C®.  Sämmtliche Kegel- 
schnitte C®) berühren drei feste Geraden X, Y, Z, welche das beiden Polar- 
systemen gemeinschaftliche Tripel conjugirter Strahlen bilden und im all- 
gemeinen die einzigen (Geraden von solcher Beschaffenheit sind, dass ihre 
Pole rücksichtlich beider Polarsysteme zusammenfallen. Das Tripel XYZ 
coineidirt mit dem Tripel xyz. 

Es ist nicht ohne Interesse, solche Lagen der Gerade © auf- 
zusuchen, für welche der zugehörige Kegelschnitt $@® eine Parabel, 
gleichseitige Hyperbel, ein Kreis oder ein @eradenpaar wird. Entfernt 
sich © in die Unendlichkeit, so geht der Kegelschnitt 8@ in einen 
besonderen Kegelschnitt M) über, welcher die Mittelpunkte m, m, 
beider Polarsysteme und das gemeinschaftliche Polardreieck xyz enthält 
und durch diese fünf Punkte vollständig bestimmt ist. Dieser Kegel- 
schnitt enthält diejenigen Punkte, welche den unendlich entfernten 
Punkten rücksichtlich beider Polarsysteme conjugirt sind, und um- 
gekehrt liegen die den Punkten des Kegelschnitts WM conjugirten 
Punkte im Unendlichen; er entscheidet also über die Art des Kegel- 
schnitts 8@. Jeder Gerade ©, welche den Kegelschnitt M® in zwei 
reellen Punkten trifft, entspricht als Kegelschnitt RƏ eine Hyperbel, 
jeder Gerade ©, welche MO nicht trifft, eine Ellipse. Den Tangenten 
des Kegelschnitts Me) entsprechen Parabeln, und auch umgekehrt 
entspricht jeder Parabel, die dem Dreieck syz umgeschrieben ist, eine 
Gerade ©, welche den Kegelschnitt M berührt. 

Um zweitens eine solche Gerade & zu finden, deren entsprechender 
Kegelschnitt R?) eine gleichseitige Hyperbel ist, nehmen wir auf G» 
zwei solche Punkte z und ¢, die in zu einander senkrechten Richtungen 
liegen. | 
Die Punkte z, ¢ haben zu Polaren im ersten Polarsystem zwei 
durch den Mittelpunkt m gehende Strahlen, welche bei der Veränderung 
von 2, & in der Involution I» eine Involution um m beschreiben, 
welche zu I» projecetiv ist. Diese Involution, in der die Axen des 
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ersten Polarsystems conjugirt sind, schneidet in M® eine krumme 
Involution ein, und zwei conjugirte Punkte derselben sind in Bezug 
auf das erste Polarsystem zu den beiden eonjugirten Punkten von I» 
conjugirt, deren Polaren nach ihnen gehen. Dieselben Punkte sind aber 
zu diesen Punkten conjugirt in Bezug auf das zweite Polarsystem, weil 
Me) der der Gerade Ge entsprechende Kegelschnitt ist; folglich ist 
auch die krumme Involution auf M@ bei beiden Polarsystemen die 
nämliche. Ihr Centrum P, ergiebt sich in folgender Weise. 

Die Axen des ersten Polarsystems durchbohren den Kegelschnitt 
ME noch in zwei Punkten, deren Verbindungslinie bestimmt wird, 
ebenso liefern die Axen des zweiten eine Durchbohrungssehne in M®); 
und der Schnittpunkt dieser beiden Sehnen ist der gesuchte Punkt P}. 
Jede durch P, gehende Gerade trifft den Kegelschnitt M@ in zwei 
solchen Punkten, deren conjugirte im Unendlichen in zwei zu einander 
rechtwinkligen Richtungen liegen; einer solchen Gerade entspricht also 
eine gleichseitige Hyperbel als Kegelschnitt &®. Es giebt daher un- 
endlich viele Geraden &, deren entsprechende Kegelschnitte R® gleich- 
seitige Hyperbeln sind; sie gehen durch einen festen Punkt P,, dessen 
Construction eben angegeben ist. Der conjugirte Punkt Q) zu P, muss 
der Höhenpunkt des Dreiecks xyz sein, weil alle gleichseitigen Hyperbeln, 
welche einem Dreieck umgeschrieben sind, durch den Höhenpunkt des- 
selben gehen (Nr. 165), woraus eine neue einfache Construction von 
P, sich ergiebt. 

Hiernach wird es auch möglich, eine solche Gerade © zu finden, 
deren entsprechender Kegelschnitt 8@ ein Kreis wird. Seien nämlich 
t und t zwei conjugirte Punkte jener Involution auf M®, deren Ver- 
bindungslinie also durch P, geht, so entsprechen den beiden Tangenten 
in ¢ und r am Kegelschnitt WM) zwei Parabeln, deren unendlich ent- 
fernte Punkte in rechtwinkligen Richtungen liegen. Diese beiden 
Parabeln, welche durch x, y,# gehen, haben als vierten gemeinschaft- 
lichen Punkt einen solchen, der nothwendig wit x, y, 2 auf einem 
Kreise liegt (Nr. 163), und der eonjugirte Punkt zu ihm rücksichtlich 
der beiden Polarsysteme ist der Schnittpunkt der beiden Tangenten 
int und r am Kegelschnitt WM. Dieser liegt auf der Polare des 
Punktes P, in Bezug auf M@, und jeder Punkt dieser Polare ©, 
besitzt umgekehrt die Eigenschaft, dass sein eonjugirter auf dem dem 
Dreieck xyz umgeschriebenen Kreise liegt. Es giebt also nur eine 
einzige Gerade ©, von solcher Beschaffenheit, dass der ihr entsprechende 
Kegelsehnitt RƏ ein Kreis wird, und diese besondere Gerade ©, ist 
die Polare des vorhin ermittelten Punktes P, in Bezug auf den Kegel- 
schnitt M. 
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322 Suchen wir endlich solche Geraden © auf, deren entsprechende 
Kegelschnitte 8@ in Geradenpaare ausarten. Den Punkten einer der- 
artigen Gerade müssen in den beiden gegebenen Polarsystemen zwei 
Strahlbüschel von Polaren (x) und (z,) zugehören, welche perspeetiv 
liegen, also in der Verbindungslinie ihrer Grundpunkte zwei ent- 
sprechende Strahlen vereinigt haben; eine solche Gerade © muss 
also einen Punkt enthalten, dessen beide Polaren zusammenfallen. 
Es giebt nur drei Punkte der Art x,y,z; der Kegelschnitt $® kann 
mithin nur dann in zwei Geraden zerfallen, wenn die Gerade © durch 
einen der drei Eckpunkte des gemeinschaftlichen Polardreiecks geht; 
und umgekehrt, sobald © durch einen dieser Eckpunkte, z. B. x, 
geht, wird der entsprechende Kegelschnitt 8 ein Geradenpaar, dessen 
einer Theil die Gerade X ist. Suchen wir den andern Theil auf; 
dieser muss eine Gerade g sein, welche durch x geht; denn demjenigen 
Punkte von ©, welcher in X liegt, entspricht als conjugirter Punkt z. 
Die Gerade q ist also bestimmt, sobald wir nur irgend einen Punkt 
der durch x gehenden Gerade & kennen, indem sein conjugirter mit æ 
verbunden den Strahl g liefert. Wenn wir die Gerade © um x drehen, 
so verändert sich auch g, indem sie sich um x dreht; es ist leicht zu 
erkennen, dass © und q conjugirte Strahlen einer neuen Involution 
sind, deren Grundpunkt æ ist, d. h.: Wenn wir einen beliebigen Punkt P 
und seinen conjugirten Punkt Q mit x verbinden, so sind allemal 
zP=® und xQ = g zwei conjugirte Strahlen einer Involution (z). 
In der That, wir haben nur nöthig, P auf einer beliebigen Gerade 9 
zu bewegen, wobei Q den ihr entsprechenden Kegelschnitt R®) durch- 
läuft, welcher durch x (und y, 2) geht und von zwei projectiven Strahl- 
büscheln (x) und (z,) erzeugt wird, die mit der von P durchlaufenen 
Punktreihe projeetiv sind; da x auf dem Kegelschnitt R® liegt, so 
beschreibt auch £Q ein mit xQ oder m, Q, also auch mit «= P projec- 
tives Strahlbüschel; es beschreiben also xP und xQ zwei auf einander 
liegende projeetive Strahlbüschel; dieselben erzeugen nun eine Invo- 
lution, weil sowohl Q der conjugirte Punkt zu P ist, als auch P der 
conjugirte Punkt zu @. Diese Involution (x), welche von dem Strahlen- 
paar ©, g erzeugt wird, hat auch die durch x gehenden beiden Geraden 
Y und Z zu conjugirten Strahlen; denn sobald für P ein Punkt auf Y 
genommen wird, ist sein conjugirter allemal y, mithin sind Y und sy 
= Z conjugirte Strahlen der Involution (æ). In gleicher Weise er- 
halten wir zwei Involutionen (y) und (2). 

Die drei Involutionen (x), (y), (2) hängen in der Weise von 
einander ab, dass durch zwei von ihuen die dritte mitbestimmt ist; 
denn wenn das gemeinschaftliche Polardreieck xyz der beiden gegebenen 
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Polarsysteme und irgend ein Paar conjugirter Punkte P und Q be- 
kannt sind, sind auch die drei Involutionen (x), (y), (2) vollständig 
bekannt, weil man in zwei Seiten des Dreiecks und den von ihrer 
Ecke nach P und Q gehenden Strahlen allemal zwei Paare conjugirter 
Strahlen einer solchen Involution hat, wodurch sie bestimmt ist. So- 
bald wir nun in zweien dieser Involutionen, z.B. (x) und (y), ausser 
den selbstverständlichen Paaren Y, Z und Z, X noch je ein Paar con- 
jugirter Strahlen kennen, © und g in (o; ©' und g' in (y), dann 
sind die Schnittpunkte 8 - P und gg = Q conjugirte Punkte und 
geben mit z verbunden zwei conjugirte Strahlen der dritten Invo- 
lution (2), welche dadurch bestimmt wird; auch die Schnittpunkte &g' 
= P' und ©'g = Q' sind conjugirte Punkte und geben ein zweites Paar. 
Der Zusammenhang der drei Involutionen ist also der uns bekannte: 

Wenn drei Strahlen dieser Involutionen (x), (y), (2) durch einen 
Punkt P gehen, so treffen sich die ihnen conjugirten Strahlen in einem 
Punkte Q, welcher der conjugirte Punkt zu P ist in Bezug auf die 
beiden gegebenen Polarsysteme. 

Wir wissen, dass, wenn die drei Punkte æ, y,z und die drei 
Involutionen reell sind, nur zwei Fälle möglich sind: 1) entweder sind 
alle drei hyperbolisch, oder 2) nur 


Fig. 98. 

eine ist es und die beiden andern x e.) 

/ Á 
sind elliptisch. Wir können dies N (es e 
aber nochmals leicht erkennen. Be- (2 (h) 
zeichnen wir die sieben Räume, die (e) N y 
durch das Dreieck zyz = XYZ (e) <= EE 
entstehen, wie in der Figur 98 e (hs) NG 


und drücken durch e, h aus, dass 

die Involution elliptisch, bezw. hyperbolisch ist, so giebt die folgende 
Tabelle Auskunft über die Beschaffenheit der drei Involutionen (x), (y), 
(z) nach der Lage der conjugirten Punkte P, Q: 


Liegt P in dem Raume: 
(e) (e) (e) (es) (h) Ar) Cs) 


í (e) | b0) | hee | ehe eeh plee] ehedai 

(e) bee | 50H | cep | ebe |999| eeh | epe 

at on |@e een [90] bee | eeb |099] bee 
Bee an C Cse ene Bee 06'e aee m 
(h,) | Bee. Bas.) ee ehe aE | ech ehr | 

(h) | ehe | ech |HHH | Hee | ech |999 | bee | 

(hy) | eeb | ehe | hee [099| ebe | Yee |999) 

Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 29 
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Wir erkennen aus dieser Tabelle, dass der Fall dreier hyper- 
bolischen Involutionen (x), (y), (2) nur dann eintritt, wenn die beiden 
conjugirten Punkte P, Q entweder beide in demselben Raume von 
jenen sieben oder gleichzeitig in einem Paar von Räumen: (e,) und (h,), 
(e) und (h,), (e,) und (h,) enthalten sind. Hieraus folgt, dass, wenn 
eins oder beide gegebenen Polarsysteme elliptisch sind (der Kern-Kegel- 
schnitt imaginär), nur der zweite Fall eintreten kann, dass von den 
Involutionen (x), (y), (2) eine hyperbolisch, die beiden andern elliptisch 
sind. Wir fanden (Nr. 297), dass, wenn ein Polarsystem elliptisch 
ist, auf allen Strahlen die Involutionen elliptisch sind. Das gemein- 
same Polardreieck ist im vorliegenden Falle reell. Nehmen wir in dem 
Raume (e) einen Punkt P, so treffen Py und Pz, bezw. die Geraden Y 
und Z zwischen den Punkten x, z und x, y; diese sind in den Involutio- 
nen conjugirt; also muss die Polare von P in dem elliptischen Polar- 
system die Seiten xz und xy in ihren Verlängerungen treffen, d. h. sie 
darf in die Region (e) nicht eintreten; wo also auch der Punkt Q auf 
dieser Polare angenommen werden mag, er kann nicht in (e) liegen. 
Nehmen wir zweitens P in der Region (e,) an, so muss seine Polare 
in dem elliptischen Polarsystem die Seiten xz und xy zwischen den 
Eekpunkten treffen; sie darf also in die Regionen (e,) und (h) nicht 
eintreten; dasselbe gilt, wenn P in der Region (h) angenommen wird, 
und in gleicher Weise erkennen wir es für die Regionen (e,) und (A), 
(e) und (h,). Die Lagen von P und @, bei denen hhh eintritt, sind 
mithin nicht möglich. Es ist also klar, dass, wofern wenigstens eins 
der beiden gegebenen Polarsysteme elliptisch ist, von den drei Involutionen 
(£), (Y), (Z) eine hyperbolisch und die beiden andern elliptisch sein 
müssen. 

Wenn beide Polarsysteme hyperbolisch sind und von dem gemein- 
schaftlichen Polardreieck nur ein Eckpunkt x reell, die beiden andern 
y und z (auf X) imaginär sind, so lässt sich erkennen, dass die In- 
volution (x) hyperbolisch sein muss. Lassen wir nämlich einen ver- 
änderlichen Punkt P eine Gerade © durchlaufen und verfolgen den 
conjugirten Punkt Q auf dem entsprechenden Kegelschnitt 8), welcher 
durch x geht, so beschreiben £P und zQ die Involution (x); & sei 
das Centrum der krummen Involution, in welcher &®) von ihr ge- 
schnitten wird. Wenn Q' der zweite Schnitt von zP mit 8% ist, so 
sind Q, Q' in dieser krummen Involution conjugirt, und QQ' geht 
durch &; andererseits hat aber der Punkt Q' zu seinem conjugirten 
einen Punkt P', welcher auf © liegen muss (weil Q' auf K@ liegt), 
und zugleich auf dem zu æQ'= <P conjugirten Strahl der Involution 
(x), d.h. auf xQ; also ist P' der Schnittpunkt von © mit xQ. Wir 
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haben daher zwei Paare conjugirter Punkte rücksichtlich beider Polar- 
systeme: P und Q, P' und Q', und demnach ein drittes Paar: (PP',Q0@') 
und (PQ', P'Q) = x (Nr. 294); folglich muss (PP', QQ') auf X liegen 
und, da PP'=®& ist, der Schnittpunkt G®X sein. Dieser Punkt 
bleibt fest, während P und Q sich auf © und &@® verändern; es 
läuft also QQ' durch den festen Punkt € = GX. Wenn nun die 
Punkte y und z, d.h. die Schnittpunkte der Gerade X mit dem Kegel- 
schnitt $®, imaginär sind, so muss X ausserhalb des Kegelschnitts 
Q) gelegen sein, durch den Punkt & von X gehen zwei reelle Tan- 
genten an 2); die Involution (x) ist daher hyperbolisch, indem ihre 
Doppelstrahlen die aus x nach den Berührungspunkten dieser Tangenten 
gezogenen Strahlen sind. 


Die Involutionen (x), (y), (2) haben eine besondere Bedeutung für 32: 


die beiden Polarsysteme. Da nämlich irgend zwei conjugirte Strahlen 
© und g der Involution (x) nach dem Obigen von solcher Beschaffen- 
heit sind, dass die zu den Punkten P des einen nach beiden Polar- 
systemen conjugirten Punkte Q auf dem andern liegen, so folgt, dass, 
wenn die Involution (x) hyperbolisch ist, jeder ihrer Doppelstrahlen 
s,t die Eigenschaft besitzen muss, dass ihm rücksichtlich beider Polar- 
systeme dieselbe Involution zugehört, oder mit andern Worten, dass 
er eine gemeinschaftliche Secante für ihre Kern-Kegelschnitte ist; denn 
ein soleher Doppelstrahl enthält zwei zusammenfallende conjugirte 
Strahlen ©, g, und die Punkte P des einen haben ihre conjugirten Q 
rücksichtlich beider Polarsysteme auf dem andern; also bilden P, Q auf 
dem Doppelstrahle eine Involution, welche beiden Polarsystemen zu- 
gehört. Nehmen wir den Fall an, dass zwei Involutionen (x) und (y) 
hyperbolisch seien und die erste die Doppelstrahlen s, t, die zweite die 
Doppelstrahlen s,,t; habe, dann wird der Schnittpunkt S, z. B. von s 
und s,, seinen conjugirten rücksichtlich beider Polarsysteme sowohl 
in s haben, als auch in s; folglich muss er © selbst sein; es fallen 
also in © zwei conjugirte Punkte P, Q zusammen, und es muss daher 
auch 28 ein Doppelstrahl der Involution (z) sein, was damit über- 
einstimmt, dass die Involutionen (æ), (y), (2) entweder sämmtlich hyper- 
bolisch sein müssen, oder nur eine hyperbolisch und die beiden andern 
elliptisch. Schneiden sich s und ż# in dem Punkte $,, so ist z6, der 
zweite Doppelstrahl von (z); da nur zwei Doppelstrahlen möglich sind, 
so müssen in diesen auch die Schnittpunkte té = S, und ts, = $, 
liegen. Die sechs Doppelstrahlen der drei Involutionen (æ), (y), (2) 
schneiden sich, wenn sie reell sind, zu je dreien in vier Punkten 
S, Si, S2, Sz, deren jeder die Eigenschaft besitzt, dass er mit seinem 
conjugirten rücksichtlich beider Polarsysteme zusammenfällt. Diese 
29* 
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vier Punkte sind dann zugleich die Doppelpunkte der Involutionen 
auf diesen sechs Geraden, welche in Bezug auf beide Polarsysteme je 
dieselben Involutionen haben. Die Punkte S, S1, S2, S sind daher den 
Kern - Kegelschnitten beider Polarsysteme gemeinschaftlich, und das 
Diagonaldreieck des vollständigen Vierecks SS, 8,5, ist das gemein- 
schaftliche Polardreieck xyz. Dies stimmt mit der oben gemachten 
Bemerkung überein, dass sie nur reell sein können, wenn beide Polar- 
systeme hyperbolisch sind, weil nur in diesem Falle drei hyperbolische 
Involutionen (æ), (y), (2) eintreten können; aber nicht für jede zwei 
hyperboliseben Polarsysteme (reelle Kegelschnitte) müssen "die Invo- 
lutionen (x), (y), (2) alle drei hyperbolisch sein; die Untersuchung dieses 
reellen Falles ist aber in $ 54 durchgeführt worden. 

Hier zeigt sich indessen der bemerkenswerthe Umstand, dass auch 
zwei elliptische Polarsysteme (imaginäre Kegelschnitte) allemal ein 
reelles Paar gemeinschaftlicher Secanten, d.h. zwei solche sich in x 
schneidende Geraden [die Doppelstrahlen s, ¢ der Involution (z)] be- 
sitzen, deren zugehörige Involutionen für die Polarsysteme identisch 
sind. Diese beiden Involutionen müssen immer elliptisch sein, sobald 
eins oder beide gegebenen Polarsysteme elliptisch sind, sie können 
aber auch beide elliptisch sein, wenn beide Polarsysteme hyperbolisch 
sind; im letzteren Fall kann indessen auch eine elliptisch und die 
andere hyperbolisch, oder beide hyperbolisch sein, d. h. die Kern- 
Kegelschnitte können keinen, zwei oder vier Punkte gemein haben. 

Gehen wir von der stets reellen Ecke x des Polardreiecks aus, 
deren Involution (x) hyperbolisch ist und die Doppelstrahlen s, ? hat, 
so können wir aus der Annahme, dass von den Involutionen auf s 
und ? 1) beide elliptisch, 2) eine elliptisch und die andere hyperbolisch 
ist, 3) beide hyperbolisch sind, auf die Realität oder Imaginarietät der 
beiden übrigen Ecken y,z auf X schliessen. Nehmen wir nämlich 
von der beiden Polarsystemen gleichzeitig zugehörigen Involution auf s 
irgend ein Paar conjugirter Punkte P, Q und auf t irgend ein Paar 
P,, Q, (Fig. 99), so können wir die Verbindungslinie PP, als © auf- 
fassen, deren entsprechender Kegelschnitt $® durch z, Q, Q, geht und 
zum Schnittpunkte der Tangenten in Q und Q, den Punkt & hat, in 
welchem PP, der X begegnet, da Q, Q, die Doppelpunkte der Involution 
auf RO) sind. X trifft also PP, in dem Pol der Gerade QQ, rücksicht- 
lich des Kegelschnitts &®, oder PP, und QQ, treffen X in zwei con- 
jugirten Punkten der Involution, welche der Gerade X in Bezug auf 
QR zugehört. Diese ist nun, wie wir wissen, für alle möglichen Kegel- 
schnitte K® immer eine und dieselbe; ihre Doppelpunkte sind die 
beiden übrigen Ecken y und z. Ein zweites Paar conjugirter Punkte 
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dieser Involution erhalten wir, indem wir die Schnittpunkte von PQ, 
und QP, mit X bestimmen, und hieraus folgt denn auch ein drittes 
Paar nach der bekannten Eigenschaft des vollständigen Vierecks, näm- 
lich die Schnittpunkte von PQ und P,Q, mit X. Die drei Gegen- 
seitenpaare des vollständigen Vierecks PQP, Q, treffen demnach die 
Gerade X in drei Paaren conjugirter Punkte derjenigen Involution, 
deren Doppelpunkte y, z sind, und sie ist immer dieselbe, wie übrigens 
die Paare PQ und P,Q, auf den Doppelstrahlen s und £ gewählt 


werden. 


Fig. 99. 
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Um zu entscheiden, ob die Involution auf X hyperbolisch oder 324 
elliptisch wird, haben wir das bekannte Kennzeichen (Nr. 52) an- 
zuwenden, nach welchem die von den Gegenseitenpaaren eines voll- 
ständigen Vierecks auf einer Transversale X bestimmte Involution 
hyperbolisch ist, sobald eine gerade Anzahl, elliptisch, sobald eine 
ungerade Anzahl von Ecken zu beiden Seiten der Transversale liegt, 
oder umgekehrt, je nachdem die vier Ecken so liegen, dass jede ausser- 
halb des von den drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet, oder 
eine innerhalb des von den andern gebildeten Dreiecks gelegen ist. 
Die beiden Involutionen auf den Geraden s und f werden nun durch 
je zwei Paare conjugirter Punkte bestimmt, von denen das eine PQ 
auf s, P,Q, auf f ist, das andere aber aus dem gemeinschaftlichen 
Punkte x und dem jeweiligen Schnittpunkt mit X besteht. Der 
Punkt x ist ein Diagonalpunkt des vollständigen Vierecks PQP, Q, 
als Schnittpunkt von PQ und P,Q,; sollen also die genannten In- 
volutionen auf s und ¢ beide elliptisch sein, so lehrt die unmittelbare 
Anschauung, dass von den vier Punkten P, Q, P,, Q, eine gerade oder 
ungerade Anzahl auf beiden Seiten von X liegen muss, je nach der 
Lage derselben. Es können nämlich hinsichtlich der Lage der vier 
Punkte P, Q, P, @' zu x drei Fälle eintreten: entweder a) liegt z 
innerhalb beider Strecken PQ und P,@,, oder b) innerhalb der einen 
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und ausserhalb der andern, oder c) ausserhalb beider (Fig. 100). In 
dem Falle a) muss, damit beide Involutionen auf s und ¢ elliptisch 
seien, X ausserhalb PQ und ausserhalb P, Q, die Geraden s und t 
treffen, also nothwendig alle vier Punkte P, Q, P,,@, auf der einen 
und keinen auf der andern Seite von sich haben; weil bei dieser Lage 
jeder der vier Punkte ausserhalb des Dreiecks der andern liegt, ist 
die Involution auf X hyperbolisch. In dem Falle b), wenn x innerhalb 
PQ und ausserhalb P,Q, angenommen wird, muss, damit beide In- 


Fig. 100. 
(a) (b) P, (€) \ 
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volutionen elliptisch seien, X die Strecke PQ ausserhalb und P, Q, 
innerhalb treffen, also eine ungerade Anzahl von Punkten zu beiden 
Seiten von sich haben; dann ist aber die Involution auf X wiederum 
hyperbolisch, weil P, Q, P,, @, so liegen, dass einer innerhalb des von 
den drei andern gebildeten Dreiecks sich befindet. In dem Falle ¢) 
endlich, wo x ausserhalb beider Strecken PQ und P,Q, liegt, also 
die vier Punkte so gelegen sind, dass jeder ausserhalb des von den 
andern gebildeten Dreiecks sich befindet, muss, damit beide Involutionen 
elliptisch seien, X sowohl PQ, als.auch P,@, zwischen diesen Punkten 
treffen, also zwei Punkte auf der einen und zwei auf der andern Seite 
von sich haben; die Involution auf X ist daher wiederum hyperbolisch, 
und wir erkennen daraus, dass sie allemal hyperbolisch wird, sobald 
die Involutionen auf s und beide elliptisch sind. Die Punkte y und 
z sind also in diesem Falle reell. 

In ähnlicher Weise können wir leicht einsehen, dass, wenn die 
Involutionen auf s und ? beide hyperbolisch sind, ebenfalls für alle 
drei Lagen a), b), c) die Involution auf X hyperbolisch ist, also y 
und z reell sind; was auch von vorn herein klar ist, weil dann alle 
vier Punkte S, $,, S2, S; reell sind und xyz zum Diagonaldreieck 
haben. Wenn dagegen drittens von den Involutionen auf s und £ die 
eine hyperbolisch, die andere elliptisch ist, so ist für alle drei Lagen 
a), b), e) die Involution auf X elliptisch, also sind y und z imaginär, 
wie die unmittelbare Anschauung lehrt, während von den vier Punkten 
S, Si; S2, Sg nur zwei reell, die beiden andern imaginär sind. Die 
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eben ausgeführte Betrachtung kommt auch mit der in Nr. 186 an- 
gestellten überein. 

Die erlangten Resultate lassen sich nunmehr in folgender Weise 
zusammenfassen: 

Unter den sämmtlichen Kegelschnitten R, welche den Geraden © 
rücksichtlich der beiden gegebenen Polarsysteme entsprechen und dem ge- 
meinsamen Polardreieck xyz umgeschrieben sind, giebt es Ellipsen, 
Parabeln und Hyperbeln. Denken wir uns denjenigen Kegelschnitt WMO) 
construirt, welcher der unendlich entfernten Gerade Go entspricht und, 
ausser durch die Ecken jenes Dreiecks, durch die Mittelpunkte m, m, der 
beiden Polarsysteme bestimmt wird, so entsprechen sämmtlichen Tangenten 
dieses Kegelschnitts MW Parabeln, solchen Geraden G, welche MO in 
zwei reellen Punkten schneiden, Hyperbeln und solchen Geraden ©, 
welche W nicht schneiden, Ellipsen. Unter den Hyperbeln giebt es 
unendlich viele gleichseitige; sie entsprechen allen solchen Geraden ©, 
welche durch einen bestimmten Punkt P, gehen; dies ist der Durchschnitts- 
punkt der beiden Durchbohrungs-Sehnen des Kegelschnitts MD durch 
die Axenpaare der beiden Polarsysteme. Sein conjugirter Punkt Qy 
durch welchen alle gleichseitigen Hyperbeln ausser durch x,y,z gehen, 
ist der Höhenpunkt des Dreiecks xyz. Unter den Ellipsen giebt es einen 
einzigen Kreis; er entspricht derjenigen Gerade &,, welche die Polare 
des Punktes P, in Bezug auf den Kegelschnitt M® ist. 

Geht die Gerade & insbesondere durch eine der Ecken des gemein- 
schaftlichen Polardreiecks, z. B. durch x, so zerfällt der entsprechende 
Kegelschnitt R) in zwei Geraden, von denen die eine immer die Polare 
X von x und die andere eine Gerade q ist, welche ebenfalls durch x 
geht. Diejenigen Punkte Q, welche den Punkten P einer solchen durch x 
gehenden Gerade © conjugirt sind, liegen auf der Gerade g und um- 
gekehrt. Drehen wir die Gerade © um den festen Punkt x, so dreht 
sich auch g um denselben, und ©, g sind comjugirte Strahlen einer In- 
volution (x). Zwei conjugirte Strahlen einer solchen Imvolution erhalten 
wir auch, indem wir x mit irgend einem Paare conjugirter Punkte P, Q 
verbinden; insbesondere sind die beiden durch x gehenden Seiten des ge- 
meinsamen Polardreiecks conjugirt in (x). Wir erhalten auf diese Weise, 
wenn die Ecken x, y, z alle drei reell sind, drei Involutionen (x), (y), (2), 
welche entweder alle drei hyperbolisch oder vom denen nur eine hyperbolisch 
und die beiden andern elliptisch sind. Wenn von den Eckpunkten nur 
einer, £, reell ist, so ist die Involution (x) immer hyperbolisch. 

Die beiden Doppelstrahlen s,t einer solchen Involution sind solche 
Geraden, für welche die den beiden Polarsystemen zugehörigen Involutionen 
identisch werden; es giebt also nur zwei oder sechs solcher Geraden. In 
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dem letzteren Falle schneiden sich die sechs Doppelstrahlen s,t; Si, tiy 
S>, t der drei hyperbolischen Involutionen (x), (y), (2) zu je dreien im 
vier Punkten S, Si, 85, Sz, die ein vollständiges Viereck bilden, dessew 
Diagonaldreieck xyz ist. Die Punkte S, S,, S, S, sind die einzigen von 
solcher Beschaffenheit, dass jeder von ihnen mit seinem conjugirten rück- 
sichtlich beider Polarsysteme zusammenfällt; sie sind zugleich die Doppel- 
punkte derjenigen Involutionen, welche den Geraden s,t... rücksichtlich 
beider Polarsysteme zugleich zugehören. Von diesen vier ausgezeichneten 
Punkten S, S,, S2, 8, sind entweder alle vier oder nur zwei oder keiner reell. 

Gehen wir von einem allemal reellen Eckpunkte x des gemeinsamen 
Polardreiecks aus, dessen Imvolution (x) hyperbolisch ist und die Doppel- 
strahlen s,t hat, so können die beiden Involutionen auf s und t entweder 
beide elliptisch sein, dann sind alle vier Punkte S,S,, 8,, S imaginär, 
aber die beiden übrigen Eckpunkte y und z reell; oder von jenen beiden 
Involutionen auf s und t ist eine hyperbolisch und die andere elliptisch, 
dann sind zwei Punkte S, S, reell, die beiden andern 8,, S, imaginär 
und die beiden übrigen Eckpunkte y und z auch imaginär; oder drittens 
beide Involutimen auf s und t sind hyperbolisch, dann sind alle vier 
Punkte S, Si, S>, Sy reell und auch die übrigen Eckpunkte y, z. Wenn 
die beiden Polarsysteme hyperbolisch sind, so sind die Punkte S,S,,S,,S;, 
die Durchschnittspunkte ihrer Kern- Kegelschnitte, xyz ihr gemeinschaft- 
liches Polardreieck und die Doppelstrahlen s, t; Si, ti; S2, tẹ der drei In- 
volutionen (x), (y), (2) die sechs gemeinschaftlichen Secanten der beiden 
Kegelschnitte. Aber auch wenn eins oder beide Polarsysteme elliptisch 
sind, ist das gemeinschaftliche Polardreieck xyz immer reell und von den 
drei Involutionen (x), (y), (2) eine hyperbolisch, die beiden andern sind 
elliptisch, also ein Paar gemeinschaftlicher Secanten s, t, d.h. zwei solche 
Geraden, für deren jede die den Polarsystemen zugehörigen beiden In- 
volutionen identisch sind, immer reell. 

Es ist noch zu bemerken, dass aus der vorigen Betrachtung auch 
das umgekehrte Resultat sich ergiebt: Wenn von dem beiden Polar- 
systemen gemeinschaftlichen Polardreieck allein x und X reell (y und 
2 imaginär) sind, ein Fall, der nur bei zwei hyperbolischen Polar- 
systemen eintreten kann und zur Folge hat, dass immer die In- 
volution (x) hyperbolisch ist, also die reellen Doppelstrahlen s und £ 
hat, so muss von den beiden Involutionen auf s und f, welche den 
Polarsystemen gemeinschaftlich zugehören, die eine hyperbolisch, die 
andere elliptisch sein, denn wäre dies nicht, so müssten y und z reell 
sein. Also müssen die beiden Kern-Kegelschnitte der Polarsysteme, 
damit y und z imaginär seien, zwei reelle und zwei imaginäre Schnitt- 
punkte haben. 
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Vermöge der dem Polarsystem innewohnenden Dualität lässt 326 
sich eine der vorigen gleichlaufende Betrachtung anstellen, indem 
man die Paare conjugirter Geraden ©, H in Bezug auf beide Polar- 
systeme betrachtet und die Kegelschnitte &@ untersucht, welche allen 
Punkten P entsprechen und sämmtlich dem Dreiseit XYZ einge- 
schrieben sind. Diese Betrachtung ist der obigen nach dem Dualitäts- 
princip so gleichförmig nachzubilden, dass es genügt, die Resultate 
hervorzuheben und nur die abweichenden Punkte etwas näher zu be- 
leuchten. 

Die Pole einer beliebigen Gerade © in Bezug auf die beiden ge- 
gebenen Polarsysteme bestimmen die conjugirte Gerade H, und wenn 
© sich um einen Punkt P dreht, so umhüllt H einen Kegelschnitt C2. 
Insbesondere ist der unendlich entfernten Gerade @, diejenige Gerade 
Mi, eonjugirt, welche die Mittelpunkte beider Polarsysteme verbindet, 
und allen Punkten P dieser Gerade M, entsprechen daher Kegel- 
schnitte CC®, welche Parabeln sind. Einem Punkte P, welcher auf 
einer Seite des gemeinschaftlichen Polardreiecks liegt, z. B. auf X, 
entspricht ein Punktepaar (x, p), wo p auf X liegt. Verändern wir 
den Punkt P auf der Gerade X, so verändert sich auch p auf der- 
selben, und es erzeugt das Punktepaar Pp eine Involution (X). Irgend 
zwei conjugirte Geraden ©, 9 treffen eine Seite X des gemeinsamen 
Polardreiecks immer in zwei conjugirten Punkten P,p der Involution (X), 
und die Gerade M, trifft daher die X in dem Mittelpunkt m derselben. 
Hieraus folgt, dass, wenn die drei Seiten X, Y, Z sämmtlich reell 
sind, von den drei Involutionen (X), (Y), (Z) entweder alle drei hyper- 
bolisch, oder eine hyperbolisch und die beiden andern elliptisch sind; 
denn z. B. auf X sind immer die beiden Eckpunkte y, Z conjugirt 
in (X), und die Gerade W, kann die Seiten des Dreiecks gyz nur in 
drei solchen Punkten m, m,, m, treffen, welche entweder alle drei auf 
den Verlängerungen der Dreiecksseiten, oder von denen nur einer auf 
der Verlängerung und die beiden andern auf den Dreiecksseiten selbst 
liegen. Da nun m,m, m, die Mittelpunkte der drei Involutionen 
(X), (XY), (Z) und y,z; 2,2; x,y je ein Paar conjugirter Punkte der- 
selben sind, so ergiebt sich die obige Behauptung. 

In dem Falle, dass von den drei Seiten nur eine X und der 
Schnittpunkt x der beiden andern, der Pol von X, reell ist, lässt sich 
leicht zeigen, dass die Involution (X) hyperbolisch ist. Der Punkt x 
liegt innerhalb des einem beliebigen Punkte P entsprechenden Kegel- 
schnitts 6, weil die Tangenten Y, Z aus ihm imaginär sind. Ziehen 
wir nun durch P irgend eine Gerade & und construiren die conjugirte 
Gerade H, eine Tangente des Kegelschnitts C®, so bestimmen ©, 9 
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zwei conjugirte Punkte s und ø der Involution (X). Durch s geht; 
eine zweite Tangente $' an 6@, deren conjugirte Gerade &' die Po 
sein muss. Wir haben also zwei Paare conjugirter Geraden ©, © und 
©', 6', finden aus ihnen ein drittes Paar (GG, HH) und (69, HG), 
und da von diesen beiden Geraden die erstere durch P = ©6' geht, 
so muss die letztere (© 0', 96") den Kegelschnitt C® berühren. Nun 
ist aber ®&$' nichts anderes als s und 96’ nichts anderes als ø, 
folglich (69H, 56) = sø = X, und die conjugirte Gerade (GG, HH') 
muss daher durch x gehen, d. h. $9' muss auf der Verbindungslinie Pæ 
liegen. Diese Gerade Pæ bleibt nun fest, während wir die Gerade ©, 
also auch 9, © und $' verändern; wenn wir aus den Punkten der 
Gerade Pæ die Tangentenpaare HS an den Kegelschnitt C® legen, 
so treffen dieselben die feste Tangente X dieses Kegelschnitts in 
Punktepaaren os der vorhin gefundenen Involution (X) (Nr. 110). 
Diese von der Gerade Px abhängende Involution ist elliptisch, wenn 
die Gerade Px den Kegelschnitt &® nicht schneidet, hyperbolisch, 
wenn sie ihn in zwei reellen Punkten trifft. Da der Punkt œ in 
unserem Falle innerhalb des Kegelschnitts C®% liegt, so muss Pæ den- 
selben in zwei reellen Punkten schneiden, also die Involution (X) 
hyperbolisch sein, was zu beweisen war. 

Wenn wir entscheiden wollen, ob der einem Punkte P ent- 
sprechende Kegelschnitt © Ellipse oder Hyperbel wird, so brauchen 
wir nur diejenigen Punkte P in der Ebene aufzusuchen, für welche 
6® in einen jener beiden Grenzübergänge zwischen Ellipse und Hyperbel, 
Parabel oder Punktepaar, ausartet. Diese Orte kennen wir aber; sie 
sind die Gerade M,, deren Punkten P Parabeln als Kegelschnitte C® 
entsprechen, und die drei Seiten X, Y, Z (wenn sie sämmtlich reell 
sind), deren Punkten P Kegelschnitte 6® entsprechen, welche in 
Punktepaare ausarten, Die vier Geraden X, Y; Z, M, theilen die 
Ebene in elf Regionen, und den Punkten P innerhalb derselben Region 
entsprechen immer Kegelschnitte derselben Art; wir haben aber zu 
untersuchen, welchen Regionen Hyperbeln und welchen Ellipsen ent- 
sprechen. Hierüber erhalten wir unter der Annahme, dass alle drei 
Geraden X, Y,Z reell sind, Auskunft, indem wir die Involutionen 
(X), (X), (Z) ins Auge fassen, welche bestimmt sind durch je ein 
Paar conjugirter Punkte: y,2; 2,0; x,y und die Mittelpunkte: m, m, m, 
nämlich die Schnittpunkte von M, mit X, Y, Z (Fig. 101). 

Es sei um einen beliebigen Punkt P eine Gerade © gedreht, 
welche X, Y, Z in den Punkten a,b,c treffe, so liegen die diesen 
eonjugirten Punkte «, ß,y in.den drei Involutionen (X), (Y),(Z) 
auf der conjugirten Gerade H, welche den Kegelschnitt &®9 umhüllt. 
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Wir können diesen auch als das Erzeigniss zweier projectiver Punkt- 
reihen, z. B. auf den Trägern Y und Z, auffassen, indem wir die 
Punkte 8 und y verfolgen; um dann den Berührungspunkt des Kegel- 
schnitts &@ mit der Gerade Y zu erhalten, ziehen wir Py, welche Y 
in r treffe, und nehmen den zu r snofapiiken Punkt ¢ in der Inyo- 
lution (Y i welcher der gesuchte Berührungspunkt ist, da er in den 
projectiven Punktreihen dem Punkte x = YZ als Punkt von Z ent- 
spricht. 


Fig. 101. 
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Um denjenigen Punkt ß auf Y zu finden, welcher dem unendlich 
entfernten auf Z entspricht, ziehen wir Pm,, welche in b die Ge- 
rade Y treffe, und bestimmen den conjugirten ß zu b in (Y). Jetzt 
können wir das in Nr. 80 angegebene Kennzeichen in Anwendung 
bringen: Liegt £ in der Strecke xß, so ist der Kegelschnitt C 
Ellipse, liegt ¢ ausserhalb «ß, so ist er Hyperbel. Von den elf 
Regionen, in welche die Ebene durch die Geraden X, Y, Z, M, zer- 
theilt wird, sind infolge dessen fünf „hyperbolisch“ (h) und die übrigen 
sechs „elliptisch“ (e); d.h. der dem Punkte P entsprechende Kegel- 
schnitt &® ist Hyperbel, sobald P in einem der Räume (h) liegt, da- 
gegen Ellipse, sobald er in einem der Räume (e) liegt. Die Räume (h) 
sind diejenigen, in welche die drei Diagonalen des von den Geraden 
X, Y, Z, M, gebildeten vollständigen Vierseits ganz hineinfallen, 
während die Räume (e) von den Diagonalen nicht getroffen werden;* 
am jeden Eckpunkt des vollständigen Vierseits gruppiren sich immer 
„wei elliptische Scheitelräume und zwei hyperbolische. Wir unter- 
lassen der Kürze wegen die Untersuchung des Falles, in welchem vom 
gemeinsamen Polardreieck nur eine Seite X und der Schnittpunkt x 
der beiden andern reell ist; die beiden Geraden X und M, theilen 
dann die Ebene nur in vier unendliche Räume, zwei Paare Scheitel- 


* Vergl. Figur 78 (in Nr. 272). 
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räume; dasjenige Paar Scheitelräume, in deren einem xv liegt, enthälit 
alle solche Punkte P, deren entsprechende Kegelschnitte C&® Hyperbelm 
werden, das andere Paar Scheitelräume diejenigen, denen Ellipsen ent- 
sprechen. Auch möge dem Leser die Aufsuchung derjenigen besonderem 
Punkte P überlassen bleiben, deren entsprechende Kegelschnitte ©) 
Kreise oder gleichseitige Hyperbeln sind. 

Die drei Involutionen (X), (Y), (Z), von denen entweder eine 
oder alle drei hyperbolisch sein müssen, haben zu Doppelpunkten:: 
8, t; &,,t,5 &,t,, Punkte von besonderer Wichtigkeit in Bezug auf die 
beiden gegebenen Polarsysteme. Die Involution, welche einem dieser 
sechs Punkte in Bezug auf die beiden Polarsysteme zugehört, ist 
nämlich eine und dieselbe; wenn sie hyperbolisch ist, so sind ihre 
beiden Doppelstrahlen sowohl Tangenten des einen als auch des andern 
Kern-Kegelschnitts, also gemeinschaftliche Tangenten. Von den sechs 
Punkten 8,t,3,,t,,%,t, sind entweder zwei oder alle sechs reell; im 
letzteren Falle liegen sie zu je dreien auf vier geraden Linien, welche 
die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kern-Kegelschnitte beider 
Polarsysteme sind; das von denselben gebildete vollständige Vierseit hat 
X, Y, Z zu seinen drei Diagonalen. Wenn dagegen nur zwei Punkte 
3 und t, auf X, reell sind, so sind die ihnen zugehörigen Involutionen 
entweder beide elliptisch, und dann sind auch Y und Z reell, oder 
eine elliptisch und die andere hyperbolisch, dann sind Y und Z 
imaginär. Im ersteren Fall sind entweder beide oder ein Polarsystem 
elliptisch, oder falls beide hyperbolisch sind, haben ihre Kern-Kegel- 
schnitte keine reelle gemeinschaftliche Tangente; im letzteren Fall, 
der nur eintreten kann, wenn beide Polarsysteme hyperbolisch sind, 
haben die Kern-Kegelschnitte zwei reelle und zwei imaginäre gemein- 
schaftliche Tangenten, jedes Paar aber hat einen reellen Schnittpunkt $, 
bezw. t auf X. Sobald also umgekehrt von dem gemeinschaftlichen 
Polardreieck nur eine Seite X und der Schnittpunkt x der beiden 
andern reell ist, diese selbst aber imaginär sind, sind beide Polar- 
systeme hyperbolisch, und ihre Kern-Kegelschnitte haben nur zwei 
reelle gemeinschaftliche Tangenten. Halten wir dies mit dem analogen 
früher gefundenen Resultat zusammen, so folgt aus der Identität und 
zusammengehörigen Realität des Polardreiecks xyz mit dem Polar- 
dreiseit X YZ, dass, wenn zwei Kegelschnitte nur zwei reelle Schmitt- 
punkte haben, sie auch nothwendig zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten 
und nur zwei solche haben, und umgekehrt. (Nr. 271.) 

Die beiden in dem Vorstehenden betrachteten eindeutigen Ver- 
wandtschaften, welche durch die beiden gegebenen Polarsysteme be- 
wirkt werden — in deren einer jedem Punkte P ein Punkt Q zu- 
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geordnet* ist und den Punkten P einer Gerade © Punkte Q eines 
Kegelschnitts &® entsprechen, welcher durch drei feste Punkte x, y, 2 
geht, während in der andern jeder Gerade & eine Gerade $ zugeordnet 
ist und sämmtlichen durch einen Punkt P gehenden Geraden © Ge- 
raden H entsprechen, die einen Kegelschnitt &® umhüllen, welcher 
einem festen Dreiseit X YZ eingeschrieben ist, das mit xyz identisch 
ist — erfordern zu ihrer Bestimmung nicht die vollständige Kenntniss 
der beiden Polarsysteme, sondern nur des gemeinschaftlichen Polar- 
dreiecks xyz = XYZ und in dem einen Falle irgend eines Paares 
zugeordneter Punkte P, Q, in dem andern eines Paares zugeordneter 
Strahlen ©, 9. 

In der That, nehmen wir zuerst xyz und ein Paar zugeordneter 
Punkte P, Q als gegeben an, so ist die erste Verwandtschaft voll- 
ständig bestimmt; indem wir nämlich P und Q mit æ, y,z und diese 
Punkte unter sich verbinden, erhalten wir durch jeden der letzteren 
zwei Strahlenpaare, welche eine Involution bestimmen, z. B. bei æ die 
Strahlenpaare £P, £Q; sy, £z; haben wir auf diese Weise die drei 
Involutionen (x), (y), (2) hergestellt, so finden wir zu jedem andern 
Punkte P den zugeordneten Q, indem wir zP und yP ziehen und 
in den Involutionen (2) und (y) die beiden eonjugirten Strahlen zu 
ihnen aufsuchen, welche sich in dem gesuchten Punkte @ treffen. 
Hierdurch ist nun auch für jede Gerade © der entsprechende Kegel- 
schnitt $® leicht. herzustellen. 

Andererseits ist durch X YZ und ein Paar conjugirter Strahlen 
©, H die zweite Verwandtschaft vollständig bestimmt; es ist wohl un- 
nöthig, die duale Construction zu wiederholen. Als ein besonderes 
Paar zugeordneter Strahlen, welches neben XYZ zur Bestimmung 
dieser Verwandtschaft dient, empfiehlt sich Ge und M,; die drei 
Schnittpunkte von X, Y,Z mit M, sind dann die drei Mittelpunkte 
der Involutionen (X), (Y), (Z). 


Bemerken wir, dass von zwei zugeordneten Punkten der ersten 
Verwandtschaft jeder aus dem andern in gleicher Weise entsteht, und 
ähnliches für zugeordnete Strahlen der zweiten Verwandtschaft gilt; 
deshalb sind diese Verwandtschaften involutorisch (Nr. 223). 


Wir müssen noch den andern möglichen Fall betrachten, dass 
von dem Polardreieck nur ein Eckpunkt x und die gegenüberliegende 
Seite X (Polare von x), auf dieser aber eine elliptische Involution 


* Conjugirt sind P, Q in Bezug auf die beiden Polarsysteme, in der Ver- 


wandtschaft mögen sie zugeordnet oder entsprechend heissen; ähnlich im andern 
Falle. 
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gegeben ist, deren Doppelpunkte y,# imaginär sind; fügen wir danm 
noch zwei zugeordnete Punkte P, Q hinzu, so ist die Verwandtschaftt 
der ersten Art wiederum vollständig bestimmt, aber die vorhin anı- 
gegebene Construction beliebig vieler anderer Paare zugeordnete 
Punkte P, Q ist nicht mehr anzuwenden, weil die Punkte y,z selbsit 
nicht reell existiren. Wir werden uns in diesem Falle zunächst die 
Involution (x) herzustellen haben, von welcher unmittelbar nur dass 
einzige Paar conjugirter Strahlen v P und æQ gegeben ist; ihre Doppell- 
strahlen s, müssen sowohl harmonisch liegen mit xP und xQ, alis 
auch mit zy und xz; dies lässt sich aber auch unabhängig von der 
Realität der letzteren Geraden xy, xz so aussprechen: Die Doppell- 
strahlen s und ¢ bilden das gemeinschaftliche Paar conjugirter Strahlem 
für zwei concentrische Involutionen um x, von denen eine hyperbolischh 
ist und æ P, xQ zu Doppelstrahlen hat, während die andere die Strahlem 
xy und æz zu Doppelstrahlen hat; diese zweite Involution ist per- 
spectiv zu der auf X gegebenen Involution, von welcher y und z die 
Doppelpunkte sind. Die beiden concentrischen Involutionen um g sind 
also bekannt, und sie haben ein reelles Paar conjugirter Strahlen ge- 
meinschaftlich, weil eine von ihnen elliptisch ist. Dieses Paar s, t 
giebt die Doppelstrahlen der Involution (x), welche, wie wir auch von 
früher wissen, hyperbolisch sein muss. 

Ist die Involution (x) also ermittelt, so lässt sich jetzt zu jeder 
durch den gegebenen Punkt P gehenden Gerade © der entsprechende 
Kegelschnitt $@ herstellen; er muss nämlich durch « und Q gehen, 
die auf X gegebene elliptische Involution zu seiner zugehörigen haben 
und endlich von der Involution (x) in einer krummen Involution ge- 
schnitten werden, deren Centrum der Punkt GX ist; verbinden wir daher 
x mit diesem Punkte und suchen den conjugirten Strahl in (x) auf, 
so muss derselbe den Kegelschnitt &@ in x berühren. Wir kennen 
daher jetzt fünf Punkte des Kegelschnitts R, wodurch er vollständig 
bestimmt wird, nämlich den Punkt @, die beiden in x zusammen- 
fallenden Punkte, d.h. x und seine Tangente und die zugehörige In- 
volution auf X, d.h. die beiden imaginären Punkte y und 2. Die 
Construction des durch diese Bestimmungsstücke gegebenen Kegel- 
schnitts ist in Nr. 111 ausgeführt. Wir können demnach zu jeder 
durch P gezogenen Gerade © den entsprechenden Kegelschnitt KP 
herstellen und ebenso zu jeder durch Q gehenden Gerade ©, den ent- 
sprechenden Kegelschnitt 8; jeder beliebige Punkt kann nun als der 
Schnittpunkt zweier solcher Geraden ©, ©, angesehen werden; die 
beiden entsprechenden Kegelschnitte KO, R haben dann zu ihrem 
vierten gemeinschaftlichen Punkte ausser x, y,2 denjenigen, welcher 
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dem Schnittpunkte &®, zugeordnet ist. Wie der vierte gemeinschaft- 
liche Punkt der beiden Kegelschnitte X®, R® gefunden wird, ist in 
Nr. 173 angegeben worden. Wir sind nunmehr im Stande, zu jedem 
Punkte den zugeordneten Punkt zu construiren, mithin auch zu jeder 
beliebigen Gerade © den entsprechenden Kegelschnitt K); wir haben 
also die Verwandtschaft der ersten Art auch für den angenommenen 
Fall herzustellen gelehrt. In ganz analoger Weise wird die der zweiten 
Art hergestellt, wenn zu ihrer Bestimmung neben einem beliebigen 
Paar zugeordneter Strahlen ©, 9 von dem Dreieck allein ein reeller 
Strahl X und der Schnittpunkt x der beiden andern mit der elliptischen 
Involution gegeben ist, dessen imaginäre Doppelstrahlen Y und Z sind. 

Durch ein Paar conjugirter Punkte P, Q und ein Polardreieck gyz 
wird das Polarsystem nicht vollkommen bestimmt, sondern es giebt 
unendlich viele Polarsysteme, welche diese Stücke gemein haben, denn 
wir können nach der Construction 4) Nr. 302 neben dem Polardreieck 
zwei Paare conjugirter Punkte geben, das feste PQ, das allen gemein- 
sam ist, und ein veränderliches, durch das die verschiedenen Polar- 
systeme sich ergeben. Daher steht es uns frei, anstatt der beiden 
als gegeben angesehenen Polarsysteme, von welchen wir ausgingen, 
andere zu setzen, für welche P,Q conjugirte Punkte sind und gyz 
ein Polardreieck ist; durch je zwei solche Polarsysteme wird immer 
dieselbe Verwandtschaft der ersten Art bestimmt. Wir können alle 
Polarsysteme auf die Weise herstellen, dass wir um Q eine Gerade Q 
drehen und zur Bestimmung des Polarsystems immer das Polardreieck 
xyz und das Paar Pol und Polare P und Q nehmen, wodurch das Polar- 
system jedesmal vollständig und eindeutig bestimmt wird nach 3) Nr. 301. 
Die Gesammtheit dieser Polarsysteme nennen wir ein Büschel von 
Polarsystemen; die Mächtigkeit desselben ist gleich gross mit der eines 
Strahlbüschels, denn es giebt so viel Polarsysteme in ihm, als Strahlen 
X durch einen Punkt Q. Irgend ein Paar zugeordneter Punkte P,,@, 
der Verwandtschaft, welche durch xyz und P, Q bestimmt wird, muss 
nun auch ein Paar conjugirter Punkte sein für irgend zwei andere 
Polarsysteme des Büschels, welche wir beliebig herausnehmen können, 
z. B. für eins der ursprünglichen und ein neues, d.h. Q ist dem P auch 
eonjugirt in Bezug auf das neue und liegt auf der Polare von P in 
demselben. Mit andern Worten: Die Polaren eines beliebigen Punktes 
in Bezug auf alle Polarsysteme eines Büschels von Polarsystemen laufen 
durch einen festen Punkt, der ihm nun in Bezug auf alle diese Polar- 
systeme conjugirt ist. Wenn viermal zwei in Bezug auf alle Polar- 
systeme des Büschels conjugirte Punkte herausgenommen werden, so 
ist, wie wir von Nr. 307 her wissen, das Büschel auch bestimmt; 
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wir fanden dann dort, dass in allen Polarsystemen, denen diese Paare 
conjugirter Punkte gemeinsam sind, jedem weiteren Punkt ein festeır 
als conjugirt zugeordnet ist. 

Da wir irgend zwei Polarsysteme des Büschels zur Hervorbringung 
der Verwandtschaft wählen können, so folgt ferner: Sind von zwei 
Punkten P, und P, die Polaren in Bezug auf irgend ein Polarsystenn 
des Büschels ermittelt, so geht die erste durch den conjugirten Punkt 
Q, von P,, die zweite durch den Q, von P,, und sie schneiden sich 
in einem Punkte @,, dessen Polare in Bezug auf das gewählte Polar- 
system die Verbindungslinie P, P, ist; der conjugirte Punkt P, zu Q, 
muss also auf P, P, liegen. Verändern wir das aus dem Büschel ge- 
nommene Polarsystem, so verändert sich Q, und beschreibt denjenigen 
Ort, welcher alle Punkte enthält, die den Punkten der Gerade P, P, 
= © conjugirt sind, d.h. den Kegelschnitt K&O. 

Hieraus folgt: Die Pole einer Gerade & in Bezug auf sämmtlichve 
Polarsysteme eines Büschels liegen auf einem Kegelschnitt RO, welcher 
dem gemeinschaftlichen Polardreieck xyz umgeschrieben ist. Dies lässt 
sich auch so aussprechen: Die Polaren zweier Punkte P, und P, in 
Bezug auf sämmtliche Polarsysteme eines Düschels beschreiben zwei pro- 
jective Strahlbüschel (Q,) und (Q), welche zu je zwei entsprechenden 
Strahlen die Polaren in Bezug auf dasselbe Polarsystem des Büschels 
haben. Nehmen wir für © insbesondere die unendlich entfernte Ge- 
rade Ge, so enthält der entsprechende Kegelschnitt KƏ die Mittel- 
punkte aller Polarsysteme des Büschels, also: Die Mittelpunkte sämmt- 
licher Polarsysteme eines Büschels liegen auf einem Kegelschnitt WP, 
welcher dem gemeinsamen Polardreieck xyz wumgeschrieben ist. Dieser 
Kegelschnitt M® entscheidet zugleich über die Art der in dem 
Büschel enthaltenen Polarsysteme, d. h. ob dieselben hyperbolisch oder 
elliptisch sind. Zuvörderst ist nämlich klar, dass, wenn die aus- 
gezeichneten Punkte S$, Si, Sə, Sz, in deren jeden zwei conjugirte 
Punkte P, Q zusammenfallen, entweder alle vier reell sind, oder wenn 
auch nur zwei von ihnen reell sind, offenbar alle Polarsysteme des 
Büschels hyperbolisch sein müssen, denn jeder Strahl durch einen 
dieser Punkte liefert im zweiten Doppelpunkt der Involution, die ihm 
in einem der Polarsysteme zugehört, einen zweiten reellen Punkt des 
Kern - Kegelschnitts. Die reellen Kern - Kegelschnitte bilden ein ge- 
wöhnliches Kegelschnittbüschel mit vier oder zwei reellen Grund- 
punkten. Sobald daher von dem gemeinschaftlichen Polardreieck nur 
x und X reell sind, y und z imaginär, sind alle Polarsysteme des 
Büschels hyperbolisch, und die Kern-Kegelschnitte haben zwei reelle 
und zwei imaginäre gemeinschaftliche Grundpunkte. Wenn dagegen 
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jenes Dreieck xyz völlig reell ist, so sind entweder die Involutionen 
(æ), (Y), (2) alle drei hyperbolisch, oder nur eine ist hyperbolisch und 
(die beiden anderen sind elliptisch. Im ersteren Falle enthält das 
Büschel wiederum lauter hyperbolische Polarsysteme, deren Kern- 
Kegelschnitte ebenfalls ein gewöhnliches Kegelschnittbüschel mit vier 
reellen Grundpunkten S, 5,, S>, Sg bilden; im letzteren Falle wird das 
Büschel theils hyperbolische, theils elliptische Polarsysteme enthalten; 
die Kern-Kegelschnitte der ersteren bilden ein Kegelschnittbüschel 
mit vier imaginären Grundpunkten; dies ist aber, wie wir jetzt sehen, 
nur ein unvollständiges Gebilde, zu dessen Ergänzung noch die imaginären 
Kegelschnitte hinzutreten müssen, welche den elliptischen Polarsystemen 
eines solchen Büschels entsprechen. 

Wir sehen die Richtigkeit der letzten Behauptung leicht ein, 
wenn wir, falls von den (reellen) Involutionen (x), (y), (2) eine 
hyperbolisch und die beiden andern Fig. 102. 
elliptisch sind, genauer untersuchen, in (e4) 
welcher Weise die conjugirten Punkte 
P, Q die verschiedenen Gebiete der 
Ebene bedecken. Die Ebene wird jaẹ, —— 
wie wir wissen, durch die Seiten des (2z) 
Dreiecks xyz in die sieben Regionen (e), / (h) it (es) 
(e1), (hy), (e2), Ca), (es), g) (Fig. 102)* ge- 
theilt. Benutzen wir wieder das bekannte Kennzeichen für elliptische 
und hyperbolische Involution, so erkennen wir aus den Fällen hee der 
Tabelle in Nr. 322, dass, wofern die Involution (x) hyperbolisch ist, 

wenn P in der Region (e) liegt, der conjugirte Punkt Q in einer 
der Regionen (e,) oder (h,); 

wenn P in einer der Regionen (e,) und (h,) liegt, @ in der 
Region (e); 

wenn P in einer der Regionen (e,) und (h) liegt, @ in einer der 
Regionen (e,) und (h,); 

wenn P in einer der Regionen (e,) und (h,) liegt, Q in einer der 
Regionen (e,) und (h,) liegen muss. 

In dem andern Fall, wo (x), (y), (2) alle drei hyperbolisch sind, 
findet die Vertheilüng in folgender Weise statt (vergl. hhh): 

wenn P in (e) liegt, so liegt auch der conjugirte Punkt Q in (e); 

wenn P in (e) oder (h,) liegt, so liegt auch Q in (e,) oder (h,); 

wenn P in (e,) oder (h,) liegt, so liegt auch Q in (e,) oder (A,); und 

wenn P in (e,) oder (h,) liegt, so liegt auch Q in (e,) oder (h,). 


Z 


* Vergl. Fig. 98. 
Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 30 
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Kehren wir aber zum vorigen Falle zurück. Den unendlich ent- 
fernten Punkten P sind die Punkte Q des Kegelschnitts MO) conjugirt. 
Jeder Punkt m dieses Kegelschnitts ist der Mittelpunkt eines Polar- 
systems des Büschels, und dieses System ist vollständig bestimmt 
durch das Polardreieck xyz und den Mittelpunkt m, dessen Polare Ge 
bekannt ist. Wenn m in der Region (e) liegt, so muss das Polar- 
system elliptisch sein, weil die drei ihm zugehörigen Involutionen auf 
den Seiten X, Y,Z alle drei elliptisch sind. Denn die Polaren der 
unendlich fernen Punkte dieser Seiten sind die Verbindungslinien von m 
mit den Ecken x,y,z, und ihre Schnitte mit X, Y, Z sind die Mittel- 
punkte dieser Involutionen und liegen auf allen zwischen den Ecken, 
wenn m in (e) lieg. Dass der Kegelschnitt bei dieser Lage des 
Mittelpunkts zum Polardreieck xyz nicht reell sein kann, wissen wir 
schon von Nr. 214 her. 

Wenn dagegen m in einer der anderen Regionen liegt, muss das 
Polarsystem hyperbolisch sein, weil von jenen drei Involutionen immer 
zwei hyperbolisch werden und die dritte elliptisch (Nr. 297; vergl. 
Nr. 214). 

Wegen der unendlich fernen Punkte von (e,), die zugleich die 
von (h) sind, dringt der Kegelschnitt M@ in die Region (e); da (e) 
keine unendlich fernen Punkte hat, so gelangt er nicht in (e,) und (h). 
Weil er also ins Innere des Dreiecks xyz, dem er umgeschrieben ist, 
dringt, muss er Hyperbel sein; und es ist ersichtlich, dass der eine 
Ast von (e&) über y nach (e) und dann über z nach (e,) geht und 
der andere von (h,) über x nach (h); denn von (e) nach (e,) darf er 
ja nicht gehen; also kann der im Innern befindliche Bogen nur über 
y und z austreten und in (e) und (e,) eintreten. Diejenigen seiner 
Punkte m, welche in den Raum (e) hineinfallen, sind die Mittelpunkte 
der elliptischen Polarsysteme des Büschels, die übrigen die Mittel- 
punkte der hyperbolischen, welche selbst wieder in zwei Reihen zer- 
fallen. Von Nr. 214 her wissen wir, dass die Kegelschnitte mit dem 
Polardreieck xyz, welche ihre Mittelpunkte in (h) und (h,) haben, 
Hyperbeln, und diejenigen, welche sie in (ep) und (e,) haben, Ellipsen 
sind. Der eine Zweig der Hyperbel M@ enthält also die Mittelpunkte 
sämmtlicher hyperbolischen Polarsysteme des Büschels, deren Kern- 
Kegelschnitte Hyperbeln sind, ihr anderer Zweig wird durch die 
Punkte y und z in drei Stücke getheilt: das endliche Stück zwischen 
y und z enthält die Mittelpunkte der elliptischen Polarsysteme (ima- 
ginären Kegelschnitte), die beiden übrigen unendlichen Stücke ent- 
halten die Mittelpunkte der hyperbolischen Polarsysteme des Büschels 
deren Kern-Kegelschnitte Ellipsen sind. 
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Hierbei tritt der bemerkenswerthe Uebergang von einem reellen 
Kegelschnitt (einer Ellipse) zum imaginären Kegelschnitt durch einen 
Punkt, d.h. Nullkegelschnitt (jeden der Punkte y und z) auf, oder 
genauer durch ein imaginäres Geradenpaar, das aus den Doppelstrahlen 
von (y), bezw. (z) besteht (vergl. Nr. 199). Die beiden unendlich 
entfernten Punkte der Hyperbel M® sind die Mittelpunkte zweier 
hyperbolischen Polarsysteme des Büschels, deren Kern-Kegelschnitte 
Parabeln sind. Hierdurch ist also die obige Behauptung gerecht- 
fertigt. 

Auch für den andern Fall, dass die drei Involutionen (æ), (y), (2) 
hyperbolisch sind, zeigt die letzte Betrachtung eine vollkommene 
Uebereinstimmung mit dem bei der Untersuchung des Kegelschnitt- 
büschels Gefundenen. Der Mittelpunkts-Kegelschnitt MA darf nämlich 
in diesem Fall den Raum (e) nicht treffen und kann sowohl Ellipse, 
als auch Hyperbel sein. Ist er Ellipse, so trifft er nur die Räume 
(hi), (ha), (ha); die Kern-Kegelschnitte aller Polarsysteme des Büschels 
sind also Hyperbeln. Ist er Hyperbel, so muss er dieselben Räume 
treffen, welche den einen (durch x, y, 2 gehenden) Zweig der Hyperbel 
enthalten, während der andere Zweig ganz in einem der Räume (e,), 
(e>); (e,) enthalten ist. Die Kern-Kegelschnitte zerfallen also in eine 
Reihe von Ellipsen, welche ihre Mittelpunkte auf dem einen Zweige 
der Hyperbel M@) haben, und in eine Reihe von Hyperbeln, welche 
sie auf ihrem andern Zweige haben, und beide Reihen werden durch 
zwei Parabeln von einander getrennt, deren Mittelpunkte die unendlich 
entfernten Punkte von M@ sind. Das haben wir früher von anderer 
Seite her (Nr. 196) erkannt. 


Die Ausführung der dualen Betrachtung ist ohne weitere Schwierig- : 


keit; durch ein Polardreiseit X YZ und ein beliebiges Paar conjugirter 
Strahlen ©, H ist nicht nur ein, sondern sind unendlich viele Polar- 
systeme bestimmt, welche eine Schaar von Polarsystemen bilden, deren 
Mächtigkeit gleich gross ist mit der einer geraden Punktreihe. Die 
Pole einer beliebigen Gerade in Bezug auf sämmtliche Polarsysteme 


der Schaar liegen auf einer andern (eonjugirten) Gerade; daher liegen 


insbesondere die Mittelpunkte sämmtlicher Polarsysteme der Schaar 
auf einer Gerade M,, welche der unendlich entfernten Gerade Go 
eonjugirt ist. Die Polaren eines Punktes in Bezug auf sämmtliche 
Polarsysteme einer Schaar umhüllen einen Kegelschnitt &®%, welcher 
dem gemeinschaftlichen Polardreiseit X YZ eingeschrieben ist. Die 
Polarsysteme einer Schaar sind sämmtlich hyperbolisch, sobald a) von 
dem gemeinschaftlichen Polardreiseit allein ein Strahl X und der 
Schnittpunkt x der beiden andern Y, Z reell, diese selbst aber imäginär 
30* 
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sind; die Kern-Kegelschnitte bilden eine Kegelschnittschaar mit zwei 
reellen und zwei imaginären gemeinschaftlichen Tangenten; b) sobald 
X, Y, Z alle reell und die Involutionen (X), (Y), (Z) auf ihnen 
alle drei hyperbolisch sind; die Kern-Kegelschnitte bilden eine Kegel- 
schnittschaar mit vier reellen gemeinschaftlichen Tangenten. Wenn 
dagegen ec) X, Y, Z alle reell und von den Involutionen (X), (Y), (Z) 
nur eine (X) hyperbolisch, die beiden andern elliptisch sind, so 
besteht die Schaar theils aus hyperbolischen, theils aus elliptischen 
Polarsystemen; die Kern-Kegelschnitte der hyperbolischen bilden eine 
Schaar mit vier imaginären gemeinschaftlichen Tangenten. Dieses 
Gebilde wird aber erst zu einem vollständigen durch Hinzufügung 
der imaginären Kegelschnitte, welche durch die elliptischen Polar- 
systeme der Schaar vertreten werden. Nach dem Obigen muss in 
diesem Falle c) die Gerade WM, die Seiten des von den Geraden 
X, Y, Z gebildeten Dreiecks so treffen, dass von den Schnittpunkten 
zwei in den Seiten selbst und nur einer in der Verlängerung liegt, 
also ein Stück der Gerade M, in den endlichen Dreiecksraum (e) 
hineinfällt. Dieses Stück enthält die Mittelpunkte der elliptischen 
Polarsysteme der Schaar, während diejenigen Stücke von M,, welche 
in (hi), (hg), (hy) enthalten sind, die Mittelpunkte von hyperbolischen 
Polarsystemen mit Hyperbeln als Kern-Kegelschnitten und die Stücke, 
welche in die Räume (e,), (&), (e,) fallen, die Mittelpunkte von hyper- 
bolischen Polarsystemen mit Ellipsen als Kern-Kegelschnitten enthalten. 

Wir wollen noch ermitteln, in welcher Weise bei der durch 
die Schaar hervorgerufenen Verwandtschaft der zweiten Art die con- 
jugirten Geraden ©, H die Ebene erfüllen, wenn wir das gemeinschaft- 
liche Polardreiseit X YZ als vollständig reell annehmen. Eine Gerade 
trifft entweder alle drei Seiten X, Y, Z in ihren Verlängerungen; in 
diesem Falle wollen wir sie durch einen einfachen Strich (') bezeichnen; 
oder sie trifft eine Seite in der Verlängerung und die beiden andern 
zwischen den Ecken des Dreiecks; in diesem Falle soll sie zwei Striche 
erhalten ("). 

1) Die drei Involutionen (X), (Y), (Z) sind alle hyperbolisch: 
dann wird einer Gerade 6' nothwendig eine Gerade $' conjugirt sein 
und einer Gerade ©" eine Gerade 9". 

2) Von diesen drei Involutionen ist eine (X) hyperbolisch und 
die beiden andern sind elliptisch; dann ist jeder Gerade ©’ eine Ge- 
rade H” conjugirt, aber einer Gerade ©" nur dann eine Gerade $', 
wenn sie X ausserhalb, Y und Z innerhalb trifft; dagegen, wenn sie 
X innerhalb, Y innerhalb und Z ausserhalb trifft, eine Gerade 9", 
welche X innerhalb, Y ausserhalb und Z innerhalb trifft; endlich, 
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wenn ©" X innerhalb, Y ausserhalb, Z innerhalb trifft, muss die 
eonjugirte H" X innerhalb, Y innerhalb und Z ausserhalb treffen. 


Das Büschel und die Schaar von Polarsystemen und die mit ihnen : 


zusammenhängenden Verwandtschaften der ersten und zweiten Art 
können auch anstatt durch das gemeinschaftliche Polardreieck und ein 
beliebiges Paar conjugirter Punkte oder Strahlen allgemeiner definirt 
werden: einerseits durch vier Paare conjugirter Punkte P, Q und 
andererseits durch vier Paare conjugirter Strahlen ©, 9. 

Es seien vier Paare eonjugirter Punkte P,, 95... Pi, 9, gegeben, 
und drei Polarsysteme 77,, IT,, II, hergestellt, welche sie gemein- 
schaftlich haben; in allen Polarsystemen des Büschels, welches durch 
IT,, IT, bestimmt wird, sind P,, @,;... eonjugirt. Nun seien P, Q in 
IT, eonjugirt. In jenem Büschel giebt es auch ein Polarsystem, in 
dem P, Q conjugirt sind; das ist mit Z identisch, da durch fünf Paare 
conjugirter Punkte eindeutig ein Polarsystem bestimmt wird. Folglich 
müssen alle Polarsysteme, welche jene vier Paare conjugirter Punkte 
gemeinschaftlich haben (Nr. 307), demselben Büschel angehören Ebenso 
bilden alle Polarsysteme, welche vier Paare conjugirter Strahlen ©, 9 
gemeinschaftlich haben, eine Schaar. Andere Reihen von Polarsystemen 
erhalten wir, indem wir vier Paare theils conjugirter Punkte, theils 
conjugirter Strahlen zur Bestimmung auswählen. 

Durch jeden Punkt P geht der Kern-Kegelschnitt K® eines 
Polarsystems aus einem Büschel von Polarsystemen, das durch die 
Polarsysteme I, I, bestimmt ist. Wenn die Polaren von P in 
II, Tl, sich in Q schneiden, so ist dieser dem P in Bezug auf das 
Büschel eonjugirt und PQ die Tangente p in P an den gesuchten 
Kegelschnitt. Auf ihr liege der Punkt y, für den der conjugirte 
Punkt ) ähnlich eonstruirt werde; es ist Py die Polare x von g in 
Bezug auf den Kegelschnitt X®. Für einen Punkt 3 auf x sei wiederum 
der conjugirte t; dann ist ty die Polare z von 3 nach K®; daher 
ist ©2= 3° zu 3 conjugirt und der dem P harmonisch in Bezug auf 
3 und 3 zugeordnete Punkt auf dem Kegelschnitt K® gelegen. Solcher 
Punkte können wir, x verändernd, beliebig viele eonstruiren. 


$ 65. Drei Polarsysteme oder Kegelschnitte. Die Tripeleurve. 
Das Kegelschnittnetz.* 
Nehmen wir drei beliebige Polarsysteme A, B,C an, so gehört 
zu einem Punkte P in Bezug auf jedes von ihnen eine Polare, und 


* Vergl. Schröter, Ueber die Steiner’sche Fläche vierten Grades. Monats- 
bericht der Berliner Akademie v:26. Nov. 1563 u. Journ. f. Mathem. Bd. 64 8.79. 
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diese drei Polaren werden sich im allgemeinen nicht in einem Punkte 
schneiden; es ist aber von Interesse, den Ort solcher besonderen 
Punkte P aufzusuchen, für welche die Polaren durch einen und den- - 
selben Punkt Q laufen. Suchen wir, um die Ordnung dieses Ortes 
zu bestimmen, auf einer beliebigen Gerade & die Punkte P von der 
verlangten Beschaffenheit zu ermitteln. Wenn ein Punkt die Ge- 
rade © durchläuft, so beschreiben seine Polaren a,b,c in den drei. 
Polarsystemen A, B, C drei projective Strahlbüschel um die Punkte 
&,ß,y; die von a und b beschriebenen Strahlbüschel (œ) und (ß) er- 
zeugen also einen Kegelschnitt 8, welcher durch «,ß geht. Die 
Strahlen b und c erzeugen in gleicher Weise einen Kegelschnitt X), 
welcher durch ß, y geht. Die beiden Kegelschnitte R® und RØ 
haben nun ausser dem Punkte 8 noch drei Punkte Q, Q', Q" zu 
Schnittpunkten, und weil ein solcher Punkt Q auf beiden Kegelschnitten 
Re) und K@ zugleich liegt, müssen «Q, fQ, yQ die drei Polaren eines 
und desselben Punktes P der Gerade © sein, d.h. P und Q werden 
ein solches besonderes Paar von Punkten sein, welche gleichzeitig für 
alle drei gegebenen Polarsysteme conjugirt sind. Also giebt es drei 
Punkte P, P', P" auf ©, welche dem gesuchten Orte angehören; dieser 
ist eine Curve dritter Ordnung. 


Jeder von zwei so zusammengehörigen Punkten P,Q ist Schnitt- 
punkt der drei Polaren des andern. Also liegen sowohl die Pole P, 
deren drei Polaren in. einem Punkte Q sich schneiden, als auch diese 
Punkte Q auf der Curve dritter Ordnung. 


Ein Punkt P kann nicht mit seinem zugehörigen Q zusammen- 
fallen, denn das würde ein gemeinsamer Punkt der Kern-Kegelschnitte 
aller drei Polarsysteme sein; ein solcher ist im allgemeinen nicht vor- 
handen. 


Die drei Punkte Q, @', Q" stehen mit ihren conjugirten Punkten 
P, P', P" in einem sehr einfachen Zusammenhang, vermöge dessen sie 
aus diesen unmittelbar gefunden werden können. Weil P und Q, 
P' und Q' für alle drei Polarsysteme A, B, © conjugirt sind, so müssen 
es auch (PP', QQ") und (PQ',QP') sein; da der erstere von diesen 
Punkten auf der Gerade © liegt und es auf © nur noch einen solchen 
P" giebt, so muss dieser mit ihm identisch sein und daher der andere 
mit Q", also ist (PPS QQ') = P", (PQ', QRA = Q"; d.h. die Punkte 
P, P', P" sind die drei Schnittpunkte der Dreiecksseiten Q'Q", Q"Q, 
QQ' mit der Gerade ©, oder die sechs Punkte P, P', P", Q, Q', Q" 
liegen zu je dreien auf vier geraden Linien, welche ein vollständiges 
Vierseit bilden. 
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Die gefundene Ortscurve dritter Ordnung geht durch die drei 
gemeinschaftlichen Tripel” je zweier der gegebenen Kegelschnitte B 
und C, C und A, A und B. In der That, sei vyz. das gemein- 
schaftliche Tripel von B und C, so ist die Polare von x für die 
beiden Kegelschnitte B und C dieselbe Gerade yz = X; daher schneiden 
sich die Polaren von x für alle drei gegebenen Kegelschnitte B, C 
und A in einem Punkte, und x ist also ein Punkt des gesuchten 
Ortes; sein conjugirter ist der Schnittpunkt von X mit der Polare 
von x in Bezug auf A. Dasselbe gilt für y und z; da aber bekannt- 
lich die Polaren der Ecken eines Dreiecks xyz in Bezug auf einen 
Kegelschnitt A die Gegenseiten yz,22,x2y in drei Punkten treffen, 
welche auf einer Gerade liegen, so müssen auch die conjugirten Punkte 
zu den Punkten x, y, 2 eines gemeinschaftlichen Tripels von zwei der 
drei Kegelschnitte auf derselben Gerade sich befinden. 


Die drei gegebenen Kegelschnitte (oder Polarsysteme) A, B, C 335 


bestimmen, zu je zweien, drei Büschel, welche wir mit (B, C), (C, A), 
(A, B) bezeichnen wollen. 

Zwei Punkte, welche in Bezug auf zwei Kegelschnitte conjugirt 
sind, sind es auch in Bezug auf alle Kegelschnitte ihres Büschels; 
daher sind unsere auf der Curve dritter Ordnung gelegenen Punkte P 
und Q, welche in Bezug auf alle drei Kegelschnitte A, B, C zugleich 
eonjugirt sind, auch conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte dieser 
drei Büschel. Wir wollen für diese Punktepaare PQ die lateinischen 
Buchstaben P, Q beibehalten, während wir weitere zwei Punkte, die 
nicht zu ihnen gehören, und die wir für gewisse Kegelschnitte con- 
jugirt sein lassen, durch deutsche Buchstaben P, Q bezeichnen werden. 
Aus jenen einfach unendlich vielen Punktepaaren P,Q wollen wir drei 
beliebige herausnehmen: P, Qi, Pa Qz, Py Qg- 

Es sei nun PO ein weiteres Paar conjugirter Punkte; so be- 
stimmen die vier Paare P,Q,, P;Q,, PQs, PO ein Büschel Y von 
Kegelschnitten (Nr. 307, 333). In jedem der Büschel (B, 0), (C, A), 
(A, B), die wir uns ja auch je durch vier Paare conjugirter Punkte 
bestimmt denken können (etwa P,Q,, PQ, P,Q, und je ein viertes), 
giebt es einen Kegelschnitt, für welchen B, Q conjugirt sind, der also 
zu jenem Büschel ® gehört. In Bezug auf diese drei Kegelschnitte 
sind auch alle übrigen Punkte P,Q conjugirt; mithin sind sie auch 


* Wir wollen jetzt für die drei Ecken eines Polardreiecks die kürzere Be- 
aennung „Tripel“ bevorzugen (Nr. 294); und ebenso wollen wir im Folgenden 
ler Einfachheit wegen uns nur des Ausdrucks „Kegelschnitt‘ bedienen statt des 
ıllgemeineren „Polarsystem“, indem wir unter jenem auch den durch das elliptische 
>olarsystem vertretenen imaginären Kegelschnitt mitverstehen. 
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conjugirt für alle Kegelschnitte des neuen Büschels Y. In Bezug auf 
alle Kegelschnitte, für welche P, und Q,, P, und Q,, P, und Q, con- 
jugirt sind, sind auch alle übrigen P und Q conjugirt. Den Inbegriff 
dieser Kegelschnitte, der bestimmt ist, wenn die drei Kegelschnitte 
A, B,C gegeben sind, wollen wir ein Kegelschnittnetz nennen. Jedes 
Paar conjugirter Punkte PB, Q bestimmt ein in ihm befindliches Kegel- 
schnittbüschel. Zwei solche Kegelschnittbüschel, bestimmt durch ® 
und Q, ®’ und O’ haben einen Kegelschnitt gemeinsam, denjenigen, 
für welchen P,Q; P,%; Pos Q; P, Q; P’, O' conjugirt sind (Nr. 307). 
Für zwei Kegelschnitte des Netzes sind P., Q; P., Q; P;, 9 (und 
die übrigen P, Q) conjugirt, also auch für die übrigen Kegelschnitte 
ihres Büschels; folglich gehört es ganz zum Netze. Und wir haben 
die beiden wichtigen Eigenschaften des Kegelschnittnetzes: 

Das Büschel, welches zwei Kegelschnitte eines Kegelschnittnetzes ver- 
bindet, gehört ganz zu demselben, und zwei Kegelschnittbüschel eines 
Netzes haben stets einen Kegelschnitt gemein. 

Ist also K irgend ein Kegelschnitt des Netzes, so haben die 
Büschel (A, K) und (B, C) einen Kegelschnitt gemeinsam. Man er- 
hält also das ganze Netz, wenn man „fächerförmig“ einen der drei ge- 
gebenen Kegelschnitte durch Büschel mit allen Kegelschnitten des Büschels 
verbindet, das durch die beiden andern bestimmt wird. Daraus erhellt, 
dass die Zahl der Kegelschnitte im Netze doppelt unendlich ist. Sie 
sind ja auch 3 = 5 — 2 Bedingungen unterworfen worden. 

Jedes Büschel des Netzes hat mit (A, B) und mit (A, C) einen Kegel- 
schnitt gemeinsam; wir erhalten daher alle büschel des Netzes, wenn wir 
alle Kegelschnitte von (A, B) mit allen von (A, C) durch Büschel verbinden, 
und sehen, dass auch die Anzahl der Büschel im Netze doppelt unendlich ist. 

Die drei ursprünglich gegebenen Kegelschnitte kann man durch irgend 
drei aus dem Netze ersetzen; denn die conjugirten Punkte P, Q; Ps, @; 
P,, Q; (und die übrigen P, Q) sind ja auch diesen gemeinsam. Oder 
auch, wenn A’, B',C' die drei neuen Kegelschnitte sind und K 
wiederum ein beliebiger aus dem Netze, so haben die Büschel (A', K) 
und (B', C') einen Kegelschnitt gemein, d.h. man erhält alle Kegel- 
schnitte des Netzes, fächerförmig, aus A’, B', C’, wie oben aus A, B, C. 

Nur darf man solche drei das Netz bestimmende Kegelschnitte 
nicht aus demselben Büschel des Netzes nehmen, weil dann die eben 
erwähnte Construction gar nicht aus diesem Büschel herausführt. 

Wir erkennen jetzt, dass von jedem Kegelschnitt des Netzes eim 
fach unendlich viele Büschel desselben ausgehen, die man erhält, wenn 
man ihn mit allen Kegelschnitten eines ihn nicht enthaltenden Büschels 
des Netzes durch Büschel verbindet. 
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Die Analogie mit dem Strahlenfelde, dem Inbegriff aller Strahlen 
einer Ebene, ist einleuchtend: das Feld enthält doppelt unendlich viele 
Strahlen und ebenso viele Strahlbüschel, u.s. w. 

Wie die gemeinsamen Tripel der Büschel (B, ©), (C, A), (A, B) 
auf der Ortscurve der Punkte P, Q liegen, so gilt dies auch für 
diejenigen aller Büschel des Netzes, und die Curve wird so mit doppelt 
unendlich vielen Tripeln erfüllt, weshalb man sie die Tripeleurve* des 
Netzes nennt, und zwei Punkte P, Q, welche in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Netzes conjugirt sind, heissen auch kürzer conjugirte 
Punkte dieser Curve. 

Jeder Punkt P der Curve ist ein Tripelpunkt; wir ordnen ihm, 
ausser dem Q, der ihm in Bezug auf alle Kegelschnitte des Netzes 
conjugirt ist, noch einen zweiten conjugirten Punkt Q zu; dadurch 
bestimmen wir in dem Netze ein Büschel, für dessen sämmtliche 
Kegelschnitte QQ Polare von P ist; also ist P ein Punkt des gemein- 
samen Tripels dieses Büschels, und indem wir die Gerade QQ um Q 
drehen, erhalten wir die einfach unendlich vielen Büschel des Netzes, 
zu deren gemeinsamen Tripeln P gehört. P ist Doppelpunkt eines der 
drei Geradenpaare des erst betrachteten Büschels, also eines Geraden- 
paares des Netzes, und die genannten Büschel sind ersichtlich alle die 
aus dem Netze, zu denen dies Geradenpaar gehört. 

Die beiden andern Tripelpunkte in irgend einem dieser Büschel 
liegen auf der gemeinsamen Polare QQ, welche ja die Gegenseite 
von P im gemeinsamen Polardreieck ist, und sind also zwei von 
ihren Schnittpunkten mit der Tripeleurve und zwar die beiden von Q 
verschiedenen; denn, indem wir das Netz durch dies Büschel (oder 
zwei seiner Kegelschnitte) und einen ausserhalb desselben befindlichen 
Kegelschnitt K bestimmt denken, der ja ein vom Büschel ganz un- 
abhängiger ist, wird der Schnitt der Polare von P in Bezug auf diesen 
dritten Kegelschnitt X mit der gemeinsamen Polare von P in Bezug 
auf das Büschel, d. i. der dem Punkte P in Bezug auf das Netz con- 
jugirte Punkt Q, nicht in einen der beiden andern Punkte des gemein- 
samen Tripels des Büschels fallen. 


Verändert sich also das Büschel im Netze, zu dessen gemeinsamem 
Tripel P gehört, so sind die beiden ergänzenden Tripelpunkte je die 
beiden ferneren Schnitte der um Q sich drehenden Polare mit der Tripel- 
curve. ; ; 

Wir sahen eben, jeder Punkt P der Tripelcurve ist Doppelpunkt 
eines Geradenpaares des Netzes. Die beiden Geradenpaare des Netzes, 


* Sie heisst nach Jacobi (1804—1851) auch die Jacobi’sche Curve des Netzes. 
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zu denen zwei beliebige Punkte P, P' der Tripeleurve gehören, be- 
stimmen ein Büschel im Netze — das auch durch die beiden (nicht 
in Bezug auf das Netz conjugirten) Punkte P, P' als conjugirte Punkte 
festgelegt ist —, und der Doppelpunkt seines dritten Geradenpaares ist 
der dritte Punkt im Tripel. Zwei beliebige Punkte der Tripeleurve ge- 
hören nur zu einem Tripel und bestimmen eindeutig den dritten Punkt 
desselben. 

Umgekehrt ist auch jeder Doppelpunkt eines Geradenpaares des 
Netzes ein Punkt P, für den die Polaren in Bezug auf irgend drei 
Kegelschnitte des Netzes und infolge dessen in Bezug auf alle in 
einen Punkt zusammenlaufen; denn nimmt man als bestimmende Kegel- 
schnitte zwei aus einem Büschel des Netzes, zu welchem dies Geraden- 
paar gehört, und einen beliebigen ausserhalb dieses Büschels, so fallen 
ja von den Polaren von P in Bezug auf diese Kegelschnitte die beiden 
ersten zusammen und alle drei haben also einen Punkt gemeinsam. 
Nimmt man das Geradenpaar selbst als bestimmende Curve des Netzes, 
so wird seine Polare für P unbestimmt, und irgend eine durch den 
Schnittpunkt der beiden andern Polaren gehende Gerade kann als 
diese Polare angenommen werden. 

Wir wollen zu zwei conjugirten Punkten P,Q der Tripeleurve 
den dritten Tripelpunkt haben; dann muss auf der durch Q gehenden 
Polare von P in Bezug auf ds Büschel im Netze, zu welchem das 
Tripel gehört, einer der beiden weiteren Schnitte sich mit Q vereinigt 
haben. Diese Gerade berührt in @ und schneidet im dritten Tripel- 
punkt R. Da aber P und Q sich gleichartig verhalten, so ist R auch 
dritter Schnitt der Tangente in P. 

Die Tangenten in zwei conjugirten Punkten P, Q der Tripelewrve 
schneiden sich auf derselben, und dieser Schnittpunkt R ist derjenige, 
welcher P, Q zu einem Tripel vervollständigt. Man nennt bei einer 
Curve dritter Ordnung den dritten Schnitt einer Tangente den Tan- 
gentialpunkt ihres Berührungspunktes. Folglich haben zwei conjugirte 
Punkte P, Q der Tripeleurve den nämlichen Tangentialpunkt. 

Es seien Q und Q' zwei nicht conjugirte Punkte der Tripelcurve 
und Q" der sie zum Tripel vervollständigende; P, P' seien die ihnen 
eonjugirten, so gehen Q'Q" durch P und QQ" durch P', also ergiebt 
sich Q” als der Schnittpunkt (YP', Q'P) und nach dem Hesse’schen 
Satze ist der ihm conjugirte P” der Schnittpunkt (P.P', 9Q'), mithin 
der dritte Schnittpunkt von QQ’ mit der Tripeleurve, aber auch der 
von PP'. 

Um zu den beiden auf der Tripeleurve angenommenen Punkten Q, Q' 
den dritten Tripelpunkt Q" zu finden, haben wir also nur nöthig, den 
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(dritten Schnittpunkt P" der Verbindungslinie QQ' mit der Tripeleurve 
zu bestimmen und seinen conjugirten Punkt Q" zu ermitteln. Dieses 
Ergebniss lässt sich auch so ausdrücken: 


Verbindet man ein beliebiges Paar conjugirter Punkte P,Q der 
Tripeleurve mit irgend einem dritten Punkte Q' derselben, so treffen diese 
beiden Strahlen die Tripelcurve zum dritten Male in zwei neuen Punkten, 
welche wieder ein Paar conjugirter Punkte Q", P" der Tripeleurve sind. 

Solche drei Paare eonjugirter Punkte der Tripeleurve PQ, P'Q', 
P"Q" sind also die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, und je 
drei nicht in einer Gerade liegende Ecken desselben bilden ein Tripel 
in dem Kegelschnittnetze. Wair schliessen hieraus folgenden Satz: 

Die Seiten eines auf der Tripeleurve liegenden Tripeldreiecks, welches 
das gemeinschaftliche Tripel eines in dem Kegelschmittnetze befindlichen 
Büschels ist, schneiden die Tripeleurve immer in drei neuen Punkten, 
welche auf einer Gerade liegen, und die drei Schnittpunkte sind zugleich 
die conjugirten Punkte der Tripeleurve zu den drei Eckpunkten des 
Tripels, indem je eine Ecke und der dritte Schnittpunkt der gegenüber- 
liegenden Seite des Tripeldreiecks mit der Tripeleurve einander conjugirt 
sind. Wir können auch umgekehrt sagen: 

Wenn irgend eine Gerade der Tripeleurve in den drei Punkten 
P, P', P" begegnet, so bilden die zu ihnen comjugirten Punkte Q, Q', Q" 
ein Tripel, welches einem in dem Kegelschnittnetze befindlichen Büschel 
gemeinschaftlich ist. 


Zwei Kegelschnitte A’, B', bezw. aus den Büscheln (B, C), (C, A) 
des Netzes, bestimmen ein Büschel im Netz, das mit (A, B) einen 
Kegelschnitt gemeinsam hat; das lässt sich auch unabhängig von den 
Eigenschaften des Kegelschnittnetzes als Satz aussprechen: 


Hat man drei Kegelschnitte C, B, A! eines Büschels und A, O, D' 
eines zweiten Büschels, welches mit dem ersten den Kegelschnitt © 
gemeinschaftlich hat, so bestimmen auch die Kegelschnittpaare A, B 
und A', B' zwei Büschel, welche einen Kegelschnitt © gemeinschaftlich 
haben, d.h. die acht Grundpunkte der beiden Büschel (A, B) und 
(A', B') liegen auf einem und demselben Kegelschnitt. Oder mit andern 
Worten: 

Wenn man drei beliebige Kegelschnitte A, B, © hat und legt einmal 
durch die Schnittpunkte von B und C einen beliebigen Kegelschnitt A', 
dann durch die Schnittpunkte von C und A einen beliebigen Kegelschnitt 
B', so liegen die vier Schmittpunkte von A' und B' mit den vier Schnitt- 
punkten von A und B auf einem und demselben Kegelschnitt. Oder 
auch: 
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Wenn man drei beliebige Kegelschmitte A, B, C hat und legt durch 
irgend einen Punkt P drei neue Kegelschnitte, welche ausserdem durch 
die vier Schnittpunkte je zweier der gegebenen B, ©; 0, A; A, B hin- 
durchgehen, so treffen sich diese neuen Kegelschnitte ausser in P noch im 
denselben drei Punkten. 

Diese Sätze sind ihrer Allgemeinheit wegen bemerkenswerth und 
enthalten viele besondere Fälle in sich, welche anzuführen hier unter- 
bleiben muss. 

Das Büschel, zu dem ein Tripel Q Q'Q" gehört, scheiden wir 
aus dem Netze aus, indem wir als weitere Bedingung hinzufügen, dass 
Q und irgend ein Punkt ® auf Q'@" conjugirt seien; denn, weil der 
zu Q in Bezug auf das Netz oder auf der Tripeleurve conjugirte 
Punkt P auf Q'Q@Q" liegt, so wird diese Gerade gemeinsame Polare 
von Q in Bezug auf alle Kegelschnitte des Netzes, für die Q und $ 
eonjugirt sind, und Q, @', Q" ist deren gemeinsames Tripel. 

Ist R R'R" ein zweites Tripel, so haben die beiden Büschel 
einen Kegelschnitt gemeinsam, und die beiden Tripel, als Polardreiecke 
dieses Kegelschnitts, liegen auf einem Kegelschnitt (Nr. 295). Also: 


Irgend zwei Tripel der Tripelcurve liegen allemal auf einem Kegel- 
schnitt. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren: Legt man durch irgend 
ein Tripel der Tripeleurve einen beliebigen Kegelschnitt, so schneidet 
derselbe die Curve im allgemeinen in drei neuen Punkten, welche 
wieder ein Tripel bilden; denn da zwei Eckpunkte eines Tripels 
der Tripeleurve willkürlich gewählt werden dürfen und durch das 
erste Tripel und zwei Punkte der Tripeleurve ein Kegelschnitt be- 
stimmt wird, so muss der dem zweiten Tripel angehörige einzige dritte 
Tripelpunkt sowohl auf dem Kegelschnitt als auch auf der Tripel- 
curve liegen, d. h. der sechste Schnittpunkt beider sein.“ Hieraus 
folgt mit Berücksichtigung der oben gefundenen Eigenschaft der 
Tripeleurve der Satz: 

Wenn man durch die drei Punkte eines Tripels der Tripeleurve 
und einen beliebigen Punkt Q derselben ein Büschel von Kegelschnitten 
legt, so trifft jeder Kegelschmitt desselben die Tripeleurve noch in zwei 
neuen Punkten, deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt P der 
Tripelcurve läuft, welcher der dem Punkte Q conjugirte ist. 


* Hierbei wird als bekannt vorausgesetzt, dass ein Kegelschnitt und eine 
Curve dritter Ordnung sechs Punkte oder, wenn sie fünf Punkte gemeinsam haben, 
noch einen sechsten und nur noch diesen gemeinsam haben. 
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Dieser Satz gilt allgemein für vier beliebige Punkte einer Curve 
dritter Ordnung und führt zu einer Erzeugung derselben durch ein 
Kegelschnittbüschel und ein Strahlbüschel, welche in projective Be- 
ziehung zu einander gesetzt sind.* 


Hieran knüpft sich eine weitere bemerkenswerthe Eigenschaft der 
Tripeleurve; seien R, R', R" die Punkte des ersten Tripels, und das 
Büschel von Kegelschnitten mit den vier Grundpunkten Q, R, R', R" 
schneide die Tripeleurve in dem veränderlichen Punktepaar @' Q", 
dessen Sehne durch den festen Punkt P läuft, so wird der vierte har- 
monische dem P in Bezug auf Q', Q” zugeordnete Punkt derjenige 
Punkt sein, in welchem die Polare von P in Bezug auf den Kegel- 
schnitt des Büschels [QRR'R"], welcher durch @', Q" geht, den 
Strahl PQ'Q" trifft. Die Polaren von P in Bezug auf sämmtliche 
Kegelschnitte des Büschels [Q RR'R"] laufen aber bekanntlich durch 
einen festen Punkt J und beschreiben ein Strahlbüschel, das projeetiv 
ist mit dem Kegelschnittbüschel und — wegen der obigen Erzeugung — 
auch mit dem Strahlbüschel, welches der veränderliche Strahl Q' Q" P 
beschreibt; das Erzeugniss der beiden projeetiven Strahlbüschel ist ein 
Kegelschnitt, und wir erhalten folgenden Satz: 

Zieht man durch irgend einen Punkt P der Tripeleurve Strahlen, 
welche dieselbe ausserdem in Punktepaaren Q'Q" treffen, und constrwirt 
man den dem P zugeordneten vierten harmonischen Punkt, so ist der Ort 
desselben ein bestimmter Kegelschnitt, welcher in P die Tripeleurve be- 
rührt und durch die Berührungspunkte der übrigen (vier)”* aus P an 
die Tripeleurve zu legenden Tangenten geht. 

Der Schluss des Satzes ergiebt sich unmittelbar aus bekannten 
Eigenschaften harmonischer Punkte. 

Wir bestimmen (Fig. 103) zu Q' und Q" die conjugirten Punkte 
P' und P", welche mit P auf einer Gerade liegen müssen und zwar 
so, dass PQ, P'Q', P"Q" die drei Paare Gegenecken eines voll- 
ständigen Vierseits sind; dann wissen wir, dass von dem obigen 
Kegelsehnittbüschel [Q RR'R"] ein Kegelschnitt durch @', Q" und ein 
anderer durch P', P" geht. Die vierten harmonischen dem P zu- 
geordneten Punkte auf allen durch P gezogenen Sehnen liegen, wie 
wir gesehen haben, auf einem bestimmten Kegelschnitt P®, den wir 
den Polarkegelschnitt des Punktes P in Bezug auf die Tripeleurve 
nennen wollen. Auf diesem liegen daher auch p und g, welche mit 
Hülfe des vollständigen Vierseits PQ P'Q@' P" Q" leicht construirt werden; 


* Chasles (1796 —1880), Comptes rendus Bd. 41, 1853. 
** Wegen der Zahl vier vergl. Nr. 347. 
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sie sind die Schnitte von PP'P" und PQ'Q" mit der Gerade vom 
Q nach dem Punkt x = (P'Q', P" Q"). 

Lassen wir nun den Kegelschnitt des Büschels [YRR'R"] sich 
verändern, so verändern sich auch @', Q", P', P", während P festt 
bleibt; die Punkte p und q bewegen sich auf dem Polarkegelschnitt 
P®, und die Sehne pq läuft durch den festen Punkt Q; folglich be- 
schreibt das Strahlenpaar PP'P", PQ'Q" eine Involution (P), undl 
wir erhalten den Satz: 

Wenn man einen beliebigen Punkt P der Tripeleurve mit allem 
möglichen Paaren conjugirter Punkte P', Q' derselben verbindet, so bilden 
diese Strahlenpaare eine Involution, welche dem Punkte P zugehört. 


Fig. 103. Jedes Strahlenpaar geht noch 

SE, durch ein zweites Paar conjugirteir 

Dr- Punkte P", Q" der Curve (Nr. 338). 

N Š Ebenso erhält man eine dem 

/ Be Punkte @ zugehörige Involution. 
X | \ SR Die Involutionen (P) und (Q) zweier 
N š 0. Py i conjugirter Punkte stehen aber in 

I Kr IR eigenthümlicher Verbindung mit 
WG | \\ Bu ` einander. Nach denselben beiden 
E i$ R: Paaren conjugirter Punkte der Tripel- 
TE \ curve, nach denen ein Paar aus 
#B \ (P) geht, geht auch ein Paar 


aus (Q). Beide Paare führen zu dem 
Punkte æ. Da er der vierte har- 
monische ist zu Q in Bezug auf p,q, welche auf P®) liegen, so liegt 
er auf der Polare von Q nach P®, aber ebenso auch auf der von 
P nach Q%. Bewegt sich das eine Strahlenpaar durch (P) und das 
andere durch (Q), so durchläuft æ die eine, wie die andere Polare, 
die daher identisch sind. Wir haben den Satz, der hier freilich nur 
für conjugirte Punkte bewiesen, aber allgemein richtig ist: 

Die Polare des Punktes Q in Bezug auf den Polarkegelschnitt PP 
von P ist identisch mit der Polare des Punktes P in Bezug auf den 
Polarkegelschnitt Q® von Q. 

Durch die gerade Punktreihe (x) auf dieser Polare werden die 
beiden Involutionen (P) und (Q) eindeutig auf einander bezogen; 
(x) ist nämlich der Ort des Schnittpunktes zweier vierten harmonischen 
der Verbindungslinie PQ zugeordneten Strahlen, die von P und Q 
ausgehen, indem je ein Strahlenpaar der Involution (P) und das ent- 
sprechende Strahlenpaar der Involution (Q) die andern Paare zu- 
geordneter Strahlen bilden; d. h. es sind P (Qx P'Q') und Q (PxP'Q') 
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je vier harmonische Strahlen. Durch die Annahme des Punktes x 
auf der Gerade, welche x durchläuft, werden die entsprechenden 
Strahlenpaare der Involutionen (P) und (Q) vollständig bestimmt; 
denn es giebt in (P) nur ein Strahienpaar, das zu Px und PQ har- 
monisch ist, und ähnlich in (Q). Hierauf gründet sich eine Erzeugung 
der Tripeleurve durch zwei in projective Beziehung gesetzte Involutionen.* 


Aus dem obigen Ergebnisse, dass zwei Tripel der Tripeleurve : 


allemal auf einem Kegelschnitte liegen, folgt eine charakteristische 
Eigenschaft eines solchen Tripels in Rücksicht auf die Tripelceurve 
selbst. Denken wir uns nämlich durch das Tripel QQ'Q" der Tripel- 
curve insbesondere einen solchen Kegelschnitt gelegt, welcher in Q 
und @' dieselben Tangenten wie die Tripeleurve hat, so hat er bereits 
fünf Punkte mit der Tripeleurve gemein, welche ihn zugleich be- 
stimmen; sein sechster Schnittpunkt mit der Tripeleurve muss daher 
der dritte Tripelpunkt zu Q und @' sein, d.h. Q"; es müssen folglich 
auch in Q” zwei gemeinsame Punkte des Kegelschnitts und der Tripel- 
curve zusammenfallen oder dieser Punkt muss ein Berührungspunkt 
beider Curven sein; wir schliessen also: 


Die drei Punkte eines Tripels der Tripeleurve liegen stets so, dass 
ein Kegelschnitt die Tripeleurve in ihnen berühren kann. 

Da zwei Eckpunkte eines Tripels der Tripeleurve willkürlich auf 
derselben angenommen werden dürfen, der dritte Tripelpunkt dann 
aber vollständig und eindeutig bestimmt ist, so können wir, wenn 
ein Tripel QQ'Q" als bekannt angesehen wird, nach dem obigen Satze 
den Inbegriff der übrigen Tripel leicht überschauen, indem wir alle 
möglichen Kegelschnitte durch die drei Punkte Q, @', Q" legen, von 
denen jeder durch seine drei übrigen Schnittpunkte mit der Tripel- 
curve immer ein neues Tripel derselben bestimmt. Kennen wir daher 
zwei Tripel der Tripeleurve QQ'Q" und Q,0,'Q," und wollen zu zwei 
auf der Tripeleurve willkürlich angenommenen Punkten S, S' als zwei 
Eekpunkten eines Tripels derselben den dritten Eckpunkt S" finden, 
so haben wir nur nöthig, die Kegelschnitte bezw. durch die Punkte 
Q, Q', Q", S, S' und Qi, 0, Q,", S, S’ zu legen, welche sich in dem 
gesuchten Punkte S” auf der Tripeleurve schneiden müssen. Wenn 
wir zwei beliebige Paare conjugirter Punkte auf der Tripelcurve P, Q 
und P', Q' haben, so sind die Schnittpunkte (P Q', P'@)= 0", (PP',QQ') 
= P" ebenfalls conjugirt, und diese sechs Ecken des von den vier 
Geraden: 7 


* Vergl. Schröter, Die Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung (Leipzig 
1888) und Mathem. Annalen Bd.5 8.50, Bd.6 8.85. 


www.rein.org.pl 


480 Drei Kegelschnitte. Tripeleurve. Kegelschnittnetz. 


PB .Ppıı E 
P Q' EA 
P' Q" Q, 
P" Q Q' 


gebildeten vollständigen Vierseits, welches der Tripeleurve eingeschrieben 
ist, haben zu ihren conjugirten Punkten beziehungsweise: 


2 9 g" 
Q P' P y. 
Q' P" Ps 

Q” P P F 


welches vier Tripel der Tripelcurve sind. 

Um jetzt zu zwei willkürlich auf der Tripelcurve gewählten 
Punkten $, S' als Eckpunkten eines Tripels der Tripeleurve den dritten 
Tripelpunkt S" zu finden, haben wir nur durch die fünf Punkte 
Q, Q', Q", 8S, 9' und ebenso durch Q, P', P", S, S' je den Kegelschnitt 
zu legen; der vierte Schnittpunkt dieser beiden Kegelschnitte muss 
der gesuchte Punkt ©” der Tripelcurve sein. Wir haben hierdurch 
beiläufig folgenden Satz gefunden: 

Wenn man ein vollständiges Vierseit hat, so kann man auf vier 
Arten je drei Ecken herausnehmen, -welche ein Dreieck bilden, während 
die drei übrigen je auf einer Gerade liegen. Umschreibt man diesen 
vier Dreiecken die Kegelschnitte, welche ausserdem durch zwei feste 
Punkte gehen, so laufen alle vier Kegelschnitte durch einen und denselben 
dritten Punkt. Ein besonderer Fall dieses Satzes ist uns bekannt, 
nämlich, dass die Kreise, welche den vier Dreiecken eines vollständigen 
Vierseits umgeschrieben sind, durch einen und denselben Punkt gehen 
(den Brennpunkt der Parabel, welche dem Vierseit eingeschrieben ist). 


Wir können auch sehr einfach den eben erhaltenen Satz direct 
beweisen. Seien nämlich die drei Paare Gegenecken des vollständigen 
Vierseits PQ, P'Q', P"Q", so dass die vier Geraden je drei Punkte: 
P, P', P"; P,Q',Q"; P', Q", Q; P", Q, Q! enthalten, und ausserdem 
zwei beliebige Punkte S, S’ gegeben, so werden die beiden durch je 
fünf Punkte Q, Q', Q", S, S'’ und P, P', Q", S, S' gelegten Kegelschnitte 
einen vierten Punkt ©" gemein haben. Die Seiten der Dreiecke Q Q' Q" 
und S'S", welche demselben Kegelschnitt eingeschrieben sind, be- 
rühren (Nr. 91) einen andern Kegelschnitt und ebenso die Seiten der 
beiden Dreiecke PP’ Q" und SS'8"; diese beiden Kegelschnitte fallen 
aber in einen zusammen, weil sie fünf Tangenten gemein haben, die 
drei Seiten des Dreiecks SS’S" und die Geraden Q" QP' und Q"W'P; 
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folglich berühren ihn auch QQ'P” und PP'P"; d.h. derselbe Kegel- 
schnitt berührt alle vier Seiten des vollständigen Vierseits und die 
drei Seiten des Dreiecks SS'S"; da aber die Seiten der beiden Drei- 
ecke QP'P" und SS'S" einen Kegelschnitt berühren, so liegen auch 
ihre sechs Ecken auf einem andern Kegelschnitt (Nr. 91); d.h. der 
durch Q, P', P", S, S' gelegte Kegelschnitt geht durch S” und ebenso 
der durch @', P", P, S, S' gelegte Kegelschnitt; also laufen die vier 
angegebenen Kegelschnitte durch einen und denselben Punkt, was zu 
beweisen war. 

Der Kegelschnitt, welcher die vier Seiten des vollständigen Vier- 
seits und die drei Seiten des Dreiecks $S'’S” berührt, kann auch als 
bestimmt angesehen werden durch zwei beliebige Tripel QQ'Q" und 
Ss'S", deren sechs Seiten ihn berühren; da nun die Gerade, welche 
die drei zu Q, Q', Q" conjugirten Punkte P, P', P" enthält, denselben 
Kegelschnitt berührt, so muss auch diejenige Gerade, welche die zu 
S, S', S" eonjugirten Punkte R, R', R” enthält, ihn berühren, und 
wir erkennen also, dass die acht Seiten zweier solcher vollständigen 
Vierseite einen und denselben Kegelschnitt berühren. Dies giebt 
folgenden Satz: 

Die Seiten zweier Tripel der Tripeleurve berühren einen Kegelschnitt, 
der auch diejenigen beiden Geraden zu Tangenten hat, welche die den 
Eckpunkten der Tripel conjugirten Punkte der Tripeleurve enthalten, so 
dass also die Seiten zweier solcher vollständigen Vierseite, wie oben eins 
(PQP'Q'P"Q") in Betracht gekommen ist, allemal acht Tangenten eines 
und desselben Kegelschnitts sind. 


Von besonderem Interesse für die vorliegende Betrachtung ist es, 34: 


die beiden willkürlichen Punkte S, 5’ auf zwei Diagonalen des voll- 
ständigen Vierseits anzunehmen: S auf der Diagonale PQ und S' auf 
der Diagonale P'Q’, dann muss auch der dritte Punkt S” auf der 
dritten Diagonale P"Q" liegen. In der That, durch die vier Seiten 
des vollständigen Vierseits und die Gerade SS’ als Tangenten ist der- 
jenige Kegelschnitt &® bestimmt, welcher zugleich SS” und S'S" 
berührt. Das Diagonaldreieck eines einem Kegelschnitt umgeschriebenen 
vollständigen Vierseits ist immer ein Tripel in Bezug auf ihn (Nr. 104); 
folglich bilden die drei Geraden PQ, P'Q', P" Q" ein Polardreiseit in 
Bezug auf 8@. Da nun SS’ eine Tangente von K® ist, welche PQ 
in S trifft, so wird die andere durch S gehende Tangente der vierte 
harmonische Strahl sein, der dem SS’ in Bezug auf SPQ und den 
Strahl von S nach (P'Q', P"Q") zugeordnet ist; in gleicher Weise 
construiren wir die zweite durch S’ gehende Tangente des Kegel- 
schnitts &®). Diese Tangente und die vorige müssen durch den vierten 
Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 81 
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harmonischen Punkt auf P"@" gehen, welcher dem Schnitte mit SS’ 
in Bezug auf (PQ, P"Q") und (P'Q', P"Q") zugeordnet ist; also ist 
dieser vierte harmonische Punkt der Schnittpunkt jener beiden Tan- 
genten, d.h. der Punkt S". Mithin liegt S" auf P"Q". 

Wählen wir nun, indem wir zu unserer Tripeleurve zurückkehren, 
auf der die Ecken des vollständigen Vierseits liegen und zwar so, 
dass die Gegenecken P und Q, P' und Q', P” und Q" je conjugirt sind, 
die beiden Punkte $ und 5’ so, dass § der dritte Schnittpunkt der 
Gerade PQ und $’ der dritte Schnittpunkt von P'@Q' mit der Curve 
ist, dann muss S” auf der Gerade P"®" liegen und zugleich auf 
der Tripeleurve, weil 5,5’, S" ein Tripel derselben bilden; folglich 
ist S” der dritte Schnittpunkt der Gerade P"Q@"; wir erhalten hieraus 
folgenden Satz: 

Wenn man ein beliebiges Tripel QQ'Q" der Tripeleurve hat, so 
treffen die Seiten desselben Q' Q", Q" Q, QQ' die Curve je zum dritten Male 
in drei neuen Punkten. P, P', P", welche die conjugirten Punkte der 
Tripeleurve zu den ersteren sind und in gerader Linie liegen; die drei 
Verbindungslinien PQ, P'Q', P"Q" treffen aber die Tripeleurve in drei 
neuen Punkten S,S', S", welche ebenfalls ein Tripel bilden. 

Da wir ferner wissen, dass die Tangenten in zwei conjugirten 
Punkten P,Q an der Tripeleurve sich in einem dritten Punkte R 
derselben (dem gemeinsamen Tangentialpunkte) treffen und die Punkte 
P, Q, R ein Tripel bilden, so muss der conjugirte Punkt zu R der 
dritte Schnittpunkt S der Gerade PQ mit der Tripeleurve sein. Die 
dritten Sehnittpunkte der Tangenten in P, P', P” oder in Q, Q', Q" 
mit der Tripeleurve sind also die drei Punkte R, R', R" und conjugirte 
Punkte zu den obigen Punkten S, S’, S"; da diese ein Tripel bilden, 
so müssen jene auf einer geraden Linie liegen; d. h.: 

Die drei Tangenten der Tripeleurve in den drei Eckpunkten eines 
Tripels treffen sie in drei neuen Punkten, welche auf einer Gerade liegen. 

Die Tangenten der Tripeleurve in den Schnittpunkten mit einer 
Gerade schneiden die Curve in drei Punkten, die wiederum auf einer 
Gerade liegen. 

Diese Sätze gestatten ein eigenthümliches Fortschreiten, indem 
man einerseits von einer Gerade PP'P" zu einer folgenden RR'R" 
oder andererseits von einem Tripel QQ'Q"” zu einem folgenden SS'S" 
übergeht und in beiden Fällen dies fortsetzt; die Frage, ob ein Cyklus 
sich ergiebt oder der Prozess ins Unendliche fortläuft, ist von hohem 
Interesse, erfordert jedoch tiefer gehende Untersuchungen .* 


* Vgl. Steiner, Journ f. Math. Bd.32 S. 182 u. 300 u. Ges. Werke Bd. 2 S. 371, 377. 
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Nehmen wir zwei beliebige Tripel der Tripeleurve Q Q'Q", QQQ,” 343 
und ihre conjugirten Punkte P, P', P", P,, P;', P", so haben wir 
zwei vollständige Vierseite, die der Tripeleurve eingeschrieben sind, 
und deren acht Seiten, wie wir gesehen haben, einen und denselben 
Kegelschnitt berühren; diese acht Geraden seien: 


Q' P =M, Q' Q," P, = %, 
Q" Q P' = B, g" Q, Ey 2, B, 
g R' P"=¢C, Q, A Pi=6,, 
P P' p'-®, P, P! P"=®.,. 


Zugleich haben wir acht Tripel der Tripelcurve, nämlich: 


PPNO ra AAN 


PP o, DPG, 
PPQ", EEU, 
arg" Qi Q! Q". 


Da die Seiten zweier Tripeldreiecke immer sechs Tangenten 
eines Kegelschnitts sind, so haben wir ein Brianchon’sches Sechsseit 
ADBA D, Bı, dessen Hauptdiagonalen PP, P'P', (AB, BA) sich 
in einem Punkte schneiden; der Schnittpunkt (P P,, P'P,') liegt also 
in der Gerade (AB,, HA). Andererseits haben wir das Brianchon’sche 
Sechsseit BEAB,E,A,, dessen Hauptdiagonalen QQ., Q'Q,', (AB,, BA) 
sich ebenfalls in einem Punkte treffen, also liegt auch der Schnitt- 
punkt (QQ,, @'Q,') in der Gerade (AB, BW,); folglich ist die Ver- 
bindungslinie [((PP,, P'P,'), (09, @'Q,)] identisch mit der Gerade 
(AB, , BA). 

In gleicher Weise zeigen die beiden Brianchon’schen Sechsseite 
BDEBD,E, und EABEADB,, dass die Verbindungslinie [(P' P}, 
P" P”), (@'Q/, Q" Q,")) identisch mit der Gerade (BE, CB,) ist, 
und endlich die beiden Brianchon’schen Sechsseite CDAC DA, und 
ABCA B, C, dass die Verbindungslinie [(P"P,", PP,), (9"Q,", YQ,)] 
identisch mit der Gerade (CH, , AC ) ist. Aus dem Brianchon’schen 
Sechsseit AB, CA, YC, folgt aber, dass die drei Hauptdiagonalen 
(AB, BAU), (BEC, CV), (CAN, AC) sich in einem Punkte treffen, 
also auch die mit ihnen identischen durch die P, P', P'",Q,@',Q@",P,,... 
ausgedrückten Geraden; sehen wir die letzteren an, so erkennen wir, dass 
sie die Verbindungslinien correspondirender Ecken zweier Dreiseite 
sind, von denen das eine von den Geraden PP,, P'P,', P"P,", das 
andere von den Geraden QQ, Q'Q', @"Q," gebildet wird; folglich 
müssen die correspondirenden Seiten selbst sich in drei Punkten 
treffen, die auf einer Gerade liegen, d.h. die drei Schnittpunkte: 

81* 
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Pys (PP,, QQ), Py gz (P'P,, 9) By 5 (P" Pf, Q" Q") 
liegen auf einer Gerade; diese drei Punkte sind nach dem Früheren 
nichts anderes, als die dritten Schnittpunkte der Geraden PP,, P'P;', 
PeP t der Tripeleurve; also haben wir den Satz: 

Schneidet irgend eine Gerade die Tripeleurve in den drei Puiden. 
P, P', P" und eine zweite Gerade in P,, Pı', P", so treffen die drei 
Geraden PP,, P'P,, P"P," die Tripeleurve in drei neuen Punkten 
P,, P}, P", welche wiederum auf einer Gerade liegen. (Die Zuordnung 
ist dabei ganz willkürlich.) 

Oder: 

Hat man. irgend zwei Tripel der Tripeleurve QQ' Q" und Q Q! Q" 
(die allemal auf einem Kegelschnitt liegen), so treffen die drei Ver- 
bindungslinien QQ, O Q', Q" Q," die Tripeleurve in drei neuen Punkten, 
die auf einer Gerade liegen. (Die Zuordnung ist dabei ganz gleich- 
gültig.) Da die drei Punkte: 


Eyre (PP,, QQ), Py P (R'Pr, Q' Qr); P, = (ESP Q" Qı") 
auf einer Gerade liegen, so müssen ihre eonjugirten: 
=(P, QP), Q= (P'O, O'P, Q" = (P" Q", QPI) 


ein Tripel bilden, also: 

Hat man nid ein Tripel QQ' Q" der Tripeleuwrve und eine be- 
liebige Gerade, welche ihr in den Punkten P,, P,', P,” legegnet, so treffen 
die drei Verbindungslinien QP,, Q'Fy', Q" P,” die Tripeleurve in drei 
neuen Punkten Qa, Q', Q", welche wiederum ein Tripel desselben bilden. 
(Die -Zuordnung ist dabei ganz gleichgültig.) 

Aus den verschiedenen Zuordnungen, welche hierbei möglich sind, 
werden sich neue Beziehungen ergeben, deren Aufsuchung hier zu weit 
führen würde. Der vorige Satz lässt aber noch einige andere Folger- 
ungen zu, die wir kurz hervorheben wollen. 

Da von den Schnittpunkten P, P', P" und P,, P,', P,” zweier Geraden 
mit der Tripeleurve die N erliudupgilindgk PaPa Pi Ri ' und P" P,” der 
Curve in drei neuen Punkten P,, P,', P,” begegnen, walaki wieder auf 
einer Gerade liegen, so werden auch die Verbindungslinien P P,', P' P, 
und P" P,” in drei Punkten R,, R,', P," der Tripeleurve begegnen, die 
auf einer Gerade liegen, oder anders ausgesprochen: 

Durch vier Punkte P, P', P,, P}! einer Tripeleurve lassen sich drei 
(reradenpaare legen; jedes RE begegnet der Curve in einem neuen 
Punktepaar, dessen Sehne man ziehe; diese drei Sehmen laufen durch einen 
und denselben Punkt P,' der Tripeleurve. Wir können die drei Geraden- 
paare, welche durch vier beliebig auf der Tripeleurve gewählte Punkte 
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gelegt sind, als drei Individuen des Kegelschnittbüschels [PP'P,P/'] 
auffassen und die drei zugehörigen Durchbohrungssehnen als drei 
Individuen des Strahlbüschels [P,"]. Die Elemente dieser beiden Ge- 
bilde können wir projeetiv auf einander beziehen, wozu die drei be- 
kannten Paare entsprechender Elemente ausreichend und erforderlich 
sind. Dann wird sich zu jedem Kegelschnitt des Büschels ein be- 
stimmter entsprechender Strahl des Strahlbüschels ceonstruiren lassen 
(Nr. 161) und umgekehrt, und der Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Elemente dieser beiden Gebilde ist eine allgemeine Curve dritter 
Ordnung. Da sie mit der Tripeleurve bereits elf Punkte gemeinschaft- 
lich hat, so fällt sie ganz mit ihr zusammen.* Umgekehrt schliessen 
wir hieraus den Satz, der allgemeiner ist als der von Nr. 340: 

Jeder durch vier Punkte P, P', P,,P,' einer Tripeleurve gelegte 
Kegelschnitt begegnet derselben in zwei neuen Punkten, deren Sehne durch 
einen und denselben festen Punkt P," der Curve hindurchgeht. 

Oder: 

Liegen sechs Punkte P, P', P,, P', P,, P} einer Tripeleurve auf 
einem Kegelschnitt, so schneiden drei sie verbindende Sehnen PP', P,P\', 
P,P, die Curve in drei Punkten einer Gerade. (Die Zuordnung ist 
dabei ganz gleichgültig): Und auch umgekehrt: 

Zieht man durch jeden von drei in einer Gerade befindlichen Punkten 


einer Tripeleurve je einen Strahl, welcher derselben in zwei neuen Punkten 


begegnet, so liegen diese sechs neuen Punkte auf einem Kegelschnitt. 

Da endlich der durch die vier Punkte P, P', P,, P,' der Tripel- 
curve gelegte Kegelschnitt zwei Punkte P,, P, auf ihr ausschneidet, 
deren Sehne durch den festen Punkt P," läuft, und da die zu 
P, und P, conjugirten Punkte @,, @,' nach Nr. 334 ebenfalls eine 
Sehne QQ, geben, welche durch P,” läuft, so liegen auch P, P', 
P, Pı', Q, %' auf einem Kegelschnitt; aus demselben Grunde aber 
auch P, P', Q,, @', %, Q! und endlich auch Q, 0", Q., 0", Qi, 0%; 
wir erhalten also folgenden Satz: 

Liegen sechs Punkte der Tripeleurve auf einem Kegelschnitt, so 
liegen auch die sechs conjugirten Punkte auf einem Kegelschnitt. 

Wir kehren jetzt zur Betrachtung des Kegelschnittnetzes zurück. 

Wir fanden: wenn wir zu den Bedingungen, welchen alle Kegel- 
schnitte eines Netzes zu genügen haben, dass nämlich P, Q; Pa, Qz; 
P,, Q für sie conjugirt seien, noch die weitere Bedingung hinzufügen, 
dass auch W, Q conjugirt seien, so bestimmen wir ein Büschel von 


* Dabei werden freilich Sätze aus der Theorie der ebenen Curven dritter 
Ordnung als bekannt angenommen, die im Vorangehenden nicht bewiesen sind. 
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Kegelschnitten im Netze; und sollen auch noch P, Q, eonjugirt sein, 
so genügt dem wiederum nur ein Kegelschnitt im Büschel. Folg lo 
giebt es im Netze nur einen Kegelschnitt, für welchen auch P und D, 
P, und Q, conjugirt sind. Lassen wir P und Q in p, P, und Ñ, 
in p, sich vereinigen, so bedeutet das, dass der Kegelschnitt durch p 
und p, geht. Es giebt daher im Netze nur einen Kegelschnitt, der durch 
zwei gegebene Punkte geht. Freilich müssen $, Q; ®,,Q, vorhin und 
p,p, jetzt beliebig gegeben sein. Darunter ist Folgendes zu verstehen: 
Wir haben das Netz durch die drei Paare conjugirter Punkte P,Q,; 
P,, Qa; P}, Q; bestimmt, wissen aber, dass einfach unendlich viele 
Paare eonjugirter Punkte P, Q, — die sämmtlich auf der Tripeleurve 
des Netzes liegen — allen Kegelschnitten des Netzes gemeinsam sind. 
Mit keinem dieser Paare darf P, Q identisch sein, wenn dies Paar 
ein Büschel in dem Netz bestimmen soll. Die Kegelschnitte des durch 
Pi, Q; Pa, %; P, 9%; P, Q bestimmten Büschels haben dann sogar 
doppelt unendlich a Paare conjugirter Punkte gemeinsam, da jeder 
Punkt der Ebene in Bezug auf das Büschel einen conjugirten hat. 
Das Psar ®,,Q, darf wiederum nicht eins von diesen Paaren sein. 
Die drei Paare, die ein Netz bestimmen, müssen auch in beliebiger 
Lage sich befinden; d.h. das dritte Paar P,, Q darf nicht dasjenige 


sein, das aus den beiden ersten sich ergiebt: (P,P,, @& %), (Pi %, 9 Po). 


345 


Alle Kegelschnitte, .welche die beiden ersten Paare conjugirter 
Punkte gemeinsam haben und infolge dessen auch das dritte, bilden 
ein dreifach unendliches System (vergl. Nr. 352). 

` Aehnlich ist es in dem speciellen Falle der beiden Punkte p, p. 
Der Punkt p bestimmt im Netze ein Büschel, dessen Kegelschnitte 
ausser ihm noch drei Punkte gemeinsam haben (von denen mindestens 
einer reell ist); p, darf keiner von diesen sein. 

Lassen wir die beiden Punkte p,p, auf einer gegebenen Gerade 
unendlich nahe werden, so erhellt, dass es in dem Netze einen Kegel- 
schnitt giebt, der eine AER Gerade in einem gegebenen Punkte berührt; 
so wird G„ in jedem ihrer Punkte von einer Parabel des Netzes 
berührt. 

Wir erhalten nun auch Aufschluss über besondere in einem Netze 
enthaltene Kegelschnitte. Es giebt unendlich viele gleichseitigen Hyperbeln 
in dem Netze, welche ein besonderes Büschel des Netzes bilden; nehmen 
wir die beiden obigen Punkte p, p, im Unendlichen in zwei zu einander 
rechtwinkligen Richtungen an, so geht durch sie eine gleichseitige 
Hyperbel des Netzes; ein zweites Paar unendlich entfernter Punkte 
in zwei rechtwinkligen Richtungen bestimmt eine zweite gleichseitige 
Hyperbel; diese beiden bestimmen, weil ihre Schnittpunktepaare mit 
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@% die Involution Ie als Schnittinvolution ihres Büschels festlegen, 
ein dem Netze angehöriges Büschel, dessen sämmtliche Ourven gleich- 
seitige Hyperbeln sind. Weiter giebt es im allgemeinen keine gleich- 
seitige Hyperbel in dem Netze; denn käme noch eine dritte vor, 
welche nicht dem vorigen Büschel angehörte, so würde sie mit jeder 
der früheren ein neues Büschel von lauter gleichseitigen Hyperbeln 
erzeugen, und es müssten daher alle Kegelschnitte des Netzes gleich- 
seitige Hyperbeln sein. Sind daher die Kegelschnitte A, B, ©, welche 
wir als gegeben ansehen, nicht alle drei gleichseitige Hyperbeln, so 
giebt es in dem Netze nur ein einziges Büschel gleichseitiger Hyperbeln; 
wenn aber die drei gegebenen Kegelschnitte A, B, C selbst gleichseitige 
Hyperbeln sind, so besteht das Netz aus lauter gleichseitigen Hyperbeln 
und hat daher einen speciellen Charakter. 

Unter den Kegelschnitten des Netzes giebt es ferner im allgemeinen 
unendlich viele Parabeln; jeder Punkt von GŒ» ist, wie wir eben er- 
wähnten, der unendlich ferne Punkt einer dem Netze angehörigen 
Parabel. Zwei Parabeln des Netzes, deren unendlich entfernte Punkte 
p,# in zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen liegen, bestimmen 
ein Büschel des Netzes, in welchem nothwendig ein Kreis vorkommen 
muss (Nr. 163). Dies ist im allgemeinen der einzige Kreis unter den 
Kegelschnitten des Netzes; denn construiren wir ein anderes Paar 
Parabeln, deren unendlich entfernte Punkte p' und =’ ebenfalls in zwei 
zu einander rechtwinkligen Richtungen liegen, so gehört zu ihrem 
Büschel derselbe Kreis; seien nämlich P und JMI die beiden ersten, 
P' und H' die beiden andern Parabeln, so können wir P, II, P' für 
die drei das Netz erzeugenden Kegelschnitte A, B,C setzen; in dem 
Büschel (P, II) ist der Kreis $ enthalten; & und P' bestimmen ein 
zweites Büschel des Netzes, in welchem nothwendig noch eine Parabel 
ausser P’ enthalten sein muss, welche ihren unendlich entfernten 
Punkt in einer rechtwinkligen Richtung zu derjenigen des unendlich 
entfernten Punktes von P’ hat, also in =’, und die einzige Parabel 
des Netzes, die ihren unendlich fernen Punkt in =’ hat, ist IT’; somit 
gehört & auch zum Büschel (P', I"). 


Endlich kommen unter den Kegelschnitten des Netzes auch Geraden- : 


paare in unendlicher Anzahl vor, wie wir schon bemerkt haben; ihre 
Doppelpunkte bilden die Tripeleurve. Jedes Büschel enthält drei Ge- 
radenpaäre, von denen mindestens eins reell ist. Der von allen den 
Geraden dieser Paare umhüllte Ort ist eine Curve dritter Klasse RO., 
Wenn nämlich eine von diesen Geraden durch einen Punkt p geht, 
so muss das Geradenpaar, zu dem sie gehört, in dem Büschel ent- 
halten sein, das der Punkt p bestimmt; in diesem giebt es drei Ge- 


. 
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radenpaare, von denen jedes eine seiner Geraden durch p schickt. 
Vermöge der fächerförmigen Erzeugung des Netzes aus drei Kegel- 
schnitten A, B, C können wir die Curve RO) in der Weise construiren, 
dass wir einen oriander liais Kegelschnitt X das Büschel (B, C) durch- 
laufen lassen und für die beiden Kegelschnitte A und X jedesmal die 
sechs gemeinschaftlichen Secanten ermitteln, welche den gesuchten 
Ort © umhüllen. 

Hieraus ergiebt sich folgender Satz, der zu vielen interessanten 
speciellen Fällen Veranlassung bietet: 

Drei beliebige Kegelschnitte haben, zu zweien zusammengefasst, drei- 
mal je sechs gemeinschaftliche Secanten; diese achtzehn Geraden sind 
Tangenten einer und derselben Curve dritter Klasse. 


Zu der Tripeleurve hat die gefundene Curve K® eine leicht er- 
kennbare Beziehung; eine gemeinschaftliche Secante zweier Kegel- 
schnitte des Netzes hat nämlich die Eigenschaft, dass die beiden 
Involutionen, welche ihr in Bezug auf beide Kegelschnitte zugehören, 
identisch sind; nehmen wir nun irgend einen dritten Kegelschnitt des 
Netzes, welcher nicht mit den beiden vorigen demselben Büschel an- 
gehört, so gehört in Bezug auf ihn jener Gerade eine zweite Involution 
‘zu, und die beiden auf einander liegenden Involutionen haben ein 
gemeinschaftliches Paar conjugirter Punkte P, @. Da dies conjugirte 
Punkte für drei Kegelschnitte des Netzes sind, welche nicht demselben 
Büschel angehören, so sind es conjugirte Punkte für sämmtliche Kegel- 
schnitte des Netzes, also ein Paar conjugirter Punkte der Tripeleurve. 
Eine gemeinschaftliche Secante zweier Kegelschnitte des Netzes (oder 
eine Gerade eines ihm angehörigen Geradenpaares) ist mithin stets die 
Verbindungslinie zweier conjugirter Punkte P, @ der Tripeleurve, und 
auch umgekehrt; denn ist p ein Punkt der Verbindungslinie irgend 
eines Paares conjugirter Punkte P, Q der Tripeleurve, so gehen alle 
Kegelschnitte des Büschels im Netze, das er bestimmt, durch den 
Punkt x, der zu ihm in Bezug auf P,@ harmonisch ist; daher ist 
px oder PQ gemeinsame Secante aller Kegelschnitte dieses Büschels. 
Wir haben also folgenden Satz: 

Die Verbindungslinien sämmtlicher Paare conjugirter Punkte P, Q 
der Tripeleurve umhüllen eine Curve dritter Klasse, welche identisch ist 
mit derjenigen, die von den Geraden aller Geradenpaare, welche unter 
den Kegelschnitten des Netzes auftreten, berührt wird. 

Aus der Construction der durch den Punkt p gehenden drei 
Strahlen, welche conjugirte Punkte P,Q verbinden, oder ‘der drei 
Tangenten aus p an die Curve 8 folgt noch, indem die Doppelpunkte 
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der drei Geradenpaare des durch p bestimmten Büschels ein Tripel 
des Netzes und der Tripeleurve bilden: 

Solche drei Verbindungsstrahlen conjugirter Punkte P, Q, welche 
durch einen gegebenen Punkt p der Ebene gehen, d.h. die drei aus p an 
die Curve &®) gelegten Tangenten treffen die Tripeleurve noch in drei 
neuen Punkten, welche ein Tripel derselben bilden. 

Die Verbindungslinie PQ zweier conjugirter Punkte der Tripel- 
curve schneidet jeden Kegelschnitt des Netzes in zwei Punkten, welche 
harmonisch zugeordnet sind in Bezug auf P, Q, also in einem Punkte- 
paare einer festen Involution, deren Doppelpunkte P,@ sind. Und 
umgekehrt, wenn eine Gerade von allen Kegelschnitten des Netzes in 
den Punktepaaren einer Involution geschnitten wird, so sind deren 
Doppelpunkte conjugirt in Bezug auf das Netz. Wir können daher 
folgenden Satz aussprechen: 

Eine Gerade von solcher Beschaffenheit, dass sie drei beliebig gegebene 
Kegelschnitte A, B, © in drei Punktepaaren einer Involution trifft, um- 
hüllt eine Curve dritter Klasse R®, welche zugleich die achtzehn gemein- 
schaftlichen Secanten je zweier der gegebenen drei Kegelschnitte berührt. 
Die Doppelpunkte der Imwolutionen auf allen solchen Geraden liegen auf 
einer Curve dritter Ordnung, der T DEREN der drei Kegelschnitte 
A, B, © und ihres Netzes. 

Auch die übrigen Kegelschnitte des Netzes schneiden jede dieser Ge- 
-ralen in Punktepaaren ihrer Involution. 

Es ist leicht, den Berührungspunkt einer Gerade PQ mit der 
von ihr öingehhlkien Curve 8® zu ermitteln; denken wir uns ein der 
Tripeleurve eingeschriebenes vollständiges Vaii wie es früher in 
Betracht gezogen wurde: P QP'Q'P"Q", dessen drei Paare Gegenecken 
aus conjugirten Punkten der Tripelcurve bestehen, in der Weise ver- 
ändert, dass wir ein Paar PQ festhalten und das zweite Paar P'Q' 
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ihm allmählich nähern, indem wir zuletzt P' mit P und also auch ` 


Q' mit Q zusammenfallen lassen, dann geht P" in den Schnittpunkt 
der beiden Tangenten der Tripeleurve in P und Q, und Q" also in 
den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie PQ mit der Tripeleurve 
über; was auch aus: Q" = (P Q', P'Q) folgt. Um nun den Schnittpunkt 
(PQ, 'P'Q Q") für den Grenzfall des Zusammenfallens von P, Q mit P', Q', wo 
er Berührungspunkt von PQ wird, zu ermitteln, haben wir nur die 
harmonische Eigenschaft des vollständigen Vierseits zu berücksichtigen. 
Auf der Diagonale PQ desselben ist (PQ, P'Q') stets harmonisch in 
Bezug auf P, @ zu dem Punkte (RQ, P"Q"); auf der Grenze fällt 
dieser Punkt in Q", der ja, wie eben gesagt, auf PQ in den dritten 
Schnittpunkt mit der Tripeleurve zu liegen kommt. Also: Die ver- 


www.rcin.org.pl 


490 Drei Kegelschnitte Tripeleurve. Kegelschnittnetz. 


änderliche Verbindungslinie PQ zweier conjugirter Punkte der Tripel- 
curve berührt die von ihr eingehüllte Curve dritter Klasse in dem vierten 
harmonischen Punkt, welcher dem dritten Schnittpunkt von PQ mit der 
Tripeleurve zugeordnet ist in Bezug auf P und Q. 

Dieser dritte Schnittpunkt @" der Verbindungslinie PQ mit der 
Tripeleurve hat zu seinem conjugirten Punkte P” den gemeinschaft- 
lichen Taugentialpunkt für die beiden conjugirten Punkte P und Q; 
hieraus folgt die Construction der Tangente in einem beliebigen 
Punkte P der Tripeleurve: Man suche zu P den eonjugirten Punkt Q, 
ferner den dritten Schnittpunkt Q" der Verbindungslinie PQ mit der 
Tripeleurve, endlich den eonjugirten Punkt P" zu @", dann ist PP" 
die gesuchte Tangente. 

Schneidet die Verbindungslinie P@ zweier conjugirten Punkte der 
Tripeleurve dieselbe in Q", so geht durch Q" ausser PQ und @"P" noch 
eine Tangente an &®, also ein Strahl, welcher C® in zwei conjugirten 
Punkten trifft. Werden P, @ und diese ‚beiden Punkte mit P" ver- 
bunden, so erhalten wir die Tangenten in ihnen an C®. Da nun 
jedes dieser Punktepaare mit P” zusammen ein Tripel der Tripeleurve 
bildet und zwei Tripel immer auf einem Kegelschnitt liegen, so folgt 
der Satz: 

Aus einem Punkte (P") der Tripeleurve lassen sich ausser der 
Tangente in ihm selbst noch vier andere Tangenten an dieselbe legen; 
die vier Berührungspunkte liegen mit dem ursprünglichen Punkte auf 
einem Kegelschnitt, welcher die Tripeleurve in dem letzteren berührt. 

Dies ist nur ein Theil des oben (Nr. 340) ausgesprochenen Satzes 
über den Polarkegelschnitt. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die Tripeleurve C® und die 
Curve R® sich in denjenigen Punkten, in welchen sie sich treffen, auch 
berühren, d.h. dieselben Tangenten haben, dass also die Scehnittpunkte 
“ beider Curven paarweise zusammenfallen. Denn es sei Q ein gemein- 
schaftlicher Punkt der beiden Curven C® und K® und in ihm die 
Tangente an die Curve R) gezogen, welche die Tripeleurve noch in 
P und P' schneide; es gehört dann entweder @ zu den beiden con- 
jugirten Punkten, welche diese Tangente von X® verbindet, und P 
sei dann der andere; oder die beiden Punkte P und P’ sind diese 
conjugirten. Im ersten Falle ist Q als Berührungspunkt der. vierte 
harmonische Punkt, der dem dritten Schnitte P’ in Bezug auf die 
beiden conjugirten P, Q zugeordnet ist. Also muss noch einer von 
den Punkten P, P' in Q fallen und zwar der nicht zu Q conjugirte P', 
denn conjugirte Punkte P, @ fallen nicht zusammen (Nr. 334). Im 
zweiten Falle ist @ dritter Schnitt, und da er mit dem Berührungs- 
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punkte sich vereinigt, so muss auch noch einer der beiden andern 
zugeordneten Punkte P, P' mit ihnen zusammenfallen. Jedenfalls 
haben sich zwei von den Punkten, in denen die Tangente von 8® in 
Q die Tripeleurve schneidet, in @ vereinigt, so dass sie auch Tangente 
dieser Curve ist. 

Nennen wir nun einen solchen Berührungspunkt der beiden 
Curven @,; der dritte Schnitt der gemeinsamen Tangente mit C® ist 
der ihm conjugirte Punkt P,. Nun ist früher (Nr. 342) bewiesen 
worden, dass die Tangente in P, die Tripeleurve C® zum dritten 
Male in demjenigen Punkte schneidet, der conjugirt ist dem dritten 
Schnittpunkte von P,@, mit C®; da dieser aber Q, selbst ist, so ist 
sein conjugirter wieder P,, d.h. die Tangente in P, schneidet die 
Tripeleurve 0% in drei zusammenfallenden Punkten; sie ist daher eine 
Wendetangente und ihr Berührungspunkt P, ein Wendepunkt der 
Tripeleurve. ` 

Die weitere Ausführung dieser Betrachtung lässt für die Tripel- 
curve die Anzahl und gegenseitige Lage der Wendepunkte einer Curve 
dritter Ordnung erkennen. 

Es sei Q, ein zweiter Berührungspunkt der beiden Curven und 
P, sein conjugirter, welcher ebenfalls ein Wendepunkt von C®) ist. 
Dann folgt aus den beiden Paaren conjugirter Punkte P,Q, P,' QY ein 
drittes Paar: | 

(% do Po P,) TH P', (% Py, P, Q) = Q", 

und P, Q" liegen auf der Curve C®, während ihre Verbindungslinie 
die Curve &®) berührt. Ferner wissen wir, dass &,, @', Qo” ein Tripel 
der Tripelcurve bilden und die Tangenten in diesen Punkten ihr in 
drei neuen Punkten begegnen müssen, welche auf einer Gerade liegen; 
da aber die Tangente in Q, die C® in P, und die Tangente in Q} 
die C® in P, trifft, und da P,,P,, P)” in einer Gerade liegen, so 
muss die Tangente in Q” der C® in P,” begegnen (Nr. 342). Von 
den drei Schnittpunkten der Verbindungslinie P)" Q,” mit der Curve 0® 
fallen also zwei in Q zusammen; der Berührungspunkt des Strahles 
PQ" mit der Curve ®©) muss daher auch nach Q,” fallen, oder Q,” 
muss ein dritter Berührungspunkt der beiden Curven C® und QO) sein, 
folglich P' ein dritter Wendepunkt der Curve C®; wir haben daher 
folgende beiden Sätze: 

Die Verbindungslinie zweier Wendepunkte der Tripelewrve trifft die- 
selbe stets in einem dritten Wendepunkt; und: 

Aus zwei Berührungspunkten der beiden Curven C®) und K® kann 
man allemal einen dritten ableiten, indem man sie als Punkte eines Tripels 
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ansieht und den zugehörigen dritten Tripelpunkt constrwirt, wie oben 
angegeben ist. 

Die Anzahl der Wendepunkte von C® ist gleich der Anzahl der ge- 
meinschaftlichen Punkte der beiden Curven C® und ®©); da letztere von 
der dritten Klasse ist, so ist sie allgemein von der sechsten Ordnung, 
schneidet also 0% in 6.3 = 18 Punkten, die paarweise zusammen- 
fallen.* Die Tripeleurve hat also neun Wendepunkte. 

Da die Wendepunkte zu je dreien auf geraden Linien liegen, so 
wird, wenn wir einen Wendepunkt herausnehmen und ihn mit vier 
anderen verbinden, jede dieser Verbindungslinien noch einen der übrigen 
vier Wendepunkte enthalten müssen; durch. jeden Wendepunkt gehen 
also vier gerade Linien, deren jede drei Wendepunkte enthält. Danach 


je 9.4 i ; j 3 
Pht es n 12 gerade Linien, auf denen je drei Wendepunkte liegen. 


Nehmen wir nun drei Wendepunkte, welche in gerader Linie 
liegen, heraus, so gehen von den zwölf Geraden, die überhaupt vor- 
handen sind, durch diese Wendepunkte nur zehn, nämlich durch 
jeden von ihnen die erste Gerade selbst und noch drei andere; es 
bleiben also noch zwei Geraden übrig, die durch keinen der drei 
ersten Wendepunkte gehen. Nehmen wir von den letzteren eine, 
so gehen durch ihre drei Wendepunkte und die drei Wendepunkte 
der ersten Gerade nur elf von den sämmtlichen zwölf, nämlich ausser 
den beiden Geraden selbst nur die neun Verbindungslinien je eines 
Wendepunktes der ersten mit einem Wendepunkte der zweiten Gerade; 
es bleibt mithin als zwölfte Gerade noch eine solche übrig, welche 
die drei letzten Wendepunkte enthält, die auf keiner der beiden ersten 
Geraden liegen. So erhalten wir ein Wendepunktdreiseit, von dem 
jede Seite drei verschiedene, also die drei Seiten sämmtliche neun 
Wendepunkte enthalten. Solcher Wendepunktsdreiseite giebt es vier, 
und sie werden erhalten, indem man der Reihe nach mit denjenigen 
vier Geraden beginnt, die sich in einem Wendepunkte treffen. Be- 
zeichnen wir die drei Wendepunkte auf der ersten Gerade w, mit: 

Gis Ais Ois 
auf der zweiten w, mit: 


1 2 3 
Mas Ag, Ma 


so liegen die drei übrigen Wendepunkte auf der dritten W: 


a? 


1 2 
d; ? a a 


3) 


* Auch hier werden nicht bewiesene Sätze aus der allgemeinen Curventheorie 
vorausgesetzt. 
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Jede weitere Wendepunkts-Gerade hat ihre drei Wendepunkte 
bez. auf diesen drei Geraden w. Die Verbindungslinie der Punkte 
di, A} auf w,, Wy geht durch einen Wendepunkt der dritten Gerade w, 
nehmen wir an: al. Aus dieser Gerade alalal kann man nun ebenso 
ein Wendepunktsdreiseit ableiten, wie oben aus ala?a}, d. h. unter den 
acht übrigen Geraden muss es zwei geben, welche mit ihr zusammen 
alle neun Wendepunkte enthalten; diese seien ałała? und adasa}. 
Jetzt sei ata} gezogen, dritter Punkt kann nur a? sein, denn a! liegt 
schon mit at und al, a3 aber mit a? und a? in gerader Linie; ebenso 
zeigt sich, dass ala} durch a3 geht. Vervollständigt man ala2a? zum 
Wendepunktsdreiseit, so kann a? von w, nur mit a! oder mit a? von 
Ww, verbunden eine zweite Wendepunkts-Gerade dieses Dreiseits geben. 
Im ersteren Falle aber kann der dritte Punkt auf w, nicht a! sein, 
denn dieser Punkt liegt schon mit a} und al in gerader Linie, ebenso 
nicht a}, weil schon a}, a?, a? in gerader Linie liegen, und auch nicht 
a’, weil dieser schon der ersten Seite des zu eonstruirenden Dreiseits 
angehört. Demnach ist a? mit a? zu verbinden, und dritter Punkt 
kann nur a} sein, da a}, a, a? in gerader Linie liegen; die zweite 
Seite ist also ajaja} und demnach die dritte adala?. Bei der Vervoll- 
ständigung von «jaa; bleiben nur ajazaz, ajaza, übrig; und die zwölf 
Wendepunkts-Geraden, gruppirt zu den vier Wendepunktsdreiseiten, 
sind daher: > 

aaa, aaa, AAA, AAAS, 
aaas; adadad; alal; aal. i 

Diese Lagenverhältnisse führen auf den Zusammenhang der 
Wendepunkte der Tripelcurve mit äquianharmonischen Systemen und 
geben dadurch Aufschluss über die Realität der Wendepunkte. Nehmen 
wir von dem ersten der vier Wendepunktsdreiseite die Seite, welche 
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die drei Wendepunkte al,a?,a? und die beiden Ecken A, A des. 


Dreiseits enthält, dessen dritte Ecke A,, sei, und projiciren die fünf 
Punkte nach einander aus den Punkten a}, a?, a3, welche auf der zweiten 
Seite liegen, auf die dritte Seite A, A», so erhalten wir durch 
Ren aus al die Punkte: a}, a3, a, Ag, Áis» 
n U o» „30,05, Ag Ay, Ais, 
» 0 » »o $ As Ag, Ay, Ass, Ais; 


diese drei Gruppen sind projectiv, da sie zu derselben Gruppe per- 
speetiv sind. Daraus folgt, dass auf der Seite A,A, des Wende- 
punktsdreiseits die drei Punkte «al, aĝ, a} eine ceyklische Projectivität 
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bilden, von welcher A,;, Ap die Doppelpunkte sind (Nr. 48). Da dies 
offenbar für jede Seite jedes der vier Wendepunktsdreiseite gilt, so 
haben wir den Satz: 

Auf jeder Seite eines Wendepunktsdreiseits bilden die drei Wende- 
punkte eine cyklische Projectivität, von welcher die beiden Ecken des 
Dreiseits die Doppelpunkte sind. 

Um nun über die Realität der Wendepunkte Aufschluss zu er- 
langen, ist die genauere Kenntniss der Eigenschaften der eyklischen 
Projeetivität erforderlich, die wir theils gegeben haben (Nr. 48), theils 
noch andeuten wollen (Aufgaben und Sätze im Anhange Nr. 20). 

Nehmen wir an, dass drei Wendepunkte reell seien, die nicht in 
gerader Linie liegen, etwa al, a?, al; dann sind auch die dritten Wende- 
punkte auf den drei Verbindungslinien reell, nämlich «a?, al, a}, folglich 
auch die dritten auf ała}, ala?, ajal, das sind: a3, a}, ad. Also würden 
alle Wendepunkte und alle Wendepunkts-Geraden reell sein. Dann 
würden auf jeder dieser Geraden in der cyklischen Projeetivität alle 
fünf Elemente reell sein, sowohl die eyklisch vertauschbaren, als die 
Doppelelemente, was nicht möglich ist. Wenn daher drei Wendepunkte 
reell sind, so müssen sie in gerader Linie liegen, und die übrigen sind 
imaginär. 

Um jeden Wendepunkt haben wir vier cyklische Projectivitäten; 
jedes Wendepunktsdreiseit s,5,5, giebt eine: eyklische Elemente sind 
‚die drei Wendepunkts-Geraden f,,%,,®, durch den Wendepunkt, die 
nicht zum Dreiseit gehören; der eine Doppelstrahl ist die vierte 
zum Dreiseit gehörige Wendepunkts-Gerade s,, der andere geht nach 
der Gegenecke ss, Man erhält diese eyklische Projectivität aus der 
auf s, oder s, befindlichen durch Projection. 

Wäre nun blos ein Wendepunkt reell — und wegen der ungeraden 
Anzahl muss mindestens einer reell sein —, so würden die acht 
übrigen paarweise conjugirt imaginär sein, und auf allen vier reellen 
Verbindungslinien der conjugirt imaginären wäre er der nothwendig 
reelle dritte. In der eben beschriebenen Projectivität wären #,, t, U 
reell, mithin auch die Projeetivität, ferner auch s, und also auch der 
andere Doppelstrahl, was bei einer eyklischen Projectivität nicht mög- 
lich ist. 

Somit zeigt sich, dass nur der Fall von drei reellen und auf der- 
selben Gerade gelegenen Wendepunkten möglich ist. Wäre nun einer 
von diesen Punkten für zwei von den drei reellen Verbindungslinien 
conjugirt imaginärer Wendepunkte der dritte, so würde auch die letzte 
Wendepunkts-Gerade durch diesen Wendepunkt reell sein, denn sie 
enthält ja die beiden übrigen auch conjugirt imaginären Wendepunkte. 
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Wir gelangten daher wiederum zu einer nicht möglichen eyklischen 
Projectivität. Es verbleibt also, dass die reellen Wendepunkts- Geraden, 
welche conjugirt imaginäre Wendepunkte verbinden, durch die drei ein- 
zelnen reellen Wendepunkte gehen. 

Ein Wendepunktsdreiseit ist demnach vollständig reell. Durch 
jeden der drei reellen Wendepunkte gehen zwei reelle Wendepunkts- 
Geraden und zwei conjugirt imaginäre; denn die imaginären Wende- 
punkte, die auf der einen dieser letzteren liegen, sind bezw. conjugirt 
imaginär zu denen auf der andern. Betrachten wir diejenige cyklische 
Projectivität um einen der reellen Wendepunkte, in welcher die Wende- 
punkts-Gerade der drei reellen Wendepunkte der eine Doppelstrahl 
ist, so ist von den drei ceyklischen Elementen das eine reell, die 
beiden andern sind conjugirt imaginär; also ist die Projeetivität reell 
und demnach auch der andere Doppelstrahl, der nach der Gegenecke 
der Wendepunkts-Gerade der drei reellen Wendepunkte im Wende- 
punktsdreiseit, zu welchem diese gehört, geht. Diese Ecke ist daher 
als Schnittpunkt dreier reeller Strahlen reell, und die beiden Seiten 
des Dreiseits, die sich in ihr schneiden, sind conjugirt imaginär, da 
die Wendepunkte der einen zu denen der andern conjugirt sind.” 

Fassen wir zusammen, so haben wir das Ergebniss: 

Von den neun Wendepunkten der Tripeleurve sind drei in gerader Linie 
liegende reell, die übrigen sechs paarweise conjugirt imaginär; diese sechs 
imaginären Wendepunkte liegen zu je dreien auf zwei conjugirt imaginären 
Geraden, deren Durchschnittspunkt reell ist. Von den zwölf Wendepunkts- 
Geraden sind vier reell und acht imaginär, nämlich reell: die Gerade, auf 
welcher die drei reellen Wendepunkte liegen, und die drei Seiten eines 
der vier Wendepunktsdreiseite, deren jede einen reellen und zwei conjugirt 
imaginäre Wendepunkte enthält. 

Die gemeinschaftlichen Punkte der Curven 0® und ®©), in welchen 
sich dieselben berühren, führen, wie zu den Wendepunkten der Curve 
0®, so auch zu den Rückkehrtangenten der Curve 8®. Wir haben 
oben (Nr. 340) bewiesen, dass alle Strahlenpaare, welche einen be- 
liebigen Punkt o der Tripeleurve mit Paaren conjugirter Punkte P, Q 
verbinden, eine Involution bilden. Ihre Doppelstrablen sind zwei 
Tangenten von &®, welche durch o gehen; die dritte ist die Ver- 
bindungslinie des Punktes o mit seinem conjugirten Punkt; diese 
Verbindungslinie und die Tangente in o an C® bilden ein besonderes 


* Auch hier sind mancherlei in diesem Buche nicht begründete Voraus- 
setzungen gemacht. In Bezug auf die Benutzung der Eigenschaften der cy- 
klischen Projeetivität vergl. Clebsch (1833 —1872), Journal für Mathematik Bd. 63 
S. 120., 
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Strahlenpaar dieser Involution, werden also harmonisch getrennt durch 
die beiden Doppelstrahlen. Diese Doppelstrahlen wollen wir zwei 
conjugirte Tangenten der Curve R®) nennen; denn sie besitzen die Eigen- 
schaft, dass ihre Berührungssehne auch eine Tangente von S@® ist, 
also die duale Eigenschaft zu der zweier conjugirter Punkte auf O®). 
Sind nämlich P'Q' und P" Q" die Paare conjugirter Punkte, welche 
auf den Doppelstrahlen der Involution (o) liegen, so werden die Schnitt- 
punkte (P'Q", P"Q") und (P' P", Q'Q") ebenfalls conjugirte Punkte 
der C® sein, und ihre Verbindungslinie geht durch die beiden vierten 
harmonischen Punkte auf den Strahlen o P'Q' und oP"@"; da diese 
die Berührungspunkte mit &®) sind, so ist die Berührungssehne zweier 
eonjugirter Tangenten von &®) selbst eine Tangente von K®. 

Ebenso wie die Punkte der Curve C® sich in Paare conjugirter 
Punkte ordnen, deren Tangenten sich auf 0% selbst schneiden, ordnen 
sich auch die Tangenten der Curve $t® in Paare conjugirter Tangenten, 
deren Berührungssehne selbst eine dritte Tangente ist. Wenn nun 
insbesondere P, und Q, zwei solche conjugirten Punkte der 0%) 
mit dem gemeinschaftlichen Tangentialpunkte A, sind, dass die Tan- 
gente in Q, durch P, geht, dann fällt auch AR, nach P,, und P, ist 
ein Wendepunkt der C® und die Tangente in ihm eine Wendetangente, 
weil sie drei zusammenfallende Punkte der Curve enthält. Wenn 
andererseits bei zwei conjugirten Tangenten der Ę&®) die Berührungs- 
sehne mit einer derselben zusammenfällt, dann ist diese eine Rück- 
kehrtangente der &® und, ihr Berlin ein Rückkehrpunkt, 
weil für ihn drei Tangenten der 8) zusammenfallen. Wenn nun Q, 
ein Berührungspunkt der Curven 0® und Q&®) ist, so fallen in die 
gemeinsame Tangente von den drei aus Q, an 8) zu legenden Tan- 
genten zwei hinein, und es giebt nur noch eine dritte Tangente T, 
durch Q, an 8%; sie enthält ein Paar conjugirter Punkte P’, @', und 
der vierte harmonische dem Q, zugeordnete sei r,, ihr Berührungs- 
punkt mit, ®©). Der conjugirte Punkt P, zu Q, liegt, wie wir schon 
erkannt haben, auf der gemeinsamen Tangente. Da ferner die Tan- 
gente in Q, an C® und der Strahl Q, P, zusammenfallen, so bilden 
sie einen Doppelstrahl der Involution, welche dem Punkte Q, 
Bezug auf die Curve C® zugehört; der andere ist T,. Diese beiden 
Doppelstrahlen sind conjugirte Tangenten der 8%; ihre Berührungs- 
sehne ist Q,r,, d.h. T, selbst, folglich ist T, eine Rückkehrtangente 
der 8%. Wir haben also folgendes Resultat: 

Die beiden Curven C®) und K®) haben in ihren gemeinschaftlichen 
Punkten dieselben Tangenten. Eine solche Tangente trifft C® nur noch 
in einem dritten Punkte, welcher ein Wendepunkt der C® ist, und es 
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lässt sich aus jenen gemeinschaftlichen Berührungspunkten beider Curven 
nur noch je eine dritte Tangente an R®) legen, welche eine Rückkehr- 
tangente derselben ist.. 

Zu zwei in @ vereinigten Punkten der Tripelcurve als Punkten 
eines Tripels ist der dritte Tripelpunkt derjenige, welcher dem dritten 
Schnitt der Tangente in Q, also dem Tangentialpunkte von Q con- 
jugirt ist. Der conjugirte P zu Q hat denselben Tangentialpunkt 
wie Q, und conjugirter zu dem gemeinsamen Tangentialpunkte ist der 
dritte Schnitt von QP, das ist also der gesuchte dritte Tripelpunkt. 

Zu zwei in Q vereinigten Punkten ist der dritte Tripelpunkt der 
dritte Schnitt der Gerade, welche Q mit dem conjugirten Punkte P verbindet. 

Für einen der Berührungspunkte Q, der beiden Curven C®) und 
K®) ist der dritte Schnitt mit O® wiederum Q,, da Q,P, in Q, berührt; 
folglich haben sich in einem Q, alle drei Punkte eines Tripels vereinigt. 

Verbindet man also die drei Punkte eines Tripels mit einem 
Punkte Q,, so sind die dritten Schnitte drei Punkte in gerader Linie. 
Der Kegelschnitt ferner, der durch ein Tripel gelegt ist und die Tripel- 
eurve in einem der Punkte Q, tangirt, tangirt sie sogar dreipunktig. 

In jedem der Punkte Q, wird die Tripeleurve von einem Kegel- 
schnitt sechspunktig berührt.* 

Wir brechen hier die allgemeine Betrachtung des Kegelschnitt- 
netzes ab, da eine weitere Ausführung die dem Buche gesteckten 
Grenzen überschreiten und zu einer Theorie der Curven dritter Ordnung 
führen würde, hinsichtlich deren wir auf Oremona’s Einleitung in eine 
geometrische Theorie der ebenen Curven (deutsche Uebersetzung von 
M. Ourtze, Greifswald 1865) und auf die Schrift von Duröge: Die 
ebenen Curven dritter Ordnung (Leipzig 1871) verweisen.“* Wir wollen 
nur noch auf einen besonderen Fall des Kegelschnittnetzes hinweisen, 
welcher zu vielen Beziehungen zwischen Kegelschnitten und, noch 
weiter specialisirt, zu bekannten Resultaten aus der Kreistheorie führt. 
Wenn nämlich die drei zur Bestimmung des Netzes erforderlichen 
Kegelschnitte A, B, © die besondere Lage haben, dass zwei (reelle 
oder imaginäre) Punkte ihnen gemeinschaftlich sind, dann muss die 
Tripeleurve zerfallen in die Verbindungslinie s der beiden Punkte 
(eine gemeinschaftliche Secante der drei Kegelschnitte und aller Kegel- 


* Da jede Curve dritter Ordnung auf drei Weisen Tripelcurve ist, so hat 
sie nicht blos 9, sondern 27 solche ausgezeichneten Punkte Q,. 

** Nunmehr aber kann auf das eigene Buch von Schröter: Die Theorie der 
ebenen Curven dritter Ordnung (Leipzig 1888) verwiesen werden, dessen Para- 
graphen über die Wendepunkte man auch vergleiche. 

Steiner, Vorlesungen II. — 8. Aufl. 32 
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schnitte des Netzes) und einen Kegelschnitt; denn da der gemein- 
schaftlichen Secante dieselbe Involution rücksichtlich aller drei Kegel- 
schnitte zugehört, so ist jedes Paar conjugirter Punkte derselben ein 
Paar conjugirter Punkte P, @ der Tripeleurve. Dieser gehört also die 
ganze Gerade an, und der übrige Theil kann nur noch ein Kegel- 
schnitt C®) sein. P, Q seien, wie vorhin, zwei conjugirte Punkte 
auf s, P', Q' hingegen zwei conjugirte Punkte auf C®, so sind auch 
P" = (PP',QQ') und Q" = (PQ', QP') conjugirt und ersichtlich auf 
0% gelegen; also beschreibt, wenn PQ die Involution auf s durch- 
läuft, P"Q" eine krumme Involution auf C®, welche aus P' oder Q' 
in jene projieirt wird. Von dem vollständigen Viereck P'Q'P" Q", 
das dem CC®) eingeschrieben ist, ist PQ eine Diagonale, der gegen- 
überliegende Diagonalpunkt O=(P'Q', P"Q") ihr Pol nach 0®; 
durch diesen geht P"Q", also ist er das Centrum der krummen In- 
volution und s deren Axe. Folglich ist die Involution auf s, in welche 
die krumme Involution der P",Q" aus P' oder Q' projieirt wird, auch 
die dem C® zugehörige; d.h. ihre Doppelpunkte, die gemeinsamen Punkte 
der A, B,C und aller Kegelschnitte des Netzes, liegen auch auf 0%, 

Sie sind, als die Doppelpunkte der krummen Involution, sich 
selbst conjugirt; jeder Strahl durch einen dieser Punkte ist Verbindungs- 
linie zweier vereinigter conjugirter Punkte, also Tangente von R®), 
Die Curve Ẹ&®) zerfällt in die Strahlbüschel um diese beiden Punkte 
und um das Centrum der krummen Involution der P", Q" (und P', Q", 
den Pol O von s in Bezug auf C®. Die Curve R wird ja auch von 
den Geraden der Geradenpaare des Netzes umhüllt; von denjenigen, 
zu denen s gehört, geht die andere Gerade stets durch den dritten 
Punkt O von &®, während die andern Geradenpaare ihre Geraden 
durch die gemeinsamen Punkte des Netzes senden. Der dritte Punkt 
ist der Punkt, in den die s ergänzenden gemeinschaftlichen Secanten, 
welche je zwei von den drei Kegelschnitten A, B, C haben, zusammen- 
laufen (Nr. 176). 

Wir können also folgenden Satz aussprechen: 

Wenn drei Kegelschnitte A, B,C eine (eigentliche oder ideelle) ge- 
meinschaftliche Secante s haben, so haben je zwei derselben B und C, 
C und A, A und B noch eine gemeinschaftliche Secante t, t', t", den 
übrigen Theil des Geradenpaares, welches in je einem der drei Büschel 
(B,C) (C, A) (A, B) sich befindet, und von welchem s ein Theil. ist. 
Die drei Geraden t, t', t" schneiden sich in einem Punkte O. Von den 
drei gemeinschaftlichen Polardreiecken der drei Büschel liegen drei Eck- 
punkte auf s, die sechs übrigen auf einem Kegelschnitt C®, welcher die 
Eigenschaft besitzt, dass von jedem Punkte P desselben die drei Polaren 
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in Bezug auf A, B,C sich wieder in einem Punkte Q dieses Kegel- 
schnitts C® treffen; die Verbindungslinie PQ läuft durch den festen 
Punkt O, der zugleich der Pol der Gerade s in Bezug auf den Kegel- 
schnitt O® ist. 

Zu bekannten Resultaten werden wir geführt durch weitere 
Specialisirung der allgemeinen Betrachtung; nehmen wir nämlich ins- 
besondere für die drei Kegelschnitte A, B, C drei Kreise an, so haben 
dieselben die unendlich entfernte Gerade zu einer gemeinschaftlichen 
(ideellen) Secante s; der Punkt O wird der Punkt der gleichen 
Potenzen der drei Kreise A, B, C, der Kegelschnitt C® der die drei 
angenommenen Kreise rechtwinklig schneidende Kreis und O sein Mittel- 
punkt. Das Kegelschnittnetz besteht in diesem Falle aus lauter Kreisen. 

Die Durchführung der dualen Betrachtung, welche, gleichfalls 
von drei beliebigen Kegelschnitten A, B,C ausgehend, die drei Schaaren 
(B,C), (C, A), (A, B) und die durch sie bestimmte Tripelcurve dritter 
Klasse ins Auge fasst, darf dem Leser überlassen bleiben, da sie in 
allen wesentlichen Punkten der in diesem Paragraphen durchgeführten 
Untersuchung nachgebildet werden kann. Diese besondere Betrachtung 
ist aber überflüssig, weil sie schon von selbst in die vorige sich 
hineinverwebt. Die dort auftretende Curve 8% ist selbst Tripel- 
strahleneurve für ein Kegelschnitt- Gewebe, welches mit dem ursprüng- 
lichen Kegelschnittnetz in engstem Zusammenhang steht, so dass 
also die beiden dualen Figuren mit einander vereinigt auftreten. Wir 
müssen aber hinsichtlich der weiteren Ausführung dieser Untersuchung 
auf das eben erwähnte Buch von Schröter ($ 5) und seine in Nr. 340 
genannten Abhandlungen verweisen. 

Wenn wir die Betrachtung des Kegelschnittnetzes, welche von 
drei beliebig in der Ebene gegebenen Kegelschnitten ausging, in der 
Weise fortführen, dass wir vier beliebige Kegelschnitte K®, KØ, KØ, KØ, 
die nicht demselben Netze angehören, annehmen, so lässt sich auch 
dann noch nach solchen Punkten P fragen, deren vier Polaren in 
Bezug auf K®, KP, KP), K® sich in einem und demselben Punkte Q 
schneiden. Construirt man die Tripeleurve C$} für das durch die 
Kegelschnitte XP, KØ, KP) bestimmte Netz und die Tripeleurve Of), 
für die Kegelschnitte XP, KØ, KØ, so müssen die gesuchten Punkte 
gemeinschaftliche Punkte der Curven O3, und CË}, sein. Diese beiden 
Curven haben aber die Ecken Q, Q,, Q, des gemeinsamen Polardreiecks 
von 8@ und S@ gemeinsam, welche offenbar diese Eigenschaft nicht 
besitzen, weil die Polaren einer von ihnen in Bezug auf R&P) und RË 
zusammenfallen und daher sowohl mit der in Bezug auf 8) als mit 
der in Bezug auf R&P) in einem Punkte sich treffen, ohne dass dies für 

32* 
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alle drei (oder vier) gilt. Folglich bleiben nur noch ‚sechs Punkte 
übrig, die der gestellten Forderung genügen. Diese zerfallen offenbar 
in drei Paare conjugirter Punkte. Denn sobald P die Beschaffenheit 
hat, dass seine Polaren in Bezug auf K®, K®, K®, KØ) sich in Q 
treffen, wird auch @ dieselbe haben, also wenn P zu jenen sechs 
Sehnittpunkten gehört, muss auch Q dazu gehören; gehört ferner P, 
dazu, so gehört auch sein conjugirter Punkt Q, dazu; sind aber diese 
beiden Paare bekannt, so erhalten wir durch die Verbindung derselben 
in (PP,®Q)=P, und (PQ,Q@P,)=@, ein drittes Paar, welches 
ebenfalls zu jenen sechs Durchschnittspunkten gehören muss; da es 
aber nur sechs giebt, so erhalten wir den Satz: 

- Hat man irgend vier Kegelschnitte K®, KO, KP, K®, die nicht dem- 
selben Netze angehören, und construirt zu je dreien derselben die zugehörigen 
Tripeleurven CB), CH, CH), OB), so laufen diese vier Curven dritter 
Ordnung durch dieselben sechs Punkte, welche zu je dreien auf vier 
geraden Linien liegen und die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits 
bilden, dessen drei Paare Gegenecken gleichzeitig drei Paare conjugirter 
Punkte in Bezug auf alle vier gegebenen Kegelschnitte sind. 

Die sechs Durchschnittspunkte dieser vier Tripeleurven oder das 
vollständige Vierseit, als dessen drei Paare Gegenecken dieselben auf- 
treten, lassen sich sehr einfach vermittelst der gegebenen vier Kegel- 
schnitte K®, K@, KØ, KØ construiren, wenn man die oben bewiesene 
Eigenschaft der Tripeleurve zu Hülfe nimmt (Nr. 341), nach der die 
acht Seiten zweier der Tripeleurve eingeschriebenen vollständigen Vier- 
seite, für welche jedes Paar G@egenecken ein Paar conjugirter Punkte 
der Tripeleurve ist, allemal einen und denselben Kegelschnitt berühren.” 

Bezeichnen wir die zu den Punkten des Tripels QQ, Q, con- 
jugirten Punkte auf der Tripeleurve CO durch P, P,, P, und die auf 
der Tripeleurve C®, durch P, P,', P, so liegen bekanntlich sowohl 
P, P, Po, als auch P', P,', Pe auf je einer Gerade. Nach jenem 
Satze müssen nun sowohl die acht Seiten der beiden Vierseite, deren 
Gegenecken P, Q; Pi, @; Po, Qo und P, Q; P, D; Po, Q, sind, als 
auch die acht Seiten der beiden Vierseite, deren Gegenecken P, Q; 
Pi, Q; Pr, % und PO; R5, A, P, D, sind, je einen Kegelschnitt 
berühren. Es leuchtet aber ein, dass diese beiden Kegelschnitte 
identisch sind, denn beide berühren die Seiten der beiden Dreiecke 
QOQ Q und QQ, Q,, wodurch der Kegelschnitt schon mehr wie be- 
stimmt ist. Nennen wir diesen Kegelschnitt &®, so können wir ihn 


* Vergl. Siebeck, De triangulo, cujus latera continent polos respectu quatuor 
sectionum conicarum conjugatos. Annali di Matematica Ser. II, Bd. 2, S. 65. 
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dadurch bestimmt denken, dass wir die Seiten des gemeinsamen Tripels 
der beiden Kegelschnitte K® und KË) und ausserdem die beiden Ge- 
raden, in welchen ®, ®,, P und P’, P’, P? liegen, als fünf Tangenten 
von ihm auffassen. 

Gehen wir in gleicher Weise von den beiden Kegelschnitten X 
und K® aus, ermitteln das gemeinschaftliche Tripel derselben und 
die beiden Geraden, welche die conjugirten Punkte dieses Tripels auf 
den beiden Tripeleurven C6} und CQ}, enthalten, so bestimmen diese 
fünf Geraden als Tangenten einen neuen Kegelschnitt &®. Die beiden 
gefundenen Kegelschnitte K® und KP haben vier gemeinschaftliche 
Tangenten, welche ein vollständiges Vierseit bilden, und die drei Paare 
Gregenecken desselben sind die gesuchten sechs gemeinschaftlichen Punkte 
aller vier Tripelcurven. 

Aus der bekannten Eigenschaft des einer Tripeleurve einge- 
schriebenen vollständigen Vierseits, dessen drei Paare Gegenecken 
Paare conjugirter Punkte der Tripeleurve sind, ergiebt sich nun- 
mehr folgende Construction der gesuchten sechs Durchschnittspunkte: 

Man ermittele das gemeinschaftliche Tripel der beiden Kegelschnitte 
K® und KË; die Polaren der Ecken dieses Dreiecks in Bezug auf den 
dritten Kegelschnitt K® treffen die Gegenseiten desselben in drei Punkten 
einer Gerade Q; die Polaren der Ecken desselben Dreiecks in Bezug auf 
den vierten Kegelschnitt K% treffen die Gegenseiten desselben in drei 
Punkten einer Gerade Q'. Man beschreibe den Kegelschnitt K, welcher 
die Seiten des Tripeldreiecks und die beiden Geraden X und &' berährt, 
wodurch er gerade bestimmt wird. In gleicher Weise ermittele man 
zweitens das gemeinschaftliche Tripel der beiden Kegelschnitte K® und 
K®; die Polaren der Ecken desselben in Bezug auf K® treffen die 
Gegenseiten in drei Punkten einer Gerade Q&Q; die Polaren der Ecken 
in Bezug auf K® treffen die Gegenseiten in drei Punkten einer Gerade 
Q". Man beschreibe den Kegelschnitt X, welcher die Seiten dieses zweiten 
Tripeldreiecks und die beiden Geraden X, und %,' berührt. Die beiden 
Kegelschnitte K und KƏ haben vier gemeinschaftliche Tangenten, die 
ein vollständiges Vierseit bilden. Die drei Paare Gegenecken sind die 
gesuchten sechs Durchschnittspunkte P, Q, Pi, Q, Po, % der vier Tripel- 


curven Cry, Ol Chi Ofk 


Durch andere Combination der gegebenen vier Kegelschnitte kann : 


man anstatt ®©) und RË) andere Kegelschnitte erhalten; für alle mög- 
lichen sechs Verbindungen erhält man im Ganzen sechs solche Kegel- 
schnitte, welche nothwendig einer und derselben Schaar von vier 
gemeinschaftlichen Tangenten angehören. Zu dieser Schaar gelangt 
man von allgemeinerem Gesichtspunkte aus folgendermassen. 
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Wenn man ein Kegelschnittnetz hat und auf der durch dasselbe 
hervorgerufenen Tripeleurve irgend ein Tripel Q Q, Q, nimmt, so liegen 
die drei eonjugirten Punkte P, P,, P, bekanntlich auf einer Gerade, 
und man kann eine Schaar von Kegelschnitten herstellen, welche diese 
Gerade und die Seiten des Tripels berührt. Solcher Kegelschnitt- 
schaaren erhält man unendlich viele, wenn man das Tripel 99, Q, 
auf der Tripeleurve verändert; alle Kegelschnitte dieser sämmtlichen 
Schaaren bilden ein Kegelschnitt- Gewebe, ein Gebilde von gleicher 
Mächtigkeit mit dem Kegelschnittnetz und nach dem Prineip der 
Dualität aus ihm hervorgehend. Irgend zwei Schaaren des Gewebes haben 
einen Kegelschmitt gemeinschaftlich, und das Gewebe ist durch drei 
seiner Kegelschnitte, welche nicht derselben Schaar angehören, voll- 
ständig bestimmt, indem man aus der Verbindung je zweier immer 
neue Schaaren des Gewebes bildet. Alle Kegelschnitte des Gewebes, 
welche in Punktepaare zerfallen, liefern als Verbindungslinien der- 
selben diejenigen Geraden, welche die Curve X® umhüllen, und die 
Punktepaare selbst erfüllen die Tripeleurve C®. Das Kegelschnitt- 
Gewebe steht daher mit dem zu ihm gehörigen Kegelschnittnetz in 
innigstem Zusammenhange, und die Kegelschnitte des Gewebes können 
aus denen des Netzes, wie auch umgekehrt, unmittelbar abgeleitet werden.” 

Gehen wir nun von vier Kegelschnitten aus, so bestimmen die- 
selben zu je dreien verbunden vier Kegelschnittnetze, zu deren jedem 
ein bestimmtes Gewebe gehört. Diese vier Gewebe haben eine Kegel- 
schnittschaar gemeinschaftlich, welche mit der oben ermittelten zusammen- 
fällt. Wir können aber noch unendlich viele andere Kegelschnittnetze 
und zugehörige Gewebe bilden, indem wir aus jenen ersten vier Netzen 
irgend drei Kegelschnitte herausnehmen, welche nicht demselben der 
vier Netze angehören, und sie zur Bildung eines neuen Netzes ver- 
wenden. Die Tripeleurven für alle diese Netze laufen durch dieselben 
sechs oben ermittelten Punkte, und die sämmtlichen zugehörigen Kegel- 
schnitt-Gewebe haben eine Schaar gemeinschaftlich. Nehmen wir zu 
den vier gegebenen Kegelschnitten KP, KØ, K®, KO noch einen fünften 
K( hinzu, so erhalten wir zunächst fünf solcher Kegelschnittschaaren, 
wie oben, indem wir die fünf gegebenen Kegelschnitte in Gruppen zu 
vieren zusammenfassen. Diese fünf Schaaren müssen aber einen Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich haben, der dann auch gleichzeitig allen mög- 
lichen Geweben gemeinschaftlich ist, welche vermittelst der gegebenen 
fünf Kegelschnitte sich herstellen lassen. 


* Vergl. Reye, Die Geometrie der Lage, 3. Aufl. 1. Abtheilung (Leipzig 1886) 
S. 223 flg. 
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Aufgaben und Sätze. 


1. Es sind eine Punktreihe X (a, b, c,...) und ein Strahlbüschel 
B (a, b,c,...) gegeben, welche zu einander projectiv sind; es soll 

a) eine Transversale gezogen werden, welche das Büschel B 
in einer mit der Punktreihe X gleichen Punktreihe 
schneidet; 

b) ein Punkt gesucht werden, aus dem die Punktreihe A 
durch ein mit dem Strahlbüschel B gleiches Büschel pro- 
jleirt wird. 

Wie viele Lösungen giebt es? 

2. Wenn a,b,c,d vier harmonische Punkte und m,n die Mitten 
der Paare zugeordneter Punkte a,b; c, Ò sind, so hat man: 
0, 


ER vi. BE 
easth '.Borhb .- 


; 0 
me? + md?= cd? + —ab?. 


ab?’+cd®?—=-4mn?, 


3. Sind a,b,c,d vier harmonische Strahlen und m der eine 
Halbirungsstrahl der Winkel zwischen den zugeordneten Strahlen «a, b, 
so gelten folgende Beziehungen: 


sin (ca) . sin (cb) = 5 tg (cd) . sin 2 (cm), 
sin (da). sin (db) = 3 tg (de) . sin 2 (dm), 
sin (ca) . sin (cb) + sin (da) sin (db) = sin? (cd). còs (ab); 


sin (me) sin (md cos (me) cos (m 
a ZN RO BR ) pe cos (cd), 
sin? (m a) cos? (ma) 


sin (ab) sin (cd) = 2 sin (cb) sin (ad). 
Halbirt » den einen Winkel (cd), so gilt noch: 
cos (ab) cos (cd) = cos 2 (mn). 
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4. Sind ein Dreieck ABC und ein Punkt P gegeben, so be- 
stimmen die Schnittpunkte: 
(PA BOS A; (PB CY)=-B, TAB =, 


ein neues Dreieck A,B,C,; ein zweiter Punkt P, liefert dann die 
Schnittpunkte: 


(P,A,, BıC,)= 4; (P,B,,0,4,)= B, (PRC,,A,B) = 65; 


deren Dreieck A, B,C, liegt zum gegebenen Dreieck ABC perspectiv. 
Wenn ferner 


(PA, B,C,) = Á;, (P, B, C, 4) = B;, (P, C, A B,) T C; 
sind, so sind auch die Dreiecke 4, B,C, und A,B,C, perspectiv. 
9. Es seien fünf Punkte a,b,c, d,e gegeben; man bestimme die 


Schnittpunkte: 
(cd, be)=«, (ad,ce)=ß, (bd, ae)= y, 
so gehen die drei Geraden a«, bß, cy durch einen Punkt o. Durch 
alle Combinationen erhält man 20 Punkte o und 15 Geraden, wie ag, 
bB, cy, welche eine Hesse’sche Configuration bilden (Nr. 22). 
6. Wenn a,a; b,ß; c,y die Gegenecken eines vollständigen Vier- 
seits sind, so besteht die Beziehung: 


ab.aß ac.ay 
ab.eß awc.ay 


T. Sind aa, bß, cy drei Paare conjugirter Elemente einer Invo- 
lution, so gelten die Beziehungen: 


(aabe) .(Bbca)..(ycab) = —1, (aaby) + (Bbe«) + (ycaß) =1. 


8. Auf jeder von fünf Geraden a,b,c,d,e liefern die vier andern 
ein Doppelverhältniss; es besteht die Beziehung: 


a (b, c, d, e) . b (c, a, d,e) .c (a, b, d,e) =1. 
Geht d oder e ins Unendliche, so ergiebt sich der Satz von Menelaus. 
Bei sechs Geraden a,...f ist: 


a (c,d,e,f) __e(a,b,e,f) __ e(a,b,c,d) 
b(c,d,e,f) dla,d,e,f) F(a,b,c,d) 


9. Ebenso hat man bei fünf Punkten a,b, c¢, D, e: 
«(5,£,D,0).08,0,d,9.cka,b,d, 0-1, 


(bca, 0). (cab, b) . (abe c) = 1, 


oder: 


wenn 
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(be, ad) = à, (ca, bb) = b, (ab, cd) = c, 
(be, ae) =a, (ca, be) =b, (ab, c0) = c 


ist. Lässt man e so liegen, dass ae || bc und be ca, so dass a,, b, 
ins Unendliche fallen und c, in die Mitte von ab, so ergiebt sich der 
Satz von Ceva. 


10. Es seien a, b, c die Schnitte einer Transversale mit den 
Seiten von ABC; man füge die Halbirungslinie des Winkels Ya% 
hinzu und hat auf AB, AC zwei perspective Punktreihen; aus der 
Gleichheit der Doppelverhältnisse die Relation von Menelaus ab- 
zuleiten. 

11. Wenn a, b, c, so auf den Seiten von ABE liegen, dass 
Aa, BO, Cc, in einen Punkt O zusammenlaufen, so sei durch diesen 
die Parallele zu AB gezogen; aus den gleichen Doppelverhältnissen 
auf den drei Seiten die Relation von Ceva abzuleiten. 

Ferner gilt für diese Figur des Satzes von Ceva: 


Os... :08, ge 
Aa D t Tn T 


das lässt sich auch als Satz für das vollständige Viereck ABCO aus- 
sprechen, für welches a, b,,c, die Diagonalpunkte sind. 


12. Ist eine Punktinvolution (æ, £) gegeben und nimmt man zu 
einem festen Punkte o des Trägers den zugeordneten vierten har- 
monischen Punkt x in Bezug auf x und £, so erhält man eine einfache 
Punktreihe (x). Alle diese Punktreihen, den verschiedenen Lagen von o 
entsprechend, sind projeetiv mit solchen Punkten x als correspon- 
direnden, welche von demselben Punktepaar x, & der Involution her- 
rühren; unter ihnen zeichnet sich die Punktreihe der Mitten der 
Punktepaare aus, die dem unendlich fernen Punkte des Trägers ent- 
spricht. 

Man beweise dies (anders als in Nr. 226), ohne die Gerade zu 
verlassen. 

Dadurch wird ermöglicht, eine Involution projectiv zu beziehen. 

Auf einer Gerade sei eine Projeetivität festgelegt durch: 


abena,b,c- 
Wenn c, sich ändert, beschreiben die Doppelelemente die Involution 
(ab, ba), die zur Punktreihe der c, projectiv ist. 


13. Werden zwei feste Kreise von einem veränderlichen dritten 
rechtwinklig geschnitten, so ist das Doppelverhältniss der vier Schnitt- 
punkte auf dem schneidenden Kreise constant, d.h. das Doppelverhältniss 
der vier Strahlen, die nach ihnen von irgend einem Punkte dieses 
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Kreises gehen. Es ist gleich dem Doppelverhältniss der vier Punkte, 
in denen die beiden festen Kreise von ihrer Centrale geschnitten 
werden. 

14. Geht man von irgend einem Punkte a der einen von zwei 
auf einander liegenden projeetiven Punktreihen A, X, aus, sucht den 
entsprechenden a, in der zweiten, welcher als Punkt der ersten Reihe 
p heisse; sucht man dann wieder zu diesem den entsprechenden b, 
der in der ersten Reihe c heisse, u. s. f., so nähert man sich bei dieser 
im allgemeinen ins Unendliche sich fortsetzenden Operation einem der 
beiden Doppelpunkte, falls die beiden projeetiven Punktreihen reelle 
Doppelpunkte haben. Geht man hingegen von einem Punkte der 
zweiten Punktreihe aus, so gelangt man auf dieselbe Weise zu dem 
andern Doppelpunkte. 

15. Es kann vorkommen, dass die in der vorigen Aufgabe be- 
schriebene Operation nach »-maliger Construction des entsprechenden 
Punktes zu dem Ausgangspunkte zurückführt. Findet dies bei irgend 
einem Ausgangspunkte statt, so geschieht es bei jedem (eyklische 
Projectivität). Bei a—=2 handelt es sich um die Involution. Für 
grössere Werthe von » ist dazu erforderlich, dass die beiden Punkt- 
reihen gleichlaufend sind, also die Potenz der projeetiven Beziehung 
negativ ist (= — p°), und dass die Fluchtpunkte r und q, eine solche 
Entfernung d— rq, haben, dass 

$ vr 
| d = 2p cos ma 
wo v eine zu n theilerfremde ganze Zahl ist, wobei es genügt, auf die 
unter 5 befindlichen sich zu beschränken.* 

Die Doppelpunkte sind (n > 2) stets imaginär. 

Geht man von dem Fluchtpunkte a, der zweiten Reihe als einem 
Punkte der ersten Reihe aus, so muss man nach (n — 2)-maliger 
Construction des entsprechenden Punktes zum andern Fluchtpunkte r 
gelangen, damit eyklische Projeetivität nt Grades eintrete. Wenn 


Y= M; Di, dor + Yn =T 
die n — 1 Punkte sind, die man so erhält, so liegen stets Y; und 
Yn—2—; symmetrisch in Bezug auf die Mitte v von rq. 
Auf der Senkrechten, welche in v auf dem Träger steht, befinden 
sich zwei symmetrisch zum Träger gelegene Punkte von der Eigen- 


* Die Formel umfasst auch den Fall n=2, wo v=1 und d=0 ist; d.h. die 
beiden Fluchtpunkte vereinigen sich, was ja nothwendige und hinreichende Eigen- 
schaft der Punktinvolution ist. 
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schaft, dass aus jedem von ihnen die beiden eyklisch-projeetiven Punkt- 
reihen durch gleiche und gleichlaufende Büschel projieirt werden, von 


. VE . » 
denen der eine durch Drehung um ~> aus dem andern sich ergiebt 


(der einfachste Fall eyklischer Projectivität). Man benutze die ellip- 
tische Involution, welche (Nr. 46) mit den projeetiven Punktreihen 
die Doppelpunkte gemeinsam hat, und die über ihr stehenden recht- 
winkligen Involutionen. 

Für n = 3 (v =1) ergiebt sich d = p; zwei entsprechende Potenz- 
punkte, etwa q und g,, fallen nach q, und r, so dass Kennzeichen 
dieser eyklischen Projectivität dritten Grades ist, dass dem Flucht- 
punkte q, der zweiten Reihe, als Punkte der ersten, der Fluchtpunkt r 
der ersten in der zweiten Reihe entspricht. Mit jedem der in sich 
zurückkehrenden Tripel bildet jeder der beiden imaginären Doppelpunkte 
ein äquianharmonisches System (Nr. 48). 

Bei n = 4 (v =1) ist d’—2p?; die Punkte eines jeden Quadrupels 
sind harmonisch und zwar der erste und dritte, der zweite und vierte 
zugeordnet. 

16. Wenn die beiden Büschel a,b,c,d; a,,b,,c,,d, von je vier 
Strahlen perspectiv liegen, so schneiden sich die einen Strahlen mit 
den andern, ausser in den vier Punkten Á = aq, B=bb, C= cc, 
D = dd, des perspectiven Durchschnitts, noch in zwölf Punkten, die so 
liegen, dass erstens die Verbindungslinien: 


(ab,,cd,), (a,b, cd), (ac, bdi), (a,c, b,d), 
zweitens die Verbindungslinien: 

(ab, da), (a,b, dc), (bo, ad), (bic, ad), 
drittens die Verbindungslinien: 

(acı, dbi), (ac, dib), (bc, da), (bic, dia) 
je durch einen Punkt u,v, w des perspectiven Durchschnitts gehen; 
die Punkte u,v bilden ein Paar der Involution (AB, CD), u,w ein 
Paar der Involution (4C, BD) und v, w ein Paar von (AD, BO). 

17. Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines Dreiecks be- 

rühren, haben je zwei noch eine vierte gemeinsame Tangente, welche 
dreimal als äussere und dreimal als innere gemeinschaftliche Tangente 
auftritt. Diese sechs Geraden laufen dreimal paarweise parallel mit 
den Seiten des Dreiecks der Höhenfusspunkte- des gegebenen Dreiecks, 
und zwar je eine äussere und eine innere gemeinsame Tangente. 


Diese sechs gemeinsamen Tangenten haben zwölf Berührungs- 
punkte; auf jedem der vier Kreise liegen drei und bilden ein Dreieck, 
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das mit dem ursprünglichen ähnlich ist und ähnlich liegt (perspectiv 
mit der unendlich fernen Gerade als Axe). 

Je zwei der vier Kreise haben, neben einer Ecke des Dreiecks, 
noch einen zweiten Aehnlichkeitspunkt. Diese sechs Aehnlichkeits- 
punkte, drei äussere und drei innere, liegen zu je dreien auf vier 
Geraden, einmal die drei äusseren, und dreimal ein äusserer und zwei 
innere. 


Die sechs Potenzlinien der vier Kreise schneiden sich zu je dreien 
in vier Potenzceentren. Diese vier Punkte bilden ein Viereck, von 
welchem jede Ecke der Höhenpunkt des Dreiecks der drei andern ist. 
Es ist ähnlich und (invers) ähnlich gelegen zu dem Viereck der 
Mittelpunkte der vier Kreise, und seine linearen Dimensionen sind 
halb so gross als die dieses Vierecks. 


18. Sind A, B,C die Mittelpunkte, a,b,c die Halbmesser dreier 
Kreise eines Büschels (mit eigentlicher oder ideeller gemeinschaftlicher 
Secante), so besteht die Beziehung: 

a? p? c? 


IB actBo Bat ca 


19. Verbindet man die Punkte «,ß,y, in denen eine Gerade & 
die Seiten be,ca,ab eines Dreiecks schneidet, mit einem Punkte d 
durch da, dß, dy und nimmt in diesen Strahlen beziehlich die Punkte 
a,,b,,e, an, so treffen b,e,,c,a,, a,b, die Gerade & in solchen Punkten 
œi, is Yı, dass aa,,bß,,cy, sich in einem Punkte d, schneiden; die 
drei Paare «a, BB, yy, auf © gehören einer Involution an. 

Denkt man sich die Ebene doppelt und dreht die eine Ebene mit 
den Punkten a,, b,, c,, d um die Gerade ©, so erhält man zwei Tetraeder 
abcd, a,b,c,d,, von denen jedes dem andern ein- und umgeschrieben 
ist (Möbius’sche Tetraeder). 


20. Wenn man von drei reellen Elementen a,b,c einer Punkt- 
reihe oder eines Strahlbüschels zwei eyklische Permutationen, etwa 
abc und bca bildet und projecetiv setzt, so haben diese projeetiven 
Gebilde zwei imaginäre Doppelelemente i,i,, welche als die Doppel- 
elemente einer elliptischen Involution auftreten, die wir in Nr. 48 con- 
struirt haben. 

Geht man, anstatt von drei reellen Elementen, von einem reellen « 
und zwei conjugirt imaginären b,c aus, welche letzteren man sich als 
die Doppelelemente einer gegebenen elliptischen Involution denkt, so 
lässt sich ebenfalls nach den Doppelelementen der eyklischen Pro- 
jeetivität abe 7 bca oder nach den Elementen i,i, fragen, welche mit 
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solchen Elementen a, b, c äquianharmonische Systeme bilden. In diesem 
Falle sind i,i, reell; wie construirt man sie? 

Sind umgekehrt a, i, i reell, dann sind b, c imaginär und werden 
durch die imaginären ceubischen Wurzeln der positiven Einheit gefunden; 
d. h. die Doppelverhältnisse y, = (ii ab), % = (ii ac) sind die Wurzeln 
der Gleichung: 


3 
tyt A 


Wie lässt sich die elliptische Involution reell construiren, deren 
Doppelelemente b, c sind? 


21. Construirt man zu den Schnitten a, b, c der Seiten BO, C4, AB 
eines Dreiecks mit einer Transversale & die vierten harmonischen 
Punkte a’, b',c' je in Bezug auf die beiden Ecken, so laufen bekannt- 
lich Aa’, Bb', Ce in einen Punkt $ zusammen. Wenn die Strahlen 
Pa', Pb, Pd aus dem beliebigen Punkte P die Gerade & in a”, b", e" 
treffen, so schneiden sich auch Aa”, Bb", Oc" in einem Punkte Q, und 
die drei Punkte P, Q, S liegen in einer Gerade. 


22. Es seien a,«; b, ß; c, y die Schnittpunkte einer Transversale Q 
mit den Gegenseitenpaaren eines vollständigen Vierecks und zwar so, 
dass a,b,c auf drei von derselben Ecke ausgehenden Seiten liegen. 
Auf jeder Seite construirt man den vierten harmonischen Punkt a', «'; 
b', ß'; c, y', der diesem Schnitte je in Bezug auf die beiden Ecken zu- 
geordnet ist; dann schneiden sich «a'«', b'ß', c'y' in einem Punkte S. 
Diese Punkte a,...y' liegen zwölfmal zu je dreien auf einer Gerade, 
Bear ee. 

Projieirt? man die sechs Punkte «',...y' aus dem beliebigen 
Punkte P auf die Transversale X in die neuen Punkte a", a", b", B", 
c',y", so laufen die sechs Verbindungslinien a'a", «a, b'ß", B'b", 
d'y", p'c' in einen Punkt Q zusammen, und die drei Punkte P, Q, 8 
liegen so auf einer Gerade, dass P und Q harmonisch getrennt werden 


durch S und ®. 


23. Bei einem Dreieck ABC seien a,b,c die Mitten der Seiten 
BC,O0A,AB,a,,b,,c, die Fusspunkte der Höhen, so liegen bekannt- 
lich diese sechs Punkte auf dem Feuerbach’schen Kreise (0), dessen 
Mittelpunkt O mit dem Höhenpunkt H, dem Schwerpunkt S und dem 
Mittelpunkt M des umgeschriebenen Kreises (M) von ABC in einer 
Gerade liegt, derartig, dass H und S die Aehnlichkeitspunkte der 
beiden Kreise (M) und (0) sind. Man bestimme die Sehnittpunkte: 


(bc, cb) =a, (ca, a&)=ß, (ab,ba)=y; 
(bc, b) =, (ca, ca) =b, (ab, abi) =p. 


www.rcin.org.pl 


510 Aufgaben und Sätze. 


Die ersteren Punkte «, ß, y liegen ebenfalls auf jener Gerade HM SO, 
und die Geraden Aa,, Bß,, Cy, stehen auf derselben senkrecht. Ferner 
liegen je auf einer Gerade die vier Punkte: 


4,0,ß,113 B, B, 7%; 0,90, fi 

Diese Geraden sind die Polaren von œ, ß,, yı in Bezug auf (O), 
und «,ß,y, ist ein Polardreieck dieses Kreises. 

Die drei Strahlen a«,,bß,,cy, schneiden sich in einem Punkte P, 
ebenso die drei Strahlen a, œ, b, ĝi, Gy, in einem Punkte Q, und diese 
beiden Punkte P, Q liegen auf dem Kreise (0). 

Die drei Schnittpunkte: 


(BO, Br), (CA,yıa), (AB, œb) 
liegen mit P und @ auf einer Gerade, die drei Schnittpunkte: 


(bici, B17), Ga Pie), (Mb, & bi) 
mit H und die drei Schnittpunkte: 


(be, Bırı), (ca,yı%), (ab, a,ß,) 
mit S auf einer Gerade.* 


24. Rechnen mit Doppelverhältnissen. 

Wenn (abcd) + (abcd,) = (abc$), so ist 3 dem b in der Involution 
gepaart, in welcher d,, b, ein Paar bilden und a ein Doppelelement ist. 

Wenn (abcd,) — (abed,) = (abc), so ist d dem D, conjugirt in 
der Involution (aa, bd,). 

Wenn (abed,). (abcd,) = (abcp), so ist p dem c conjugirt in der 
Involution (ab, b, b). 

Wenn endlich (abcd,):(abcd,) = (abcq), so ist q dem d, con- 
jugirt in der Involution (ab, cd,). 

Vermittelst dieser Involutionen sind die Elemente 8,d,p,q zu 
construiren. 


25. Es seien a, a, zwei Punkte einer Gerade, m die Mitte zwischen 
ihnen, oo der unendlich ferne Punkt und i,:, die Doppelpunkte der 
elliptischen Involution (aa,, mo); dann haben die Doppelverhältnisse 
(aami) und (aa,mi,) die Werthe Y—1,—Y—1. Wenn ferner p,q 
auf der Gerade gegeben sind, sowie die reellen Zahlen «,ß, so be- 
stimme man die Punkte a,a, so, dass (ooqpa)— «a — b, (apqa,) = «, 
dann ist (apqi)=« + B V —1, (apqi)=«— BY —1, wofern i, i in 
der angegebenen Weise aus a, @, construirt sind. 


* Vergl. Schröter, Journal für Mathem. Bd. 68 S.208, wo diese Aufgabe 
verallgemeinert ist. 
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26. Es seien a,b zwei Strahlen, ø ihr Winkel, «', b' die zu ihnen 
rechtwinkligen Strahlen ihres Büschels und i,i, die Doppelstrahlen 
der rechtwinkligen Involution (aa, bb"), welche nach den absoluten 
Punkten gehen, so ist: 


(aa bi)? = (aa’'bb') = — tg (ab) . tg (ab) = — tg? p = (aa'bi,)’; 


gta (aa'bi) = tg p V —1, (ad'bi) = — tg ọ V — 1. 
Dann ist (abii) = e~ 29V—1 oder g = 2 V— 11 (abii). Dadurch ist der 
Winkel zweier Strahlen durch den natürlichen Logarithmus des Doppel- 
verhältnisses ausgedrückt, welches sie mit den Strahlen aus ihrem 
Schnittpunkte nach den absoluten Punkten bilden. Insbesondere ist 
er : 

27. Wenn durch einen Punkt M zu den Seiten eines Dreiecks die 
Parallelen gezogen werden, welche je die beiden andern Seiten in a 
und «, b und ß, c und y schneiden, so ist 


Ma.Ma«-+ Mb. MB + Mc. My 
die Potenz von M in Bezug auf den dem Dreieck umgeschriebenen Kreis. 


28. Sind auf einer Gerade die Punktepaare aa,, bb, und der Punkt c 
gegeben, so ergiebt sich der sechste Punkt c, in Involution folgender- 
massen. Auf einer durch c gezogenen Gerade seien 0, O' be- 
liebige Punkte; die Verbindungslinie der Punkte P = (Oa, 0'b) und 
P'—=(0b,,0'a,) geht durch c, (Nr. 51). Mit Hülfe von perspeetiven 
Dreiecken (ohne Doppelverhältnisse oder metrische Relationen) zu be- 
weisen, dass c, festbleibt, wie auch die Gerade durch c gezogen wird 
und die Punkte O, O' auf ihr gewählt werden. 


29. Dreht man zwei gegebene projective Strahlbüschel bei fest- 
gehaltener Beziehung so um ihre Grundpunkte, dass in der Verbindungs- 
linie derselben immer zwei entsprechende Strahlen sich vereinigen, so 
umhüllt der perspective Durchschnitt einen Kegelschnitt, für welchen 
die Grundpunkte die Brennpunkte sind. (Vergl. Nr. 83). In dem be- 
sonderen Falle, wo das eine Büschel aus parallelen Strahlen be- 
steht und in sich parallel verschoben wird, ist der Kegelschnitt eine 
Parabel. 

30. Es ist in Nr. 93 gefunden worden, dass von den Durchschnitts- 
punkten der 15 Seiten eines vollständigen Pascal’schen Sechsecks 123456 
z. B. folgende sechs: 


(12,36), (12,45), (34,51), (34,62), (56,23), (56, 14) 
auf einem Kegelschnitt liegen. Wie viele solcher Sextupel giebt es? 


In welcher Beziehung stehen sie und die neuen Kegelschnitte zu ein- 
ander und zum gegebenen Kegelschnitt? 
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31. Wenn man aus den sechs Punkten 1, 2, 3, 4, 5,6 eines Kegel- 
schnitts ein bestimmtes von den 60 Pascal’schen Sechsecken bildet, so 
lassen sich diejenigen neun von den 15 Verbindungslinien, welche 
nicht Seiten desselben sind, auf drei verschiedene Weisen zu Pascal’schen 
Sechsecken zusammenfassen. Die Pascal’schen Geraden dieser drei 
Sechsecke schneiden sich in einem Punkte (Kirkman’schen Punkte). 
Z. B. beim Sechseck 123456 sind diese neun Geraden 13,14, 15, 
24,25,26,35,36,46; und die drei Sechsecke, deren Seiten zu ihnen 


gehören, sind: 
135264, 351426, 513642. 


So wird jedem Pascal’schen Sechseck und also auch jeder Pascal'schen 
Gerade ein Kürkman’scher Punkt zugeordnet. Solcher Punkte giebt es 
mithin 60. Zwischen ihnen findet eine Beziehung statt, welche zu 
derjenigen dual ist, die früher (Nr. 93) zwischen den Pascal’schen 
Geraden erkannt wurde: 


Solchen drei Pascal’schen Geraden, welche sich in einem Steiner’schen 
Punkte treffen, ordnen sich drei Kirkman’sche Punkte zu, welche auf 
einer Gerade liegen (Cayley'sche Gerade). Es giebt mithin 20 Cayley’sche 
Geraden, die den 20 Steiner'schen Punkten zugeordnet sind. Ebenso 
wie die 20 Steiner’schen Punkte in zehn Paare in Bezug auf den Grund- 
kegelschnitt eonjugirter Punkte zerfallen, theilen sich die zugeordneten 
Cayley'schen Geraden in zehn Paare ebenfalls in Bezug auf den Grund- 
kegelschnitt conjugirter Geraden, und wenn p und x zwei conjugirte 
Steiner'sche Punkte, ! und A die zugeordneten conjugirten Cayley'schen 
Geraden sind, so geht ! durch x und A durch p. 

Die 20 Cayley'schen Geraden laufen zu je vieren durch 15 Punkte 
(Salmon’sche Punkte), immer vier solche Cayley'schen Geraden, welche 
vier in einer Gerade liegenden Steiner’schen Punkten zugeordnet 
sind. 

Die 20 Cayley'schen Geraden und 15 Salmon’schen Punkte bilden 
die Configuration, welche der Hesse’schen Configuration der 20 Steiner- 
schen Punkte und der 15 Steiner- Plücker'schen Geraden dual gegen- 
übersteht (Nr. 23, 66, 93). 

Dies duale Verhalten der beiden Configurationen ist nicht das der 
Polarität in Bezug auf den Grundkegelschnitt. 

32. Wird einem Dreieck abe ein Kegelschnitt ein- und ein anderer 
umgeschrieben, so bilden die Berührungspunkte des ersteren mit den 
Seiten ein Dreieck a,b,c, und die Tangenten des letzteren in den Ecken 
ein Dreieck a,b,c,. Beide sind bekanntlich zum gegebenen perspectiv; 
aber sie sind es auch zu einander (vergl. Aufg. 4). 
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33. Verbindet man die Ecken eines Dreiecks abc mit zwei Punkten 
P und P, und schneidet je die Gegenseite, so liegen die erhaltenen 
sechs Punkte a, b, c, a, Dj, C auf einem Kegelschnitt. Legt man 
durch die drei Punkte a,b,c, welche von P herrühren, einen Kegel- 
schnitt, so liegen dessen drei andere Schnitte a,, b, ¢ mit den Seiten 
so, dass ihre Verbindungslinien mit den Gegenecken in einen Punkt 
zusammenlaufen. 


34. In den drei Punkten a, b,c der vorigen Aufgabe berührt stets 
ein Kegelschnitt &® die Seiten des Dreiecks; er ist eine Parabel, 
wenn P auf der Ellipse liegt, welche dem Dreieck abe so um- 
geschrieben ist, dass sie in jeder Ecke die Parallele zur Gegenseite 
berührt (Nr. 206). Die Punkte P im Innern dieser Ellipse führen zu 
Ellipsen und die äusseren zu Hyperbeln. Man behandele auch die duale 
Aufgabe. 


35. Wenn A, B zwei conjugirte Durchmesser eines centrischen 
Kegelschnitts sind und a eine Axe, so ist: 


cos (a, A). cos (a, B Pi 
( r 2 ri 5 hál const. = BB’ 
wo Pa, Pà die Potenzen der Involutionen conjugirter Punkte (Halb- 
axen-Quadrate) auf jener Axe und auf der andern Axe sind. 
36. Sind zur Bestimmung eines Kegelschnitts der Mittelpunkt m 
und ein Polardreieck abe gegeben, so findet man die Axen der Lage 
nach durch folgende Construction: 


Man verbinde m mit dem Höhenpunkt h von abe und construire 
die zu bce,ca,ab symmetrisch in Bezug auf mh liegenden Geraden, 
welche sich in einem Punkte f schneiden. Die Halbirungslinien der 
Winkel zwischen den Strahlen mh und mf sind die Axen der Lage 
nach. 

Zum Beweise benutze man Eigenschaften der Parabel, welche dem 
gegebenen Polardreieck und demjenigen eingeschrieben ist, das aus 
den Axen und der unendlich fernen Gerade @ besteht. 

Oder: Man construirt die Involution conjugirter Durchmesser, von 
welchen drei Paare unmittelbar herzustellen sind (Nr. 214), und in ihr 
das rechtwinklige Paar. 

benso sind, wenn der Mittelpunkt m und drei Punkte a,b, c 
de‘ Kegelschnitts gegeben sind, leicht drei Paare conjugirter Durch- 


ys zu construiren. 
/ Es sei ferner a,b,c, das Dreieck der Seitenmitten von abe, Ma 
dessen Höhenpunkt. Man verfährt mit a,b,c, und h, wie in Aufg. 36 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 33 
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mit abe und h, erhält den Punkt f, und in den Halbirungslinien der 
Winkel der Strahlen mh,, mf, die Axen. 

Mit Hülfe der Involution der conjugirten Durchmesser findet man, 
dass die Mittelpunkte der abe umgeschriebenen Ellipsen im Innern 
von a,d,c, und in den Scheitelräumen der Winkel dieses Dreiecks 
liegen, die der umgeschriebenen Hyperbeln in den an die Seiten des 
Dreiecks a,b,c, anstossenden Räumen. 

Genau dieselbe Lage haben die Mittelpunkte der dem Dreieck abe 
eingeschriebenen Ellipsen und Hyperbeln. 

Auch in diesem Falle, wo ein umgeschriebenes Dreieck und der 
Mittelpunkt m gegeben sind, sind drei Paare conjugirter Durchmesser 
leicht zu construiren. An jeder Ecke wird der vierte harmonische 
Strahl zu dem nach m gehenden in Bezug auf die Seiten gezogen. 
Diese drei Strahlen bilden ein Dreieck a,b,c,, mit dem wie vorhin 
verfahren wird. Die Halbirungslinien der Winkel (mh,, mf) sind die 
Axen des abc eingeschriebenen Kegelschnitts um den Mittelpunkt m. 

In beiden Fällen ist die dem Kegelschnitt zugehörige Involution 
conjugirter Punkte auf Ge diejenige, welche von dem Kegelschnitt- 
büschel (ma, b,c,) berührt. Daraus folgt, dass es eine Parabel giebt, 
welche die Seiten von a,b,c, und die Axen berührt. Diese führt zur 
Construction. 

38. Sind der Mittelpunkt m eines Kegelschnitts und drei Tangenten 
gegeben, so erhalten wir für die Potenzen der Involutionen conjugirter 
Punkte auf den Axen oder für die Halbaxen-Quadrate P,, P, die 


Formeln: P, + P, = Pe, P,. P, = 4n mm .r, 


worin Pg die Potenz von m in Bezug auf den Kreis ist, für welchen 
das Dreieck A der gegebenen Tangenten ein Polardreieck und dessen 
Höhenpunkt der Mittelpunkt ist, ferner =,, =,, m die Perpendikel 
aus m auf die Seiten des Dreiecks der Seitenmitten von A sind und r 
der Radius des dem Dreieck A umgeschriebenen Kreises ist. 

Sind aber für den Kegelschnitt neben dem Mittelpunkt m drei 
Punkte gegeben, so hat man: 

n 2n. 2y 2 

worin Pi, Po, Pa die drei Perpendikel aus m auf die Seiten des Drei- 
ecks A der gegebenen Punkte, z,, m, m} diejenigen auf die Seiten 
seines Mittendreiecks sind, r der Radius des dem gegebenen Dreieck A 
umgeschriebenen Kreises und Pg die Potenz von m in Bezug auf den 
dem Mittendreieck umgeschriebenen Kreis (den Feuerbach’schen des 
gegebenen) ist. 
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Hinsichtlich der Vorzeichen von 
Pis Pa, P3) Niy Ag, N; T 
gilt, was in Nr. 184 gesagt ist, wo die analoge Aufgabe für den 
Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt m und einem gegebenen Polar- 
dreieck behandelt ist.” 

Man leite auch aus diesen Formeln die Sätze der vorigen Aufgabe 
über die Lage der Mittelpunkte der um- oder eingeschriebenen Ellipsen 
und Hyperbeln ab. 

39. Es seien P,, P,, P, die Potenzen der Involutionen conjugirter 
Punkte auf den Seiten eines Polardreiecks A, A, A, eines Kegelschnitts, 
hi, tg, hg die Höhen dieses Dreiecks, p,, Pa, pa die Perpendikel aus dem 
Mittelpunkt M auf die Seiten, A der Inhalt des Dreiecks, r der Radius 
des umgeschriebenen Kreises, 61, S2, S die Potenzen auf den parallelen 
Durchmessern, Pa, P, diejenigen auf den Axen (Halbaxen-Quadrate), 
endlich A, , M,, M, die Winkel, welche die Strahlen MA,, MA,, MA, 
bezw. mit den Seiten A, A}, 43 A, A, A, bilden, so ist: 


1 1 1 1 1 
P, Ei Pe N E (z h, i Pz ħa + Ps r) 
P, P, AE 
E e 
P; 


ate +E P+H P, 
MA}: WrMA. k + MA, "ik + PB), 


1 1 1 


P sin? W, + P, sin? 9, Tp P, ein? Q, -= 5; gi a 
PRIR I A 2 2 
a Pa Pat. 


40. Die vier Schnittpunkte zweier demselben Vierseit einge- 
schriebenen Kegelschnitte liegen mit jedem der drei Paare Gegen- 
ecken des Vierseits auf einem Kegelschnitt. 


41. Von den acht Berührungspunkten zweier demselben Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnitte liegen zwölfmal je vier mit zweien der 
vier Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte auf einem neuen Kegel- 
schnitte. Und zwar sind dies immer die Berührungspunkte von zwei 
Seien des Vierseits; diese schneiden sich bekanntlich auf einer Seite 
des gemeinsamen Polardreiecks, und durch die Gegenecke derselben 


* In Bezug auf die jetzigen Formeln vergleiche man den Anhang der ersten 
Auflage dieser Vorlesungen $.556; jedoch fehlt dort, sowie in Aufg. 16 S. 220 
der zweiten Auflage in der einen Formel das Minuszeichen. 


33* 
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geht die gemeinsame Secante, welche die beiden Schnittpunkte der 
Kegelschnitte verbindet. 

Von den zwölf neuen Kegelschnitten berühren sich je die zwei, 
welche durch dieselben beiden Schnittpunkte der gegebenen Kegel- 
schnitte gehen, in diesen Punkten; und wir erhalten so sechs Paare 
sich doppelt berührender Kegelschnitte. 


42. Von vier demselben Dreiecke abe umgeschriebenen Kegel- 
schnitten haben je zwei noch einen vierten gemeinsamen Punkt. Diese 
sechs Punkte werden aus jeder der drei Ecken des Dreiecks durch 
eine Involution projieirt, wobei eonjugirte Strahlen nach dem vierten 
Schnittpunkt zweier der Kegelschnitte und nach demjenigen der beiden 
übrigen gehen. 

43. Es giebt vier Kegelschnitte, welche einem Dreiseit ein- 
geschrieben sind und durch zwei gegebene Punkte P, Q gehen. Sie 
werden alle von dem Kegelschnitt berührt, der durch P und Q und 
die vierten harmonischen Punkte geht, die auf den Seiten des Dreiecks 
den Schnitten mit der Gerade P Q in Bezug auf die Ecken zugeordnet sind. 

Dies ist die Verallgemeinerung des Satzes, dass die vier Be- 
rührungskreise eines Dreiecks von dem Feuerbach’schen Kreise desselben 
tangirt werden.* 

44. Wird einem Dreieck xyz ein Kegelschnitt R® umgeschrieben 
und legt man aus den Schnitten &,n,& einer Gerade mit den Seiten 
yz, 2%, vy die Tangentenpaare an ihn, welche in «,a'; ß,ß'; p,y' 
berühren, so schneiden sich die sechs Geraden æa, xa’, yb, yß', 2y, zy' 
zu je dreien in vier Punkten und sind die Seiten eines vollständigen 
Vierecks, von dem v, y, z die Diagonalpunkte sind. Dies ist direct, 
also anders zu beweisen als in Nr. 274. 

45. Der Ort eines Punktes P, von dem an einen gegebenen Kegel- 
schnitt K®) zwei Tangenten gehen, deren Winkel Halbirungslinien 
von gegebenen (zu einander rechtwinkligen) Richtungen haben, ist eine 
gleichseitige Hyperbel, welche durch die vier Brennpunkte von K®) geht. 


46. Die Schnittpunkte der Seiten eines Dreiecks mit den Tan- 
genten, welche je aus der Gegenecke an einen gegebenen Kegelschnitt 
K% kommen, liegen auf einem anderen Kegelschnitt (vergl. Aufgabe 33). 
Schneidet man je die zweiten Tangenten von K® aus den beiden 
auf derselben Seite gelegenen Schnittpunkten, so erhält man die Ecken 
eines neuen Dreiecks, das zum gegebenen perspectiv liegt. 

Man bilde die dualen Sätze. 


* Vergl. die in der Aufgabe 23 erwähnte Abhandlung von Schröter, sowie 
Mathem. Annalen Bd.7 8. 517. 
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47. Die Seiten eines vollständigen Vierseits bilden, zu je dreien 
zusammengefasst, vier Dreiseite; die vier Kegelschnitte, welche diesen 
umgeschrieben sind und durch zwei gegebene Punkte Q, R gehen, 
haben noch einen dritten Punkt P, gemeinsam. Demnach haben 
auch die vier den Dreiseiten umgeschriebenen Kreise einen Punkt 
gemeinsam. 

Fügt man einen dritten Punkt P auf der Gerade @R hinzu und 
construirt ebenso @,, R,, die zu R,P, bezw. P,Q gehören, so sind 
P, Pi; Q, Q; R, R, die Gegenecken eines zweiten Vierseits, und die 
acht Seiten beider Vierseite berühren denselben Kegelschnitt. 

Man beweise dies mit Hülfe der Erzeugung der Kegelschnitte durch 
projective Strahlbüschel, also anders als in Nr. 341. 


48. Die Tangente aus einem Punkte P einer Ellipse an den über 
der kleinen Axe als Durchmesser beschriebenen Kreis ist gleich der 
halben Hauptaxe der confocalen Hyperbel, welche durch P geht. 

Die kleinste Sehne durch P in dem über der grossen Axe als 
Durchmesser beschriebenen Kreise ist gleich der durch die Asymptoten 
begrenzten Strecke auf der Scheiteltangente der genannten Hyperbel 
(dem reellen Factor der imaginären Nebenaxe). 


49. Theilt man acht Punkte eines Kegelschnitts in zwei Gruppen 
von je vier Punkten, die einander zugeordnet werden: 
a,b,c,d; a,b,6,d, 
und bestimmt die Schnittpunkte: 
(ab,ab)=x, (ac,ac)=y, (ad,ad)=:z, 
(cd, c, d,) = $ (bd, b,d,) TE (be, bici) =O 
so schneiden sich die drei Geraden xé, y}, zé in einem Punkt. 
50. Wenn ein Dreieck abe und ein Punkt P gegeben sind, so 
ermittele man die Schnitte: 
Fa bo =u; (Pb,ca)=ß, (Pc,ab)=y, 
(be, py) =a, (ca, ya) =P, (ab, «ß)= 7'; 
die drei Punkte «', ß', y' liegen auf einer Gerade, der harmonischen 
Polare p von P in Bezug auf abe. Es giebt einen dem abe ein- 
geschriebenen Kegelschnitt X®, welcher die Seiten in «, ß, y berührt, 
und einen ihm umgeschriebenen 8®, welcher aa’, bß',cy' zu Tangenten 
in den Ecken hat. Für beide sind P und p Pol und Polare, und beide 
haben dieselbe immer elliptische Involution conjugirter Elemente um P 
und auf p, so dass sie sich auf p doppelt (imaginär) berühren: in Q, R. 
Die beiden gemeinsamen Tangenten P (Q, R) bilden mit den drei 
reellen Strahlen P (a,b,c) je ein äquianharmonisches System (Nr. 48), 
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und die Dreiecke abe und PQR liegen auf alle möglichen sechs 
verschiedenen Arten perspectiv.* 

Aber auch der Kegelschnitt, welcher dem Dreieck @ßy so ein- 
geschrieben ist, dass er die Seiten in den Schnitten mit P («, ß, y) 
berührt, tangirt sich mit 8@ und KÒ) in Q, R, u.s.w. 

P und p sind Centrum und Axe für die verschiedenen Paare per- 
spectiver Dreiecke, wie abe und «fy, abe und œ fyi, WO &,Pı, Yi 
die Ecken des Dreiseits (a«', bß', cy") sind. 

51. Zieht man aus jeder Ecke eines vollständigen Vierseits, dem 
ein Kegelschnitt eingeschrieben ist, nach den Berührungspunkten der 
Seiten, die sich in der Gegenecke schneiden, die Strahlen, so erhält 
man zwölf Strahlen. Solche acht unter ihnen, welche von zwei Paaren 
Gegeneeken kommen, berühren einen Kegelschnitt, und wir erhalten 
so drei Kegelschnitte. Je zwei von ihnen haben vier Strahlen, die 
aus zwei Gegenecken kommen, zu gemeinsamen Tangenten. Diese drei 
Vierseite haben dasselbe Diagonaldreieck wie das gegebene, und dies 
Dreieck ist ein gemeinsames Polardreieck des gegebenen Kegelschnitts 
und der drei neuen Kegelschnitte. 

52. Auf der Senkreehten, welche aus einem Punkte auf seine 
Polare in Bezug auf einen centrischen Kegelschnitt gefällt ist, wird 
durch ihn die Strecke zwischen den Schnitten mit den Axen in dem 


Verhältniss + (+ bei der Ellipse, — bei der Hyperbel) getheilt 
(Verallgemeinerung des Satzes in Nr. 126, 129). 


53. Durch irgend zwei entsprechende Punkte r,x, zweier pro- 
jeetiven Punktreihen als Brennpunkte und die Verbindungslinie e,f der 
entsprechenden Punkte der im Schnittpunkt vereinigten Punkte e,f, 
als Tangente ist ein Kegelschnitt vollständig und eindeutig bestimmt. 

Alle diese Kegelschnitte haben noch zwei feste Tangenten gemein- 
sam, die durch den genannten Schnittpunkt gehen. 

54. Ein Sechseck zu zeichnen, das zugleich ein Pascal’sches und 
ein Brianchon’sches ist. Wenn 123456 ein solches Sechseck ist, so 
hat es mit drei andern aus denselben Punkten gebildeten die Pascal’sche 
Gerade gemein. Die vier Tripel auf dieser Gerade, welche von den 
vier Sechseeken herrühren, bestehen nur aus sechs Punkten, die über- 
dies drei Paare der Involution sind, welche dieser Gerade in Bezug 
auf den Kegelschnitt (12...6) zukommt. 

55. Wenn £,,t,,t,,t, die Tangenten eines Kegelschnitts in den 
Punkten t; tz, ts, t, sind, so bilden die Punkte tita; tys tz, Lzt,, t,, tọ ein 
Pascal’sches Sechseck, das zugleich ein Drianchon’sches ist. 


* Schröter, Math. Annalen Bd. 2 S. 553. 
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56. Man beweise die Richtigkeit der folgenden möglichst einfachen 
linearen Construction der Polare des Punktes Ẹ in Bezug auf den 
durch die fünf Punkte a, b, c, D, e bestimmten Kegelschnitt: 


(ba, cd), (ac, Pe) = }, (b0, ce), (ac, 72 | FN l', 
(ab, 0, Dl = m, (ab, ),e|=m', 
(Pe, m= e (Po m) =D (de,Ve)= 8, (de, etj t; 
ŝt ist die Polare. 


57. Legt man durch die drei Diagonalpunkte eines vollständigen 
Vierecks einen Kegelschnitt, so laufen die drei Verbindungslinien je 
der zweiten Schnittpunkte desselben mit zwei Gegenseiten durch einen 
Punkt. 

58. Wenn abe, abc, zwei perspective Dreiecke sind, so dass 
aa,,bb,,cc, in einen Punkt zusammenlaufen, dann Hakan abi, 4C 
ba,,be,,ca,,cb, einen Kegelschnitt. 


59. Durch zwei projective Strahlbüschel O,, O, erhält man eine 
involutorische Verwandtschaft zweiten Grades der Punkte der Ebene 
(quadratische Inversion): 

Jedem Punkte y correspondirt der Schnittpunkt x’ der Strahlen 
von 0,0, welche den Strahlen O,r, O,x entsprechen. Zwei so 
correspondirende Punkte r, x’ liegen stets mit dem Punkte © in ge- 
rader Linie, in dem sich die dem Strahle 0,0, entsprechenden Strahlen 
treffen, und sind conjugirt in Bezug auf den durch die beiden pro- 
jeetiven Büschel erzeugten Kegelschnitt K®, dessen sämmtliche Punkte 
sich selbst entsprechen. Durchläuft x eine Gerade ©, so beschreibt y' 
einen durch O,, O, S gehenden Kegelschnitt R, und dreht sich © 
um einen Punkt, so haben die entsprechenden Kegelschnitte noch einen 
vierten Punkt gemeinsam. Vergl. die in Nr. 223 besprochene involu- 
torische Verwandtschaft zweiten Grades. 


60. Wenn ein Parallelogramm ab«ß vorliegt, die Räume anzugeben, 
in denen die Punkte x liegen, für welche die Involution x (a,«; b, ß) 
elliptisch oder hyperbolisch ist. 

61. Es sollen folgende drei Systeme von Kegelschnitten: 

œ) alle Kegelschnitte, welche durch einen gegebenen Punkt P 
gehen, eine gegebene Gerade £ berühren, und denen eine 
gegebene Strahlinvolution B (l, A) zugehört; 

ß) alle Kegelschnitte, welche Q berühren, durch P gehen und 
denen eine gegebene Punktinvolution A (p, x) zugehört; 

y) alle Kegelschnitte, denen eine gegebene Strahlinvolution 
B(l,2) und eine gegebene Punktinvolution M (p, x) zu- 
gehören, 
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untersucht werden, und zwar hinsichtlich der verschiedenen Arten von 
Kegelschnitten, welche in ihnen vorkommen, hinsichtlich des Ortes 
des Mittelpunktes, der Brennpunkte, der Axen, Asymptoten, der Polare 
eines festen Punktes, des Poles einer festen Gerade. 


62. Sind ein Dreieck ABC und zwei Punkte P®, II? gegeben, so 
kann man A, B,C als die Grundpunkte dreier Strahlinvolutionen an- 
nehmen, welche so hergestellt werden: 


Man bezeichne die Seiten BC, CA, AB mit a,b,c, die Strahlen 
P(A, B, Cy. durch «°, y’, 2° und die Strahlen Z’ (A, B, C) durch 
E0, 7°, €, dann bestimmen die Strahlenpaare bc, x°&° die Involution 
um A, die Paare ca, y?y? die um P und die Paare ab, 2°% die um C. 
Die Involutionen stehen zu einander in der bekannten Abhängigkeit, 
dass die Strahlen, die in ihnen den nach einem Punkte P gehenden 
Strahlen P (4, B, C) conjugirt sind, sich in einem Punkte IT treffen. 
Hierdurch wird eine involutorische Verwandtschaft zweiten Grades 
mit P und J als entsprechenden Punkten hergestellt, deren Eigen- 
schaften untersucht werden sollen. 


63. Ein Specialfall hiervon ist, wenn an jeder Ecke von ABC 
die Strahlen nach P und M symmetrisch sind in Bezug auf die 
Halbirungslinie des Dreieckwinkels; welche Lage müssen P° und M° 
haben? Die Mittelpunkte der vier Berührungskreise von ABC sind 
sich selbst entsprechend in der Verwandtschaft. Der unendlich fernen 
Gerade entspricht der umgeschriebene Kreis. Hieraus ergiebt sich ein 
Kennzeichen dafür, von welcher Art der durch A, B, C, D, E gelegte 
Kegelschnitt ist. Man transformire D,E in A,E und sehe zu, ob 
AE den ABC umgeschriebenen Kreis schneidet, berührt oder nicht 
schneidet; dann ist jener Kegelschnitt Hyperbel, Parabel, Ellipse. 

64. Wenn von zwei projeetiven Strahlbüscheln das eine fest- 
gehalten und das andere um den Grundpunkt gedreht wird, so be- 
schreibt der erzeugte Kegelschnitt ein Büschel mit zwei reellen und 
zwei imaginären Grundpunkten. 

65. Ein Dreieck sei gegeben; jede Gerade g trifft die Seiten a,b, c 
in drei Punkten a, b,c; die symmetrischen Punkte a,,b,,c, zu ihnen 
je in Bezug auf die Seitenmitte liegen wiederum auf einer Gerade g, 
Dreht sich g um einen Punkt, so umhüllt g, einen Kegelschnitt, 
welcher a,b,c berührt, und umgekehrt. 

66. Die Geraden, welche die Gegenseiten eines vollständigen Vier- 
ecks in drei Punktepaaren einer gleichseitig-hyperbolischen Involution 
schneiden, umhüllen eine Curve dritter Klasse. Sie ist die Curve der 
Asymptoten der Kegelschnitte, welche dem Viereck umgeschrieben sind, 
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und berührt die unendlich ferne Gerade in den beiden Punkten, in 
denen sie von den Parabeln des Büschels tangirt wird. 

Die endlichen Doppelpunkte jener gleichseitig-hyperbolischen In- 
volutionen erzeugen den Mittelpunkts-Kegelschnitt des Büschels. 

67. Der Ort der Asymptoten der Kegelschnitte einer Schaar ist 
ebenfalls eine Curve dritter Klasse, für welche die unendlich entfernte 
Gerade nur einfache Tangente ist. 


68. Der Ort der Tangenten an die Kegelschnitte eines Büschels 
oder einer Schaar in den Schnittpunkten mit einer festen Gerade ist 
eine Curve dritter Klasse, welche diese Gerade im Falle des Büschels 
zur doppelten, im Falle der Schaar zur einfachen Tangente hat. 


Der Ort der Berührungspunkte der Tangenten aus einem festen 
Punkte an die Kegelschnitte eines Büschels oder einer Schaar ist 
dritter Ordnung und hat den Punkt zum einfachen, bezw. doppelten 
Punkte. 

In welcher Beziehung stehen die drei derartigen Curven, die zu 
demselben Punkte und drei conjugirten Kegelschnittbüscheln gehören? 

In einem Büschel sowohl, wie in einer Schaar giebt es drei Kegel- 
schnitte, welche eine gegebene Gerade zur Normale haben. 


69. Die Axen aller einem gegebenen Dreieck eingeschriebenen 
Parabeln umhüllen eine Curve dritter Klasse, welche die unendlich ferne 
Gerade in den absoluten Punkten berührt und drei Rückkehrpunkte 
hat. Diese Curve ist eine dreibogige Hypocykloide (Nr. 128); ihre drei 
Rückkehrtangenten treffen sich im Mittelpunkt des dem Dreieck um- 
geschriebenen Kreises unter Winkeln von 120° und sind dem drei- 
fachen Radius des Kreises gleich; so dass die drei Rückkehrpunkte 
auf einem concentrischen Kreise liegen. Derselbe ist die Basis der 
Hypocykloide, und der sie erzeugende rollende Kreis ist dem erst- 
genannten Kreise gleich. 

70. Durch jeden Punkt P eines Kegelschnitts gehen drei nicht in 
ihm oseulirende Krümmungskreise, welche bei der Ellipse alle reell 
sind; ihre Oseulationspunkte liegen mit P auf einem Kreise und haben 
den Mittelpunkt des Kegelschnitts zum Schwerpunkt. 

71. Unter den einem (reellen) Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitten haben je drei auch dem Vorzeichen nach gleiche Producte der 
Halbaxen-Quadrate (und daher gleiche Inhalte, wenn sie Ellipsen sind); 
es giebt unter ihnen zwei, eine Ellipse und eine Hyperbel, bei denen 
der absolute Werth des Productes grösser ist als je bei den beider- 
seitigen Nachbarn. Wenn a,b,c die Mitten der Diagonalen des Vier- 
seits sind, welche auf der Mittelpunktsgerade der Schaar liegen, und s 
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der Schwerpunkt dieser drei Punkte ist, so liegen die Mittelpunkte e 
und A jener Ellipse und Hyperbel so, dass: 


es = hs = a sb’+ sc # 
6 


72. Unter den einem (reellen) Viereck umgeschriebenen Kegel- 
schnitten haben je sechs auch dem Vorzeichen nach gleiche Producte 
der Halbaxen-Quadrate (also gleichen Inhalt, wenn sie Ellipsen sind). 


Besteht das Büschel aus lauter Hyperbeln, so giebt es drei, bei 
denen der absolute Werth des Productes grösser ist als je bei den 
beiderseitigen Nachbarn; besteht es aber aus Ellipsen und Hyperbeln, 
so giebt es eine Ellipse, bei welcher der Werth des Productes kleiner 
ist als bei den beiderseitigen Nachbarn, und zwei Hyperbeln, bei 
denen der absolute Werth grösser ist als je bei den beiderseitigen 
Nachbarn. 

73. Der vierte Schnittpunkt zweier Kegelschnitte neben drei be- 
kannten gemeinschaftlichen Punkten A, Y, © ergiebt sich möglichst 
einfach durch folgende lineare Construction: 

Wenn p,p', bezw. q, q' die beiden weiteren bestimmenden Punkte 
der Kegelschnitte sind, so construire man die Schnittpunkte (Bp, €p") 
und (Xp', pq) und verbinde sie durch l, ebenso die Schnittpunkte 
(Baq, Ca’) und (Aq', pq) und verbinde sie durch 7’; es sei dann (I, AB) = p, 
und (l', AB) —q,. Wiederum werden die Schnittpunkte (Bp, Cq,) 
und (Hq, Cp,) durch m und die Schnittpunkte (Ap, Cq,) und (Aq, Ep,) 
durch m’ verbunden; ist dann (m,pq)=a, (m',pq)=b, so ist 
D = (Aa, BH) der gesuchte Punkt. 

Zum Beweise möge dienen, dass, wenn in der Involution, welche 
in die Gerade pq durch das Büschel der beiden Kegelschnitte ein- 
geschnitten wird, a,b,c die conjugirten Punkte zu den Schnitten von 
pq mit BE, CA, AB sind, dann Ma, Bb, Cc in den gesuchten Punkt D 
zusammenlaufen. 

Eine andere ebenfalls lineare Construction von Ð ist die folgende: 


Man verbinde Y und ©, © und M, A und Y durch a, b,c, ferner 
X, B, C mit p, pP), 0, q' durch a,b,c; a, v ce; «, Ê, y; e', ß' 7', con- 
struire die Punkte: 
[(bb, ce), (bV, ce')] 225 4, [(bP, cy), (b8', ey) F W, 
[(ce, aa), (cd, aa)] = ®B,, I(er, aa), (ey', aa')] = B,, 
[(aa, bb), (aa, bb)] = C, [(a«, b8), (ad, bp) = 6, 


* Steiner, Gesammelte Werke Bd. II S. 333 — 334. 
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und verbinde M,, W, durch A, Bı, Y, durch B, &,,@, durch C; dann 
laufen die Verbindungslinien von X mit BC, von Y mit CA, von Č 
mit AB in den gesuchten Punkt D zusammen. 

Das Dreiseit ABC ist das gemeinsame Polardreiseit der beiden 
Kegelschnitte. 

74. Wenn zwei Kegelschnitte K® und K® von einem dritten 
doppelt berührt werden, so gehen die beiden Berührungssehnen durch 
eine Ecke ihres gemeinsamen Polardreiecks, und es giebt also, den 
drei Ecken dieses Dreiecks entsprechend, drei Systeme von Kegel- 
schnitten, welche die beiden Kegelschnitte doppelt berühren, und in 
jedem zwei Kegelschnitte, welche durch einen gegebenen Punkt gehen 
oder eine gegebene Gerade berühren. Man construire für diese hin- 
. reichende Bestimmungsstücke. 

75. Wie es vier Kegelschnitte giebt, die einen gegebenen Kegel- 
schnitt X@® doppelt berühren und durch drei gegebene Punkte gehen 
(Nr. 256), so giebt es auch vier, welche K® doppelt berühren und 
a) drei gegebene Geraden tangiren, b) durch zwei gegebene Punkte 
gehen und eine gegebene Gerade berühren, c) durch einen gegebenen 
Punkt gehen und zwei gegebene Geraden tangiren. 

76. Für eine Büschel-Schaar sich doppelt berührender Kegel- 
schnitte gilt: 

Ist durch einen der beiden gemeinsamen Berührungspunkte eine 
Gerade gezogen, so gehen die Tangenten an die verschiedenen Kegel- 
schnitte in den zweiten Schnitten mit dieser Gerade alle durch einen 
festen Punkt auf der Tangente des andern gemeinschaftlichen Berührungs- 
punktes. 

Die Tangenten aus einem Punkte P an einen Kegelschnitt der 
Büschel-Schaar sind zu dem Strahle aus P nach dem Berührungspol 
und der Tangente im Punkte P an den durch ihn gehenden Kegel- 
schnitt der Büschel-Schaar harmonisch. 

77. Sämmtliche 'Tangenten eines Kegelschnitts einer Schaar, zu 
welcher zwei Kreise gehören, schneiden diese beiden Kreise in Sehnen 
von festem Verhältniss; bei der Parabel der Schaar ist es 1. 

78. Es sei O das Centrum der krummen Involution, die in einen 
Kegelschnitt durch eine rechtwinklige Involution eingeschnitten wird, 
deren Grundpunkt P auf ihm liegt; es liegt auf der Normale von P. 
Welches ist der Ort von O, wenn P den Kegelschnitt durchläuft? 
Giebt es besondere Punkte P, für welche O der Krümmungsmittel- 
- punkt ist, und wie findet man sie? 

79. Die Leitlinien aller Parabeln, welche ein gegebenes Dreieck 
zum Polardreieck haben, gehen durch den Mittelpunkt des um- 
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geschriebenen Kreises desselben (Nr. 133); der Feuerbach’sche Kreis 
(durch die Seitenmitten und Höhenfusspunkte) ist der Ort der Brenn- 
punkte dieser Parabeln. 


80. Das System der Kegelschnitte zu untersuchen, für welche der 
Punkt a und die Gerade X, der Punkt b und die Gerade ® Pol und 
Polare sind. 

81. Zwei projective Punktreihen A(abe...x...) und, (abc... 
X...) werden aus entsprechenden Punkten æ und x, zweier anderen 
projeetiven Punktreihen projieirt; die entstehenden projeetiven Strahl- 
büschel erzeugen einen Kegelschnitt, welcher sich mit x und «, ändert. 
Von diesem Kegelschnittsystem gehen zwei Curven durch einen ge- 
gebenen Punkt; es enthält sechs Geradenpaare. Wie vereinfacht es 
sich, wenn die von x und x, beschriebenen Punktreihen perspectiv sind? 


82. Wenn von einem der Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels 
eine Strahlinvolution ausgeht, so entsteht auf jedem der Kegelschnitte 
des Büschels eine krumme Involution. Der Ort des Centrums ist eine 
Gerade; oder die Gerade, welche zwei von den Centren verbindet, ent- 
hält auch alle übrigen. 


83. Man schneide eine Strahlinvolution mit zwei durch ihren 
Grundpunkt X gehenden Kegelschnitten K® und K® in krummen 
Involutionen, deren Centren P und P, seien. Die Büschel um diese 
Punkte sind projectiv, indem sich solche Strahlen entsprechen, die 
von demselben Strahlenpaare der gegebenen Involution herrühren, und 
erzeugen einen Kegelschnitt &@, der durch die drei übrigen Schnitt- 
punkte V, C, D von K® und KØ, aber nicht durch W geht. 

Welchen Ort umhüllen, wenn K® von einem Strahlenpaare der 
Involution in «, ß und K® in «,, ß, geschnitten wird, die Verbindungs- 


linien «a, Bß,, aß, Ba, ? 
84. Es sind fünf Punktinvolutionen gegeben; es soll ein Kegel- 


schnitt gefunden werden, welcher durch zwei conjugirte Punkte einer 
jeden von ihnen geht. Sind sie alle hyperbolisch, so sind die Doppel- 
punkte einer jeden für ihn conjugirt. 

85. Es giebt vier Kegelschnitte, welche einem gegebenen Dreieck 
umgeschrieben sind und zwei gegebene Geraden berühren. Die sechs 
übrigen Schnittpunkte dieser Kegelschnitte liegen paarweise auf drei 
Geraden, welche durch den Schnitt der gegebenen Geraden gehen 
(vergl. Aufg. 40). 

86. Man nehme aus dem System der Kegelschnitte, welche einem 
gegebenen Dreieck ABC umgeschrieben sind und eine gegebene Gerade 
Q berühren (Nr. 263—265), vier feste heraus; auf einem veränderlichen 
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fünften bestimmen sie vier (vierte) Schnittpunkte, deren Doppel- 
verhältniss constant und zwar gleich dem der Berührungspunkte der 
vier festen Kegelschnitte mit % ist. 


87. Sind R, R) zwei Kegelschnitte des eben erwähnten Systems 
und K®) derjenige, der durch A, B,C und ihre beiden Berührungs- 
punkte mit % geht, so schneiden die Tangenten von K® in A, B,C 
die Gerade & in denjenigen Punkten, in denen sie von den übrigen 
drei gemeinschaftlichen Tangenten von K, RÐ getroffen wird. 


88. Durch drei Grundpunkte A, V, € eines Kegelschnittbüschels 
sei ein Kegelschnitt R gelegt und x sein vierter Schnitt mit einem 
Kegelschnitt K® des Büschels; durch den vierten Grundpunkt ®D sei 
die Gerade g gelegt, welche 8® in €, % und K® nochmals in y' 
schneidet. 

Ist noch X der Schnitt (Ayr, g), so lässt sich mit Hülfe einer 
Involution erkennen, dass 

(EAU) = (EFDX), 
worin WU, = (9, BE). Daraus folgt, dass die krumme Punktreihe der 
x auf K@ projectiv ist zu der geraden Punktreihe der x’ auf g und 
zum Kegelschnittbüschel. 

Man beweise damit, dass in der in Nr. 223 besprochenen Ver- 
. wandtschaft das Strahlbüschel, das eine Gerade & beschreibt, und das 
Kegelschnittbüschel, das der entsprechende Kegelschnitt &® erzeugt, 
projeetiv sind. 

89. Wenn ein Kegelschnitt K und ein Punkt O gegeben sind, 
so werde jedem Punkte x der Schnitt x’ seiner Polare in Bezug auf 
` K® mit Or zugeordnet. Bewegt sich x auf einer Gerade, so be- 
schreibt x’ einen Kegelschnitt (quadratische Inversion, vergl. Aufg. 59). 
Beschreibt x einen Kegelschnitt, so durchläuft x’ eine höhere Curve; 
aber es giebt Kegelschnitte, die wieder in Kegelschnitte über- 
gehen. Welche Lage haben sie? Man suche sich selbst entsprechende 
Punkte auf, sowie solche, denen eine ganze Gerade entspricht. 

Ist K® ein Kreis und O sein Mittelpunkt, dann ist 

0. =, 
wo r der Radius des Kreises ist (Transformation durch reciproke 
Radien, vergl. Nr. 13 Anmerkung). Eine Gerade geht in einen Kreis 
über, der durch O geht, und die beliebigen Kreise sind diejenigen 
Kegelschnitte, welche wiederum in Kegelschnitte übergehen und zwar 
auch in Kreise. 

Man kann auch r? durch — r? ersetzen, d.h. dem Grundkreise 
einen imaginären Radius geben. 
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90. Die vier Berührungspunkte der Tangenten aus zwei Punkten 
an einen Kegelschnitt liegen mit den beiden Punkten auf einem andern 
Kegelschnitt. Die drei Kegelschnitte, welche sich so für einen Kegel- 
schnitt und die drei Gegeneckenpaare eines vollständigen Vierseits er- 
geben, gehören demselben Büschel an. 


91. Sind ein Dreieck ABC und zwei Geraden X, 2, gegeben, so 
bestimmen auf jeder Seite die beiden Ecken und die beiden Schnitte 
mit Q und £,, als Paare conjugirter Punkte, eine Involution. Diese 
Involutionen sind entweder alle drei hyperbolisch oder nur eine und 
die beiden andern elliptisch. Wie lässt sich aus der Lage der ge- 
gebenen Stücke das Eintreten des einen oder andern Falls entscheiden ? 
Um einen Doppelpunkt s einer der Involutionen drehen wir einen 
Strahl, der die beiden andern Seiten in a, b trifft; wenn «a, ß die zu 
diesen Punkten conjugirten sind, so geht auch «ß durch s. Welchen 
Ort umhüllen aber aß, ba? 


92. Die Geraden, welche zwei gegebene Kegelschnitte K®, K® 
in zwei harmonischen Punktepaaren s, t; s,,f, schneiden, umhüllen 
einen Kegelschnitt R®, welcher das gemeinsame Polardreieck von KO) 
und K auch zum Polardreieck hat und die acht Tangenten dieser 
Curven in den vier Begegnungspunkten berührt (Nr. 87). &® wird 
von den gemeinsamen Tangenten aller Paare von Kegelschnitten des 
Büschels der gegebenen Kegelschnitte berührt, welche zu diesen har- 
monisch sind. 

Er zerfällt in zwei Punkte, wenn K® und K) zu zwei Geraden- 
paaren des Büschels harmonisch sind, und diese beiden Punkte werden 
in die Verbindungslinie der Doppelpunkte dieser Geradenpaare durch 
denjenigen Kegelschnitt des Büschels eingeschnitten, der zum dritten 
Geradenpaare in Bezug auf K® und K® harmonisch ist. 

Berühren sich X® und K® doppelt, so ist R® derjenige Kegel- 
schnitt des Büschels, der, in Bezug auf sie, zur Doppelgerade des 
Büschels (Berührungssehne) harmonisch ist. 

93. Die Geraden, welche K® und K® nach einem andern con- 
stanten Doppelverhältniss (oder dem reeiproken) schneiden, umhüllen 
eine Curve vierter Klasse. 

94. Von drei Polardreiecken eines Kegelschnitts sind je zwei einem 
Kegelschnitt eingeschrieben; in welchem Zusammenhange stehen die 
drei sich so ergebenden Kegelschnitte? 

95. Die Verbindungslinie zweier Punkte P, Q treffe die Seiten 
eines Dreiecks ABC in drei Punkten, deren vierte harmonische Punkte, 
je in Bezug auf die Ecken, A,, B,,C, seien. Durch P,Q seien drei 
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Kegelschnitte gelegt, von denen der eine dem Dreieck ABC, der zweite 
dem A, B,C, umgeschrieben ist und der dritte ABC zum Polardreieck 
hat. Diese drei Kegelschnitte haben noch zwei Punkte gemeinsam, 
deren (reelle) Verbindungslinie eonstruirt werde. 

So gehören der dem Dreieck ABC umgeschriebene Kreis, der 
Feuerbach'sche Kreis und der Kreis, für welchen ABC Polardreieck 
ist und dessen Mittelpunkt der Höhenpunkt von ABC ist, zu dem- 
selben Büschel, und Potenzlinie ist die Perspectivitätsaxe für das Drei- 
eck ABC und das Dreieck seiner Höhenfusspunkte. 


96. Wenn zwei Kegelschnitte ę&®, R so liegen, dass es ein 
Dreieck giebt, welches dem &®) ein- und dem 8@ umgeschrieben ist, 
so giebt es unendlich viele solcher Dreiecke xyz. Sind A, B,C drei 
Punkte von &®, so berühren die sechs Seiten von ABC und gyz 
einen Kegelschnitt X®, welcher, wenn xyz sich ändert, eine Schaar 
durchläuft, d.h. ausser BC, CA, AB noch eine vierte feste Gerade 
berührt, welche zugleich Tangente von 3 ist. 


97. Durch einen Punkt P gehen vier Sehnen eines Kegelschnitts 
QƏ, die eine gegebene Länge ! haben. Ihre Mitten liegen auf einem 
Kreise; wie verändert sich derselbe, wenn P bleibt, aber l sich ändert? 


98. Wenn ein Strahl sich um einen Punkt P dreht, wie verändert 
sich die Potenz der Involution conjugirter Punkte, die ihm in Bezug 
auf einen gegebenen Kegelschnitt zugehört, wann ist sie am grössten 
oder kleinsten? 

99. Die Polare Y des Punktes a eines Kegelschnitts 4® in Bezug 
auf einen Basiskegelschnitt &® berührt den Polarkegelschnitt B® in 
dem Punkte b; die Polare A des Punktes b in Bezug auf 8@ ist 
Tangente im Punkte æa an A®. Welche Curven werden bei der Ver- 
änderung von a auf A® von der Gerade ab und dem Punkte AB 


beschrieben? In welchem Zusammenhange stehen diese Curven zu 
einander und zu A®, B®? 


100. Auf zwei Geraden g, g, sind je vier harmonische Punkte 
a,b; c, Ò und a, b; c,,d, gegeben. Die acht projeetiven Beziehungen 
zwischen ihnen führen zu acht Kegelschnitten. Die Polaren des 
Punktes © = gg, in Bezug auf diese laufen zweimal zu je vieren in 
einen Punkt zusammen: 0, 0'. Diese Punkte sind in Bezug auf alle 
acht Kegelschnitte conjugirt, ebenso wie die Strahlen © (0, 0"). 

Auf der Gerade s = O O' haben wir eine Involution, von welcher 0,0' 
die Doppelpunkte sind und Punktepaare eingeschnitten werden durch die 


Geradenpaare: aa,,bb,; ab,,ba,; ac, DD; ad, bc; 


ca,,db,; ch, Da; ct, DD; cd,,de.. 
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Diese hyperbolische Involution steht mit den beiden elliptischen 
auf g, 9,, die durch die Paare ab, cd; a,b,, c,d, bestimmt werden, in 
dem mehrfach (z. B. Nr. 185, 186) besprochenen Zusammenhange; so 
dass die letzteren auf zwei Weisen perspectiv liegen mit 0,0' als 
Perspectivitätscentren. Die beiden so entstehenden elliptischen Strahl- 
involutionen um O0, O' sind dann wieder ebenso mit der hyperbolischen 
um © verbunden, welche g,g, zu Doppelstrahlen hat. 

101. Ein vollständiges Fünfeck 12345 enthält zwölf einfache 
Fünfecke, welche sechs Paare bilden, derartig, dass in jedem Paare 
die Seiten des einen Fünfecks die Diagonalen des andern sind, wie 
12345 und 13524; solche complementären Fünfecke umfassen 
daher alle zehn Verbindungslinien. Jedes Paar theilt die 15 Diagonal- 
punkte des vollständigen Fünfecks (Schnitte von Seiten, die nicht 
Ecken sind) in drei Gruppen von je fünfen. Die erste Gruppe besteht 
aus fünf Punkten, in denen sich Seiten des ersten Fünfecks des Paares 
schneiden und welche ein Fünfeck bilden, das ebenfalls diese Seiten 
zu Seiten hat; die zweite Gruppe verhält sich ebenso zu den Seiten 
des zweiten Fünfecks des Paares (oder den Diagonalen des ersten), in 
den Punkten der dritten Gruppe schneiden sich Seiten des einen mit 
Seiten des andern Fünfecks. 

102. Die einzigen Punkte, aus denen zwei gegebene projective 
Punktreihen durch (concentrische) gleiche und gleichlaufende Strahl- 
büschel projieirt werden, sind die Brennpunkte des durch die Punkt- 
reihen erzeugten Kegelschnitts. 

103. A, B,, ©, seien die Schnitte der Seiten BE, CA, AB eines 
Dreiecks bezw. mit den Strahlen D (A, B, €), so hat man: 

AC. BAM. CHY, A AB.CA.BE, 
AB. BC. CA A NC.CV. BA’ 
wo A und A, die Flächen von ABE und M, Y, C, sind; 
E a EO E A i 
AG, . BA . CY, 7 
MD. D.C 2r 


wo r und r, die Radien der den Dreiecken umgeschriebenen Kreise sind; 


A EE. â, 
DV.DB.DE 2 DM., . DG,” 

sinBDE sin CDA sin ADB Werder, e BDE | sin CDA eh 

DA DB DE. eo DB, DC, 


104. Construirt man über den Sehnen, welche auf den Strahlen 
eines Büschels durch einen Kegelschnitt entstehen, als Durchmessern 
die Kreise, so haben diese alle einen Punkt gleicher Potenz, der auf 
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der Senkrechten liegt, die auf der Polare des Grundpunktes des Büschels 
im Mittelpunkt der ihr in Bezug auf den Kegelschnitt zugehörigen 
Involution errichtet ist. 

105. Die Involution, welche die von den Punkten einer Gerade 7 
kommenden Tangenten eines Kegelschnitts auf einer festen Tangente 
desselben einschneiden, ist mit derjenigen identisch, welche durch die 
dem Pole von ! zugehörige Strahlinvolution eingeschnitten wird. 

106. Zwei Geraden AX, X und ein Punkt O sind gegeben; der Ort 
eines Punktes P, für welchen PO? zum Rechteck der Entfernungen 
des P von A,® ein constantes Verhältniss hat, ist ein Kegelschnitt. 
Verändert sich die Constante, so ergiebt sich ein Büschel, dessen 
Grundpunkte in Y und X durch die (imaginären) Doppelstrahlen der 
rechtwinkligen Involution um OÖ eingeschnitten werden. Die Axen 
der Kegelschnitte sind den Halbirungslinien der Winkel von A und $ 
parallel. 

107. Innerhalb eines Kegelschnitts ist ein Punkt O gegeben; es 
soll eine Gerade gefunden werden, deren dem Kegelschnitt zugehörige 
Involution aus O durch eine rechtwinklige Involution projieirt wird. 

108. Es sind fünf Geraden a,, a,, b, ba, g und zwei Punkte W,, YA, 
gegeben. Ein Punkt X auf g macht als Centrum die beiden Punkt- 
reihen auf a,,a, perspectiv; diese machen die Strahlbüschel W,, X, 
projeetiv und diese wiederum die Punktreihen auf b,b, Der durch 
letztere erzeugte Kegelschnitt durchläuft eine Schaar, wenn X auf g 
sich bewegt. 

109. Wenn drei Punkte a,b,c und zwei Geraden a,b gegeben 
sind, welche bezw. durch a,b gehen, und ein durch einen festen 
Punkt O gehender beweglicher Strahl diesen Geraden in x, Ņ begegnet, 
so haben alle Kegelschnitte (abery) noch einen vierten Punkt D ge- 
meinsam. 

110. Von einem Kegelschnitt sind drei Punkte und eine zugehörige 
Involution conjugirter Punkte gegeben; weitere Punkte des Kegelschnitts 
zu construiren. ; 

111. Von einem Kegelschnitt sind zwei Involutionen conjugirter 
Punkte und zwei einzelne conjugirte Punkte gegeben; die vollständige 
Involution conjugirter Punkte auf der Verbindungslinie der letzteren, 
bezw. deren Schnitte mit dem Kegelschnitt zu construiren. 

112. Es seien M der Mittelpunkt eines Kegelschnitts, A, B; W, B, 
die Schnitte der Normale und Tangente des Punktes A mit den Axen 
und K der Krümmungsmittelpunkt desselben, so haben wir (vergl. 
Nr. 158) noch folgende metrischen Relationen: 


Steiner, Vorlesungen II. — 3. Aufl. 34 
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3 ə 2 parag- HSG KA AB 
a. MAP + pz M. H? == GE MIE + MB: ee Ze 


€ 
rg 9 3 ; f 
KB KA AB a2, KA. MAb. KB. MBO, 
a? b? ae u < O 
mo t aae b E er en 
KB. MA + KA. MB? AB. e, 
KB KA AY 


a? BT 
worin h das Perpendikel aus M auf die Tangente ist; also: 
AB- ©. 
h 
113. Zwei in A, berührende Tangenten einer Parabel mögen 
sich in c schneiden; eine dritte Tangente, die in E berührt, schneide jene 
in b,a, so ist: 


ch: bA = Ba:rac=ad:Ch= min, 
A Beb = AB, Ma a AB, 


m+n 
Be = („) ABe, AC = (ziy ABe, 
BaG - (E) ABe, DAC -= (zi) ABe, 


ABE = 2 bac (vergl. Nr. 160). 
Ferner ist, wenn F der Brennpunkt der Parabel ist: 
FA.FB=Fe, 
Fa.sinbFc+ Fb.sincFa+ Fe. sin aFb.= 0 
Fa. sin a + F9. sin b + Fe . sin c = 0, 
wo a,b,c die Winkel des umgeschriebenen Dreiecks abc sind. 

114. Wenn fünf Tangenten einer Parabel zu einem einfachen 
Fünfseit angereiht werden, was auf zwölf Arten geschehen kann, so 
ist die Fläche des zugehörigen Diagonalfünfseits, das dieselben Ecken 
hat, aber die Diagonalen zu Seiten, gleich 0; d. h., wenn z. B. abcde 
das Tangentenfünfseit ist, so ist folgende Summe von Dreiecken 

(ab, cd, ea) + (ab, ae, be) + (ab, be, de) = 0, 
und diese Dreiecke bilden das Diagonalfünfseit (ab, cd, ea, be, de). 

115. Wenn ein constanter stumpfer Winkel mit seinen Schenkeln 
beständig eine Parabel berührt, so beschreibt der Scheitel den einen 
Zweig einer Hyperbel, für welche Brennpunkt und Leitlinie der Parabel 
ebenfalls Brennpunkt und zugehörige Leitlinie sind, und zwar den Zweig, 
welcher den Brennpunkt umschliesst; ersetzt man den Winkel durch 
seinen spitzen Nebenwinkel, so ergiebt sich der andere Zweig. 


oder 


www.rcin.org.pl 


FRE: 


Aufgaben und Sätze. 581 


116. Wenn X, Y zwei conjugirte Durchmesser eines Kegelschnitts 
und P4, P die Potenzen der Involutionen conjugirter Punkte auf ihnen 
sind, © eine beliebige Gerade, so hat nicht nur 


Py sin? A, ©) + Py sin? (B, ©), 
Py cos? (A, S) + Pa cos? (8, ©) 


für alle Paare conjugirter Durchmesser denselben Werth, wobei © 
sogar ausserhalb der Ebene des Kegelschnitts liegen kann. 


sondern auch 


117. Die Potenzen P,, Pa der Involutionen conjugirter Punkte, in 
Bezug auf einen Kegelschnitt, auf einer beliebigen Gerade ! und auf 
dem parallelen Durchmesser d verhalten sich wie die Abstände des 
Pols der l von } und d; geht l, parallel zu ! und d durch diesen Pol, 
so ist 1 1 1 

P; ar P, = Pı ? 
wo P, analoge Bedeutung hat. 

118. Dreht man um den Mittelpunkt eines Kegelschnitts einen 
rechten Winkel, so umhüllt die Sehne der Schnittpunkte der Schenkel 
einen Kreis. 

119. Die Potenz der Involution der conjugirten Durchmesser d, d’ 
eines Kegelschnitts für die Axe a als Centralstrahl, d. h. 


tg (a, d) . tg (a, d^) ist — T 
120. Wenn © der Schnitt der Tangenten in P, P' an den Kegel- 
schnitt (ABEPP) ist, so ist: 
A(PP'CS). B(PPAS).E(PPBS)=- -—1. 
Es sei ¢ die Tangente in P, r der Radius des Kreises (ABEC), 


o der Krümmungsradius des Kegelsehnitts in P und P (A, Y, €) seien 
mit æ, b,c bezeichnet, so ist weiter: 
‚ sin BYCY. sin CAP. sin AYP 

-sin (æ, t) . sin (b, t) . sin (e, t) i 


womit für den Krümmungsradius in ® an den Kegelschnitt durch 
A, B, €, P, dessen Tangente in P bekannt ist, ein Ausdruck ge- 
wonnen ist. 

121. Wenn abcd, a,b & d, zwei vollständige Vierseite sind, - 
so sind 


ab, adac, bidad bit abends bd,a,c;.cd,a,b, 


sechs Paare conjugirter Punkte in Bezug auf einen Kegelschnitt oder 
in einem Polarsystem. 
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122. Für ein vollständiges Viereck ABCD, dessen Diagonal- 
punkte sind: 
a=(AD, BC), 5=(BD,AC), c=1CD,4AB), 
gelten folgende Relationen: 
PA (aB.aC—aA.aD)=- 77 (#A.bO —bB.bD) 


=> e (cA .eB—cC.cD), 


' AD? BC? 
(aA.aD-aB.al) (2D r0) 
BDI APR 
= (#B.bD—dA.b0) (59.50 r150) 
CD: AB? 
= (c0. cD — cA .cB) (70.05 iE)’ 


oder 
(aB.aC—aA.aD)(aC.aA—aB.aD) (aA.aB—aC.aD) 


aA.aB.aC.aD 
und die beiden analogen Ausdrücke für b und c sind einander gleich. 
Wie lauten diese Beziehungen, 
1. wenn das Viereck einem Kreise eingeschrieben oder 
2. jede Ecke Höhenpunkt des Dreiecks der andern ist? 
Sind P,, P, die Halbaxen-Quadrate des Kegelschnitts, für welchen 
D Mittelpunkt und ABC Polardreieck sind, so ist: 


P,+P= =T (aB.aC—aA.aD). 


123. Die vier Kegelschnitte, welche je eine Ecke eines Vierecks 
ABCD zum Mittelpunkte und das Dreieck der drei andern zum Polar- 
dreiecke haben, sind ähnlich; und zwar sind sie Hyperbeln, wenn jeder 
der vier Punkte vom Dreiecke der andern ausgeschlossen ist, hingegen 
drei sind reelle Ellipsen, der vierte eine imaginäre, wenn einer inner- 
halb des Dreiecks des andern liegt. 


Ferner ist für diese vier Kegelschnitte: 
1 1 
= (z; T P) yi 
Liegen die vier Punkte A, B, C, D auf einem Kreise, so sind die vier 
Kegelschnitte gleichseitige Hyperbeln; ist jeder der Höhenpunkt des 


Dreiecks der andern, so sind sie Kreise (einer imaginär); die Summe 
der Quadrate der Radien ist dann 


DA?+ BC’ = DB’+ AC’ = DC++ AP. 
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124. Ein Kegelschnitt X® sei gegeben, M sein Mittelpunkt, O ein 
beliebiger Punkt, s der Schnitt von MO mit der Polare von O, a,b 
die Schnitte eines durch O gehenden Strahls 7 mit K® und Pz die 
Potenz der Involution conjugirter Punkte auf dem zu / parallelen 
Durchmesser d, so ist 


Os 
Oa. Ob mAr 7 23: 


Damit übertragen sich Beziehungen zwischen Potenzen auf Durch- 
messern auf Producte Oa.Ob, die auf Strahlen eines Büschels O 
liegen. 

Wenn um O ein rechter Winkel gedreht wird, dessen Schenkel 
den K® in a,b; a,,b, treffen, so ist 

1 4 1 Ms 1 
0a.0b " 04.06, sO ( 


1 
P, + 3 const., 


wo Pa, P, wieder die Halbaxen -Quadrate von X) sind. 


Auch p & 
Pr w0 5) + Por a. Ob ar 
ist constant. 


Sind hingegen die beiden beweglichen Strahlen, welche den X@) 
in a,b; a',b' schneiden, stets zu conjugirten Durehmessern parallel, 
so ist: L 


Oa . Ob + Oa'. OV' = Fr; (Pe + P.) = const.; 
Oa.Ob.O«a.Ob' sin? > y = Eo . P,P, = const. 


Bei der gleichseitigen Hyperbel ist 
a.0b+0a.06,=0 und 0a.06b+0«a.0V=0, 


(vergl. Nr. 165) und daher: 


Oa,. Ob, = 0a. Ob, 
wo Oa,b, zu einem Durchmesser der gleichseitigen Hyperbel senkrecht, 
Oa'b' zu dem ihm eonjugirten Durchmesser parallel ist. 

125. Zu drei in gerader Linie g liegenden Punkten a,, a,, a, seien 
in einem Polarsysteme conjugirt b,,b,,D,; aus ihnen werden, nach 
Hesse's Satz, die weiteren drei Paare conjugirter Punkte «,, ß,; @2, Ps; 
«z, B; eonstruirt: 


(aaas, boba) = œ, | (a50, Dbi) = aa, | (0,0, Di ba) = Q, 
(as bs, azb) = B, | (asb, a,b) = Po | (a b, a201) = bs; 
die @,,@,c«, liegen auch auf g, die Punkte b und ß aber auf einem 


Kegelschnitte, und die Strahlen aus einem Punkte desselben nach den 
a und « sind involutorisch denen nach den Punkten b und ß gepaart. 
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126. In einem Kegelschnittbüschel seien r,y,3 die Ecken des 
gemeinsamen Polardreiecks, r, y®, 3® die Geradenpaare, %,, Y, 3, die 
Schnitte einer Gerade © mit Y3, 3x, z9; so beziehe man die Punkt- 
reihe © so auf das Kegelschnittbüschel, dass den x,, Y,, 3, die x®, y®, 3% 
entsprechen. Dem Punkte ® von © entspreche PO. Die Polare p 
von ® je in Bezug auf PO umhüllt den Polarkegelschnitt GP von G 
(Nr. 222) in Bezug auf das Kegelschnittbüschel, und Berührungspunkt 
ist je der in Bezug auf dieses Büschel dem $ conjugirte Punkt $. 
Wenn den ®,Q von © die Kegelschnitte PO, Q® entsprechen, so 
ist die Polare von ® nach Q® identisch mit der von Q nach P®) 
und zwar die Gerade, welche die eonjugirten Punkte ®,, Q, verbindet. 

127. Man leite den Satz von der constanten Summe, bezw. Differenz 
der Brennstrahlen eines centrischen Kegelschnittes aus dem Satze vom 
constanten Verhältniss der Entfernungen der Punkte des Kegelschnitts 
von Brennpunkt und Leitlinie ab, und umgekehrt. 

128. Wenn die Dreiecke ABE und A, Y, C, so perspectiv liegen, 
dass das zweite dem ersten umgeschrieben ist, und Wè das Perspeetivitäts- 
centrum ist, so ist: 

2 A, 8, C, MA. MB. ME, — Pi PaP , 


ABC MA. MB. ME Ny Æg Tg 


WO Pi, P2, Pa} Ti, Ma, Xg, wie in Aufgabe 38, die Lothe aus M auf die 
Seiten von AYE und auf die des Mittendreiecks abc dieses Dreiecks 
sind (mit der Vorzeichen-Bestimmung von Nr. 134). 

A,B, C, und abc sind Polarfiguren in Bezug auf den Kegel- 
schnitt K®, der M zum Mittelpunkt und ABEC zum Polardreieck hat. 

Es sei R&D der Kegelschnitt, welcher AYE umgeschrieben ist 
und M zum Mittelpunkt hat; die Polaren der Seitenmitten a,b,c in 
Bezug auf ihn bilden ein Dreieck W,8,6,, das zum Dreieck abc 
ähnlich ist und ähnlich liegt mit M als Aehnlichkeitscentrum; das 


Aehnlichkeitsverhältniss a ist 


_ PıPıPs ; 


En Ya Yu 
auch zu ABE ist AM, Y, C, ähnlich; daher ist: 
Ha _ 1 ZUBE, 
ABE 4 Fe 
Endlich sei R® der Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt WM, welcher 
ABE eingeschrieben ist; die Berührungspunkte seien W, ®, €’, und © 
der gemeinsame Punkt von 


AA, BB, CC. 
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Wenn a,,b,, c die Mitten von WW, BB’, CE’ sind, so schneiden 
sich aa,, bb,, cc, in M. 
Es ist: 
ODA. OH. OC Ma. Mb. Mce 2 ABC Pi Pa Ps 


ow. oy. DC Ma. Mi. Ma WIE m mn 
Es seien W,,3,, €, die Pole der Seiten von abc in Bezug auf 
KO, so ist: 
MA, . MB. ME, 2UBC, _ Pı PaPs 
MA. MBP. MEC WAVE T, Tg Ty 


NB, C, = ABE* 


also: 


* Vergl. Schröter, Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahrgang 29 
Seite 160, wo jedoch einige Vorzeichen verändert werden mussten. 
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Lebenslauf der beiden Verfasser dieses Buches. 


Jacob Steiner wurde am 18. März 1796 in Utzenstorf im Kanton 
Bern geboren. Mit 17 Jahren verliess er den Bauernhof seines Vaters 
und wurde Schüler und später Hilfslehrer bei Pestalozzi in Iferten. 
Nach dreijährigem Studium in Heidelberg gelangte er nach Berlin, 
wo er verschiedene Stellungen an Schulen und als Hauslehrer ver- 
waltete, insbesondere auch im Hause Wilhelm von Humboldt's. Freund- 
schaftliche Beziehungen verbanden ihn mit Jacobi und dem damals in 
Berlin weilenden Abel; auf die Produetionskraft dieser drei jungen 
ausgezeichneten Mathematiker rechnend, gründete Crelle 1826 sein 
Journal. 

1832 erschien Steiner's Hauptwerk: „Systematische Entwickelung 
der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander.“ Es brachte 
ihm 1834 die Ernennung zum ausserordentlichen Professor an der 
Berliner Universität, und gleichzeitig wählte ihn die Akademie der 
Wissenschaften zu ihrem Mitgliede. 

Am 1. April 1863 ist er in Bern gestorben unter Hinterlassung 
eines Kapitals zu einem von der Berliner Akademie zu ertheilenden 
Preis für synthetische Geometrie. 

Seine gesammelten Werke hat diese Akademie 1881 und 1882 in 
zwei Bänden herausgegeben. Die darin auch wieder abgedruckte 
„Systematische Entwickelung“ ist neuerdings zum dritten Male er- 
schienen in der Sammlung: Klassiker der exacten Wissenschaften 


(Nr. 82, 83). 


Heinrich Schröter, geboren am 8. Januar 1829 in Königsberg 
i. Pr., studirte an der dortigen Universität unter Richelot, Hesse und 
F. Neumann, dann in Berlin, wo er Dirichlet und vornehmlich Steiner 
hörte. 1855 habilitirte er sich an der Universität Breslau und hat ihr 
bis zu seinem am 3. Januar 1892 erfolgten Tode angehört, seit 
Herbst 1861 als ordentlicher Professor. 

Ausser Journalabhandlungen und seiner Bearbeitung des zweiten 
Theils der Steiner’schen Vorlesungen, von dem die erste Auflage 1867, 
die zweite 1876 erschien, veröffentlichte er folgende drei Bücher: 
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Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung und der Raumeurven dritter 
Ordnung (1880), 

Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung (1888), 

Grundzüge einer rein-geometrischen Theorie der Raumcurve vierter 
Ordnung erster Species (1890). 


Ausführlicheres über Steiner findet man in dem Vortrage von 
C. F. Geiser: „Zur Erinnerung an Jacob Steiner“ (Zürich, 1874), von 
welchem eine von Casorati herrührende italienische Uebersetzung in 
den Annali di Matematica Ser. II Bd. 7 erschienen ist, sowie in dem 
Aufsatze von F. Bützberger: „Zum 100. Geburtstage Jacob Steiner's“, 
der im 27. Jahrgang der Zeitschrift für mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Unterricht erschienen ist und insbesondere Mit- 
theilungen über Steiners Lehrjahre in Iferten bringt; und über Schröter 
in dem vom Bearbeiter dieser dritten Auflage geschriebenen Nekrologe 
im Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. II. 
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Druckfehlerverzeichniss. 


Seite 7 Z.17v.0.l. 42r st. +m und Z.18 und 191 — 2,0,+2 st. —1,0,+1. 
46 Z. 16 v.o.1.13 st. 3. 
56 2.12 v.o.1.P,Q st. PQ; 
6026v.o.l.a,a, st. @ a. 
86 2.1v.o.lLadb,xe st. ab, wc. 
93 2.12 vy. 0.1. 22 st. 23. 
„163 Fig. 45 10,0, 8,8' st. 1, 8,0", æ. 
,„162Z,35vo1l<s.S. 
„205 Anm. l. Nr. 232 st. § 48, Ende. 
„211 2.13 v.u. l. p, P, © st. p, Yı ©. 
„286 Anm. Z. 21. zweier Ebenen st, der Ebene. 
„8336 Z. 1 v.u. und S. 337 Z. 1 v. o.l. liegen in st. gehören zu, 
„ 558 Anm. ist die Parenthese: z. B. zwei conjugirte Hyperbeln zu- streichen. 
„392 Z. 11v.oL&c'st. Ee.: 


Er a j 4 E, 5 g 


Ye 
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